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1 Introduccion

La ensefianza de la geometria en la escuela secundaria enfrenta multiples desafios, tanto desde el
punto de vista epistemologico como didéctico. A menudo, los estudiantes transitan esta rama de
la matematica de manera fragmentada, sin oportunidades que les permitan construir significados
en torno a los conceptos, propiedades y relaciones geométricas. Estas dificultades se vinculan,
por un lado, con la necesidad de coordinar distintos registros de representacion (Duval, 2004), y
por otro, con la falta de propuestas que integren el trabajo con materiales y recursos adecuados
(Coriat, 1997, Alsina, Burgués y Fortuny, 1987)

El uso de materiales didacticos y recursos tecnologicos adquiere un papel relevante en la
ensefianza de la geometria. La posibilidad de construir, manipular y explorar favorece la
formulacion de conjeturas, la validacion de resultados y la construccion de relaciones entre
distintas representaciones. En particular, la incorporacion de herramientas digitales como
GeoGebra amplia las posibilidades de andlisis y visualizacion, aspecto que de Guzman (2010)
reconoce como central en el desarrollo del pensamiento matematico.

El presente trabajo tiene como propodsito elaborar una version autocontenida del articulo La
ensenianza de la geometria en la escuela secundaria de Giarrizzo (2021). Esto implica no solo
recuperar sus principales aportes, sino también desarrollarlos y explicitarlos, de modo que el
texto pueda ser comprendido sin necesidad de recurrir a la bibliografia original.

Las situaciones de ensefianza presentadas no constituyen una reproduccion directa de las
propuestas del articulo, sino una reelaboracion y disefio propio, construidos a partir de los
aportes de la autora.

En este proceso, se busca poner en evidencia las decisiones didacticas involucradas en el disefio
de las situaciones, asi como los procesos de aprendizaje que estas promueven. A lo largo del
texto se analizan tres situaciones de ensefanza destinadas a estudiantes de tercer afio de
secundaria, centradas en el estudio de relaciones entre magnitudes geométricas en el marco de la
proporcionalidad y la semejanza. Estas propuestas promueven la formulacién de conjeturas, la
justificacion de procedimientos, la validacion de resultados y la construccion colectiva del
conocimiento. Asimismo, permiten examinar las producciones de los estudiantes, los errores que

emergen y las estrategias de resolucion en didlogo con distintos marcos tedricos. De este modo,
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se pretende aportar a la comprension de cdmo se construyen estos conocimientos en el aula y de

las condiciones que favorecen su desarrollo.

2 Marco tedrico

El presente marco tedrico reine un conjunto de conceptos provenientes de la didactica de la
matematica que permiten fundamentar el disefio y analisis de las situaciones de ensefianza
propuestas en este trabajo. En particular, se abordan nociones vinculadas con los registros de
representacion, la visualizacion, el uso de materiales didacticos y las relaciones de
proporcionalidad, en tanto resultan claves para comprender los procesos de construccion del
conocimiento geométrico en la escuela secundaria. Estos conceptos no se presentan como un
desarrollo tedrico independiente, sino en funcidn de su potencial para interpretar las

producciones de los estudiantes y orientar la organizacion de las situaciones disefiadas.

2.1 Registros de representacion semiotica

La teoria de los registros de representacion semiotica permite comprender que la actividad
matematica no se realiza directamente sobre los objetos, sino a través de sus representaciones
(Duval, 2004). Desde esta perspectiva, el acceso a los objetos matematicos esta siempre mediado
por sistemas de signos, en la medida en que “no hay noesis sin semiosis; es la semiosis la que
determina las condiciones de posibilidad y de ejercicio de la noesis” (Duval, 2004, p. 6). En
consecuencia, resulta fundamental analizar los distintos registros de representacion y las
transformaciones que se realizan entre ellos, en tanto constituyen una condicion para la
comprension matematica.

En este marco, los registros de representacion semiotica se definen como sistemas organizados
de signos con reglas propias de uso, que permiten la produccion de representaciones, asi como
los tratamientos —transformaciones realizadas dentro de un mismo registro— y las
conversiones, que implican el pasaje de un registro a otro conservando el mismo objeto
matematico (Duval, 2004).

Los distintos registros no son equivalentes, en tanto cada uno hace visibles ciertos aspectos del
objeto y oculta otros, lo que puede generar tensiones en la interpretacion. Por ello, la

comprension matematica exige la coordinacion de varios registros mediante las conversiones.
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Estas no se producen de manera espontanea, aun cuando los estudiantes dominen los
tratamientos internos de cada registro, por lo que “el problema que la mayoria de estudiantes
encuentra es tan profundo que la conversion puede ser considerada como el umbral de la
comprension” (Duval, 2004, p. 150).

Asimismo, se distingue entre situaciones de congruencia y no congruencia entre registros segun
exista 0 no una correspondencia estructural directa entre las representaciones. En los casos de no
congruencia, la conversién exige una reorganizacion de la informacién del registro de origen,
que no constituye un ajuste superficial, sino una transformacion cognitiva necesaria para acceder
a la estructura del objeto matematico (Duval, 2004).

En esta linea, la visualizacion se entiende como un proceso de reorganizacion figural que permite
identificar relaciones no evidentes en una primera lectura (Duval, 2004). Visualizar no es
percibir, sino reorganizar la figura para identificar las unidades figurales pertinentes, es decir, los
elementos de la figura que resultan relevantes para el analisis geomeétrico y las relaciones
geométricas relevantes.

Estos aportes fundamentan la organizacion de la secuencia propuesta, ya que permiten explicar
por qué las situaciones disefiadas requieren que los estudiantes trabajen con distintos registros de
representacion y coordinen progresivamente la produccion, el tratamiento y la conversion de las

representaciones matematicas.

2.2 Visualizacion en la geometria

El papel de la visualizacion en la ensefianza de la matematica ha sido destacado como un
componente constitutivo del razonamiento geométrico. No se trata de un recurso accesorio o
ilustrativo, sino de una dimensidn esencial del pensamiento matematico.

Desde esta perspectiva, la visualizacion se entiende como la capacidad de generar, manipular e
interpretar imagenes vinculadas a los objetos matematicos, que pueden construirse tanto en la
memoria como en soportes externos, como dibujos, graficos o modelos. No constituye un
complemento opcional, sino un aspecto propio de la actividad matematica, ya que interviene en
el descubrimiento de nuevas relaciones, en la resolucion de problemas y en la comunicacion de
ideas (de Guzman, 2010).
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Ahora bien, la visualizacion no debe entenderse como una vision inmediata de las relaciones,
sino como un proceso que requiere aprendizaje y practica. De este modo, “la visualizacion es un
proceso que hay que aprender en la interaccién con las personas a nuestro alrededor y en la
inmersion e inculturacion en el tejido historico y social de la matematica” (de Guzman, 2010, p.
17). En consecuencia, comprender una figura o un esquema no es simplemente “verlo”, sino
interpretarlo en el marco de un sistema de representacion.

En relacion con lo anterior, la visualizacion se vincula estrechamente con los registros de
representacion, en tanto supone la reorganizacion de una representacion para identificar
relaciones que no resultan evidentes en una primera lectura (Duval, 2004). De este modo, la
visualizacién cumple un papel central en la comprensién geométrica, ya que permite interpretar
las representaciones y construir significado a partir de ellas. Cuando los estudiantes no logran
desarrollar esta capacidad de reorganizacion e interpretacion, pueden surgir dificultades en la
comprension de los objetos geométricos.

Diversos estudios han mostrado que la falta de experiencias significativas con materiales y
representaciones diversas suele llevar a concepciones erroneas. En la ensefianza de la geometria,
la construccién de nociones como area y volumen requiere desarrollar la capacidad de imaginar y
operar con objetos espaciales (Alsina, Burgués, y Fortuny, 1987), lo que se vincula con la
necesidad de poner en juego procesos de visualizacion que permitan interpretar y transformar las
representaciones.

Asimismo, en relacidn con la visualizacion, de Guzman (2010) distingue diferentes formas en
funcion del tipo de relacion que se establece entre las imagenes utilizadas y los objetos
matematicos. Esta clasificacion no solo describe distintos modos de visualizar, sino que permite
analizar el grado de correspondencia entre las imagenes y los objetos matematicos, lo que resulta
clave para comprender tanto las potencialidades como las limitaciones de la visualizacién en el
aprendizaje.

La visualizacion isomorfica se presenta cuando existe una correspondencia directa entre los
elementos de la imagen y los significados matematicos que se buscan representar. En estos casos,
la interpretacion resulta mas accesible para los estudiantes, ya que la estructura de la imagen

coincide con la del objeto matematico.
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La visualizacion homeomorfica aparece cuando la imagen conserva la estructura esencial del
objeto, aunque no de manera literal. Esto implica un primer nivel de abstraccion, en el cual el
estudiante debe reconocer qué propiedades se conservan y cuales no, lo cual exige una
interpretacion mas elaborada.

La visualizacion analégica recurre a metaforas o comparaciones que permiten aproximarse
intuitivamente a una relacion matematica. Si bien este tipo de visualizacion puede favorecer la
comprension inicial, también puede dar lugar a interpretaciones erréneas cuando no se explicitan
los limites de la analogia.

Finalmente, la visualizacién diagramatica se apoya en esquemas o graficos convencionales que
simbolizan las relaciones sin establecer una correspondencia directa con el objeto. En este caso,
la comprension depende en gran medida del conocimiento de las reglas del sistema de
representacion utilizado.

En este contexto, las dificultades asociadas a la visualizacion ponen de relieve la importancia de
generar condiciones de ensefianza que favorezcan la produccion, manipulacion y reorganizacion
de imagenes y representaciones, de modo que los estudiantes puedan establecer relaciones entre

ellas y los objetos matematicos involucrados.

2.3 Materiales y recursos didacticos

El uso de materiales y recursos en la ensefianza de la matematica ha sido abordado desde
diversas perspectivas que coinciden en sefialar su papel como mediadores en la construccion del
conocimiento. Alsina, Burgues, y Fortuny (1987) definen los materiales como “todos aquellos
objetos, aparatos o medios de comunicacion que pueden ayudar a descubrir, entender o
consolidar conceptos fundamentales en las diversas fases del aprendizaje” (p. 13). Coriat (1997)
precisa esta nocion al distinguir entre materiales didacticos, entendidos como aquellos disefiados
especificamente con fines educativos, y recursos, que son elementos no disefiados para ensefiar,
pero que el docente incorpora con una intencion pedagogica (pp. 158-159).

Alsina, Burgués y Fortuny (1987) sefialan que el uso de estos materiales se inscribe en una
concepcion de ensefianza organizada en torno a la idea de laboratorio de geometria, en una
metodologia experimental. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se concibe como un proceso

progresivo que parte de la accion sobre objetos concretos y avanza hacia niveles de mayor
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abstraccion, en el cual el docente actua como promotor del conocimiento antes que como
transmisor (pp. 17-18). El uso de materiales manipulativos favorece el desarrollo de la
imaginacion espacial y de las habilidades vinculadas a la representacion del espacio, al propiciar
la generacién y manipulacién de imégenes espaciales (p. 33).

En este marco, su valor no reside en la mera presencia, sino en el tipo de actividad matematica
que permiten desarrollar. Coriat (1997) sefiala que los materiales no ensefian por si mismos, sino
que su eficacia depende de las decisiones del docente y de las condiciones en que son utilizados
en la ensefianza (p. 174). Asimismo, sostiene que otorgan grados de libertad cognitiva, en tanto
liberan la imaginacién del esfuerzo de seguir un argumento significativo y la potencian para
idear modelos del problema (p. 161). En este sentido, puede interpretarse que su potencial radica
en favorecer la produccion, manipulacion y transformacion de representaciones, convirtiéndolos
en mediadores entre la accion sobre ellas y las transformaciones intelectuales que se producen a
partir de dicha actividad, en linea con los aportes de Coriat (1997) y Giarrizzo (2021).

En relacion con lo anterior, en las situaciones disefiadas en este trabajo, la seleccion de
materiales responde a la necesidad de favorecer la accion, la exploracion y la comparacion de
distintas representaciones de un mismo objeto geométrico, de modo que los estudiantes puedan
construir relaciones que no serian accesibles a partir de la manipulacion dentro de un Unico

registro de representacion.

2.4 Proporcionalidad

La proporcionalidad constituye uno de los conceptos fundamentales de la matematica escolar,
cuya comprension resulta necesaria para el estudio de la geometria. En términos generales, dos
magnitudes son directamente proporcionales cuando existe un nimero real fijo k, llamado razon
de proporcionalidad, tal que cada valor de una se obtiene multiplicando por k el valor
correspondiente de la otra. Esta relacion puede describirse como una funcion lineal de
coeficiente k, cuya representacion grafica es una recta que pasa por el origen de coordenadas
(Godino y Batanero, 2022)

Sin embargo, una dificultad recurrente en el aprendizaje de la proporcionalidad es la tendencia
de los estudiantes a aplicar razonamiento aditivo en situaciones que requieren razonamiento

multiplicativo. Diversas investigaciones sefialan que los estudiantes suelen sumar una cantidad
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en lugar de multiplicar por un factor de escala, lo que conduce a errores sistematicos (Godino y
Batanero, 2002). En el contexto geométrico, este conflicto se manifiesta de manera
especialmente persistente: es frecuente que los estudiantes apliquen un modelo lineal al analizar
la variacion de perimetros, areas y volimenes cuando varian una o mas dimensiones lineales de
figuras y cuerpos geométricos, aun cuando no todas estas magnitudes responden a una relacion
lineal (Giarrizzo, 2021)

En este sentido, es igualmente importante reconocer que no toda variacion entre magnitudes es
proporcional: la longitud del lado de un cuadrado y su area constituyen un ejemplo de
magnitudes no proporcionales, dado que el &rea varia de manera cuadratica respecto del lado, no
de manera lineal.

En relacion con lo anterior, en el contexto geométrico la proporcionalidad se vincula
estrechamente con la nocion de semejanza. Dos figuras son semejantes cuando existe una razon
de proporcionalidad k, llamada razon de semejanza, tal que todos los pares de lados
correspondientes mantienen esa misma razon, conservando la forma, pero no necesariamente el
tamafio. En figuras semejantes con razon 1 a k, las longitudes correspondientes varian en esa
misma razon, las areas en razon 1 a k?y los volimenes en razon 1 a k3, lo que significa que
areas y volumenes no varian proporcionalmente con las longitudes sino de forma cuadrética y
cUbica respectivamente. (Godino y Batanero, 2002)

A su vez, en el caso particular de los cuerpos geométricos, esta distincion adquiere especial
relevancia, ya que el volumen puede variar en proporcionalidad directa con una dimension
cuando las restantes permanecen constantes, pero cuando se modifican varias dimensiones
simultdneamente esta relacion deja de sostenerse, lo que se corresponde con las dificultades
asociadas al uso generalizado de la proporcionalidad directa en estos contextos (Giarrizzo, 2021).
Esto implica que no es posible anticipar como varia el volumen ni el area total, a partir de una
Unica regla general, sino que es necesario analizar qué dimensiones cambian y de qué manera
intervienen en cada formula. En conjunto, estos conceptos permiten comprender por qué las
situaciones disefiadas en este trabajo proponen analizar la variacién de distintas magnitudes
geométricas al modificar dimensiones de figuras y cuerpos: el propdsito es que los estudiantes
puedan distinguir cuadndo existe proporcionalidad directa, cuando la relacién es cuadratica o

clbica y cuando la intuicién lineal conduce a conclusiones erroneas.
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3 Situaciones de ensefianza

En esta seccion se presentan tres situaciones de ensefianza disefiadas para estudiantes de tercer
afio de la escuela secundaria, centradas en el analisis de las relaciones entre magnitudes
geométricas en el marco de la proporcionalidad y la semejanza. Estas situaciones no constituyen
una reproduccion directa de las propuestas del articulo de referencia, sino una reelaboracién que
recupera sus aportes y los reorganiza en funcion de los objetivos del presente trabajo.

Las situaciones se articulan entre si a partir de una progresion que va desde la puesta en cuestion
de concepciones iniciales hacia la construccion e interpretacion de relaciones mas complejas. En
cada una de ellas, se propone a los estudiantes enfrentarse a problemas que requieren anticipar,
comparar, justificar y validar resultados, promoviendo la explicitacion de sus razonamientos y la
confrontacion de diferentes estrategias.

Asimismo, las propuestas se disefian contemplando el uso de distintos registros de representacion
Yy recursos, cuya incorporacion y regulacion responde a decisiones didacticas especificas en cada
caso. De este modo, se busca generar condiciones que favorezcan la construccion progresiva de
significados y la reorganizacion de los conocimientos en torno a las relaciones entre perimetro,
area y volumen.

En los apartados siguientes, se presenta cada situacion junto con el andlisis de las producciones

de los estudiantes y las decisiones didacticas involucradas en su disefio.

Contexto de incidencia para las situaciones

Los estudiantes han trabajado previamente con relaciones de proporcionalidad en contextos
aritméticos, principalmente a partir de situaciones en las que se establecen correspondencias
directas entre magnitudes. Sin embargo, estas experiencias suelen centrarse en la aplicacion de
procedimientos y en interpretaciones de tipo lineal, sin que medie necesariamente un analisis de
las condiciones bajo las cuales dichas relaciones se cumplen ni su diferenciacion respecto de
otros tipos de variacion. Asimismo, se encuentran familiarizados con el uso de herramientas
digitales como GeoGebra y con recursos materiales que permiten explorar y representar las

relaciones entre magnitudes.
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3.1 Primera Situacion

Propositos

Proponer situaciones problematicas que involucren modificaciones lineales de dimensiones
(lados, radios, alturas), favoreciendo la formulacion y validacion de proposiciones en relacion
con el perimetro, el area y el volumen.

Promover el andlisis de las relaciones entre distintas magnitudes geométricas (perimetro, area y
volumen), poniendo en juego la idea de que los cambios dimensionales pueden producir efectos
no lineales.

Proponer situaciones en las que los estudiantes deban validar proposiciones referidas a la
existencia de relaciones lineales en relacion con el perimetro, el area y el volumen.

Favorecer la articulacion de diferentes registros de representacion (manipulativo, grafico,
algebraico y digital), mediante el uso de materiales y recursos que posibiliten explorar,

conjeturar, comparar y validar ideas matematicas.

Objetivos

Se espera que el estudiante:

Analice y valide proposiciones sobre como las modificaciones lineales en dimensiones (lados,
radios, alturas) inciden en el perimetro, el area y el volumen.

Reconozca y explique que los cambios lineales en las dimensiones no producen necesariamente
cambios lineales en las distintas magnitudes, estableciendo relaciones entre ellas.

Utilice y articule diferentes registros de representacion (manipulativo, grafico, algebraico y
digital) para explorar, representar, comparar y justificar relaciones geométricas.

Confronte sus ideas iniciales, discuta con sus pares y compare distintos razonamientos,

avanzando en la construccion de argumentos para validar proposiciones geométricas.

Forma de la consigna
La actividad estd organizada en tres incisos, cada uno con una proposicion a analizar. La
consigna no especifica procedimientos de resolucion, habilita el ensayo y la exploracion con

casos particulares, de modo que, si se encuentra un caso en el que la proposicion no se cumpla,
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funcionard como contraejemplo; si dicho contraejemplo no surgiera, se necesita un proceso

mental hacia la generalizacion. Los materiales y recursos quedan disponibles para la exploracion.

Metodologia

El trabajo se desarrollara en grupos de hasta cuatro estudiantes, y la resolucion sera colaborativa,
promoviendo la discusion, el andlisis conjunto y la validacion de ideas entre compafieros.

Los materiales y recursos se pondréan a disposicién de los estudiantes. De este modo, cada grupo
podra seleccionar cuéles utilizar en funcién de sus estrategias de resolucién. Aquellos materiales
que cuenten con versiones digitales estaran disponibles en ambos formatos.

El docente intervendra mediante preguntas orientadoras, evitando anticipar respuestas y
fomentando el uso de distintos registros de representacién (manipulativo, gréafico, digital y
algebraico). El trabajo grupal sera seguido por una puesta en comun, en la que se confrontaran y

articularan las diferentes producciones para arribar a conclusiones colectivas.

Materiales y recursos didacticos

Inciso (a): varillas tipo mecano, broches mariposa, GeoGebra.

Inciso (b): fichas cuadradas, geoplano con bandas elasticas, cartdn y linterna para la experiencia
de proyeccion.

Inciso (c): cilindros de acetato de distintas medidas, arroz, GeoGebra.

3.2 Consigna

Explicar cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justificar sus respuestas.
Para que el perimetro de un tridngulo rectangulo aumente 4 cm, es suficiente con que aumente 4
cm la longitud de su base?.

Para reducir el area de un cuadrilatero a la mitad, basta con reducir su altura a la mitad. El
cuadrilatero obtenido es semejante al original.

Para triplicar el volumen de un cilindro es suficiente triplicar su radio.

! Se considera que cualquier lado puede tomarse como base. En el caso del tridngulo rectangulo, puede elegirse
cualquiera de sus lados; sin embargo, resulta conveniente considerar como base a uno de los catetos.
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3.3 Posibles resoluciones

3.3.1 Incisoa

El primer grupo asume inicialmente que la proposicion es verdadera: argumentan que, como el

perimetro es la suma de los lados, aumentar 4 cm a la base implica necesariamente que el

perimetro crece en esa misma cantidad. Expresan su razonamiento de la siguiente manera:
P=(@G@+4)+b+c

donde a es la base original y el nuevo perimetro. Bajo esta légica, concluyen que el perimetro

debia crecer exactamente en 4 cm. A partir de aqui se desarrolla el siguiente intercambio:

P: ;Construyeron el nuevo triangulo?

A partir de esta pregunta los estudiantes deciden utilizar las varillas tipo mecano para verificar.

Construyen un triangulo de base 8 cm, altura 15 ¢cm e hipotenusa 17 cm y luego intentan armar

otro manteniendo la misma altura, pero con la base aumentada a 12 cm.

Al jNo encaja! (Figura 1)

A4: Esperen, yo si pude hacer que encajen (figura 2)

4

g

Figura 1

P: (Podrian pensar por qué en un caso encaja y en el otro no?
A2: El que encaja ya no es un triangulo rectangulo
Al: Claro, entonces no se puede armar, la afirmacion es falsa.

La profesora continia:
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P: Entonces, ;qué tendria que pasar para que siga siendo un tridngulo rectangulo?

A3:Y tendria que cumplirse lo de Pitagoras.

P: (Y coémo podrian ver si en este caso se cumple o no?

Entonces, los estudiantes proponen calcular la longitud que deberia tener la hipotenusa para que

el nuevo tridngulo, con base 12 cm y altura 15 cm, conserve la condicion de tridngulo rectangulo:

h =122 + 152 = V369 ~ 19.21 cm
P: Bien, entonces, relean la consigna, ;pueden responderla?
A2: Es falsa, porque no alcanza con aumentar la base. Tuvimos que aumentar la hipotenusa
también.
A3: Ademas el perimetro original era: P =8 + 15+ 17 = 40y si calculamos con el valor de
hipotenusa nuevo es

P'= 12415+ 19.21 = 46.21

Entonces en este caso no aumenta 4 cm, aumenta mas.
El segundo grupo trabajo6 con GeoGebra para modelar el problema. Dibujaron un tridngulo
rectangulo con base de 5 cm, altura de 12 cm e hipotenusa de 13 cm, obteniendo asi un perimetro
de 30 cm. Al modificar la base, al igual que el grupo anterior, notan que la construccion con esas
medidas no es posible.
P: ;Como lo estan construyendo?
Los estudiantes le muestran (Figura 3)
P: Vuelvan a leer la consigna, ;qué caracteristicas tiene que tener el triangulo propuesto?
A2: Que sea rectangulo
P: ;Pueden asegurar que el tridngulo que construyeron cumple con la definicion de rectangulo?
A3: Ah no, el &ngulo no mide 90°, claro, por eso no daba.
Los estudiantes revisan la construccion y modifican el protocolo de construccion incorporando

la condicion de angulo recto (Figura 4).
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h=13 h=13

a=8861°

a=9

Figura 3 Figura 4
A3: Pero profe, ahora si es un angulo recto y tampoco da.
P: Cierto, tampoco se forma el triangulo rectangulo. Analicen porque no se logra formar con esos
datos.
A2: Habia algo que se tenia que probar para que fuera tridngulo rectangulo, ;no?
Al: Si, una férmula, la de Pitagoras creo...
P: ;Pueden comprobarlo de alguna manera?
A2: Lo podemos probar con las nuevas medidas:
132 = 122 + 92

169 # 225

169 # 225
A2: Entonces no cumple.
A4: O sea, se puede dibujar un triangulo, pero no es rectangulo.
Al: Pero mira el grafico, le falta poquito a la hipotenusa, si la alargdramos un poco se podria.
Quizaés el problema es que también hay que aumentar esa medida.
A2: A ver...mide 15. ;Cuanto da el perimetro ahora?
A3: 9+12+15=36, antes era 30, aumento 6, tampoco sirve asi.
P: Entonces, ;qué pasa con la afirmacion inicial?
A3: Que es falsa, porque con esas medidas no se obtiene un tridngulo rectangulo, y si

modificamos otra medida para que lo sea, el perimetro aumenta 6 en vez de 4.
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Otro grupo decidi6 abordar el problema desde un enfoque algebraico. Suponiendo que la
afirmacion era correcta, argumentaron que, dado que el perimetro de un tridngulo se obtiene
sumando sus lados, entonces agregar 4 cm a la base simplemente haria que el perimetro creciera
en esa misma cantidad:
P=1+1,+1;
Tomaron un triangulo de base 4 cm, altura 3 cm e hipotenusa 5 cm:
P=5+3+4=12
Luego, aumentaron la base en 4 cm, suponiendo erroneamente que los otros lados podian
mantenerse fijos:
PP=5+3+((4+4)=16
Finalmente, calcularon la diferencia:
PP—-P=16—-12=4
Cuando la profesora se acerca y comparten su resultado, pregunta:
P: ;Construyeron el nuevo triangulo?
Al: No, pero no hace falta, ya hicimos las cuentas y nos dio que el perimetro aument6 en 4 cm.
P: ;Y como saben qué tipo de triangulo hallaron?
A3: Bueno... no sé, a ver...
Los estudiantes intentan representar el triangulo correspondiente a las nuevas medidas y
advierten que no pueden construirlo.
Al: No encaja....
P: ;Por qué creen que no encaja?
Al: Porque los lados no alcanzan...
P: {Qué quieren decir con que “no alcanzan”? ;Coémo podrian asegurarse de que no se puede
construir mas alla de lo que se ve?
A2: Tendriamos que comprobar si la suma de dos lados es mayor que el tercero.
Los estudiantes verifican que, con las longitudes 3 cm, 5 cm y 8 cm, dicha condicién no se
cumple.
P: Entonces, jqué significa eso para el calculo que habian hecho al principio?
Al: Que no sirve, porque el tridngulo ni siquiera existe.

P: (Donde creen que esté la falla en el razonamiento que hicieron? ;A qué se la adjudican?
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A2: Que los lados tienen que cumplir una condicidon para poder formar un tridngulo.

P: Entonces, jalcanza con sumar las medidas para decidir cuanto cambia el perimetro?

Al: No, hay que fijarse si el tridngulo se puede construir.

A partir de este intercambio, el grupo advierte que el razonamiento inicial, basado inicamente en
la suma de las longitudes, no tenia en cuenta que los lados de un tridngulo deben cumplir ciertas
condiciones para poder formar una figura. Al verificar que con las nuevas medidas el triangulo
no puede construirse, reconocen que su conclusion anterior no era valida y que la proposicion es
falsa.

Finalizado el trabajo en grupos, la profesora propone una puesta en comuin con el objetivo de
analizar los distintos procedimientos utilizados y revisar las conclusiones alcanzadas.

Comienza dando la palabra al grupo que trabaj6 con las varillas (Grupo 1).

Al: Nosotros pensamos que el perimetro iba a aumentar 4 cm porque es la suma de los lados.

A2: Pero cuando intentamos armar el tridangulo con la base aumentada, no encajaba.

P: ;Qué hicieron para comprobarlo?

Al: Usamos las varillas. Armamos uno con 8, 15y 17, y después probamos con base 12.

A4: En un caso no se podia armar, y en otro si, pero no era rectangulo.

P: ;Alguien obtuvo algo distinto?

A2 (grupo GeoGebra): A nosotros al principio tampoco nos daba rectangulo.

A3: Pero probamos cambiando la hipotenusa.

A2: Con base 9 y altura 12, la hipotenusa pasé a medir 15.

A3:Y ahi si se formaba un triangulo rectangulo.

Al (grupo manipulativo): Nosotros también vimos que habia que cambiar la hipotenusa para que
funcione.

P: ;Qué diferencias encuentran entre esos casos?

Al: Que a veces no se puede formar el tridngulo y otras si, pero no cumple lo que pide la
consigna.

A2 (grupo algebraico): Nosotros al principio hicimos la cuenta y nos daba que aumentaba 4. Pero
cuando intentamos dibujarlo, no pudimos construir nada, ni siquiera un tridngulo que no fuera
rectangulo.

P: ;Qué quieren decir con que no pudieron construir nada?
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A2: Que probamos con esas medidas y no encajaba de ninguna manera.

A3 (grupo GeoGebra): Pero nosotros si pudimos dibujar un tridngulo...

Al (grupo manipulativo): Si, nosotros también pudimos armar uno, pero no era rectangulo.
A2 (grupo algebraico): Claro, a nosotros directamente no nos daba.

P: ;Qué diferencias encuentran entre lo que les pas6 a unos y a otros?

Al: Que a veces se puede armar un triangulo y otras no.

A2:Y que cuando se puede, no necesariamente es rectangulo.

P: ;Todos estan de acuerdo?

Al: Si, porque cuando si se puede construir, ya no es rectangulo.

A2: (grupo GeoGebra): O hay que cambiar alguna medida para que lo sea.

P: ;Qué paso con el perimetro en el caso en que lograron que fuera rectangulo?

A3: (grupo GeoGebra): Pas6 de 30 a 36.

Al: (grupo manipulativo): En nuestro caso también aumentaba mas de 4.

P: Entonces, a partir de todo lo que fueron viendo, ;qué pueden concluir?

Al: Que no alcanza con aumentar la base.

A2: Que siempre que cambiamos una medida, cambian otras.

A3:Y que el perimetro no aumenta siempre lo mismo.

A continuacion de la puesta en comun, la profesora retoma las producciones de los distintos
grupos con el proposito de organizar y precisar las conclusiones construidas colectivamente.
P: En la puesta en comun aparecieron distintas situaciones: en algunos casos no fue posible
construir el triangulo, en otros fue posible, pero no se cumplia la condicion de ser un triangulo
rectangulo, y también se observé que, para que el triangulo vuelva a ser rectangulo, fue necesario
modificar mas de una medida. A partir de esto, podemos afirmar que no alcanza con modificar
una sola medida para prever qué ocurre con el tridngulo. Tal como se puso en evidencia, las
longitudes de los lados estan relacionadas entre si, por lo que al variar una de ellas, las otras
también deben ajustarse.

En consecuencia, no es posible considerar que las longitudes cambian de manera independiente
ni que el perimetro varia en la misma proporcion que una de sus dimensiones. El

comportamiento del tridngulo depende de la relacion que se establece entre sus lados.
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En el pizarrén queda:

Conocimientos

previos:
Desigualdad

triangular - En todo
triangulo la suma de
dos lados es mayor
que el tercero

Teorema de Pitagoras

—a?+b? =c?

Al aumentar la base:

-> Puede no formarse ningtn tridngulo
-> Puede formarse, pero no es un tridngulo rectangulo
-> Para que sea rectangulo, es necesario ajustar la

hipotenusa en funcion de los otros lados.

Ejemplo:

(5,12,13) > P=30

(9,12,13) > P=36

El perimetro no aumenta en la misma medida que la base

Las medidas estan relacionadas entre si.

3.3.2 Incisob

El primer grupo decide trabajar con las fichas cuadradas. Construyen un paralelogramo, en
particular un rectangulo, de 2 fichas de base y 4 fichas de altura (Figura 5). Cuentan las fichas y
resuelven que el area es igual a 8 unidades cuadradas. Luego arman otro, esta vez reduciendo la

altura a 2 fichas (Figura 6). Vuelven a contar y obtienen un area de 4 unidades cuadradas.

Concluyen que la proposicion se cumple.

Figura 5

Figura 6
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Al analizar la segunda parte de la proposicidon, los estudiantes sostienen que el nuevo
cuadrilatero es semejante al original, argumentando que “mantiene la misma forma y los mismos
angulos”.

P: ;Como podriamos comprobar si realmente estas figuras son semejantes?

A3: Si fueran de igual tamafio tendrian que coincidir, ;no?

P: Podemos intentar eso. Traje un ejemplo para ver qué ocurre en un caso similar.

La docente presenta dos figuras preparadas previamente: una figura original y otra en la que solo
se redujo la altura.

Utilizando una linterna, proyecta la sombra de la figura reducida sobre la original y propone

observar qué sucede al variar la distancia de la luz. (Figura 7)

Figura 7

Al realizar la experiencia, los estudiantes advierten que la sombra no coincide: al acercar el
recorte se agranda demasiado; al alejarlo, queda mas pequeria.

P: ¢Qué observan que pasa cuando cambian la distancia de la luz?

A2: Se agranda ... pero se pasa.

A3: Si la alejo queda mas chica... no hay forma de que coincida justo

P: ¢Y qué ocurre con la forma cuando pasa eso?

Al: No cambia... es igual, pero mas grande o mas chica.

P: Entonces, cuando una figura se agranda o se achica de esa manera, ¢qué pasa con sus lados?
A2: Cambian juntos

P: ¢Se cumple esto en los rectangulos que ustedes armaron con fichas?
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A3: No, porque solo cambiamos la altura.

P: Entonces, ¢qué pueden decir sobre la proposicion?

A3: Que el area si se reduce a la mitad, pero no es la misma figura mas chica.

Al: O sea, no son semejantes.

Los estudiantes del grupo 2 deciden utilizar un Geoplano con bandas elasticas. Construyen un
paralelogramo de base 5 unidades y altura 2 unidades. Al reducir la altura a la mitad, observan

que el area también se reduce a la mitad. (Figura 8)

Figura 8

Luego de observar el Geoplano un momento dicen:

A2: No parece que sean semejantes.

A3: Si, para mi no hay semejanza.

P: (En qué se basan para decir eso?

Al: En que cambiaron los angulos.

P: (Influye que los angulos hayan cambiado? ;de qué manera?

A2: Una qued6 mas “aplastada”.

P: Si comparan las figuras a partir de la idea de que quedd “aplastada”, ;qué cambid y qué se
mantuvo?

A3: La base es la misma, solo cambio la altura.
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P: Entonces, si quisieran obtener una copia mas chica de la misma figura, ;qué tendria que
pasar?

Al: Tendria que achicarse todo

P: ;Ocurre eso en este caso?

Al: No... porque solo cambiamos la altura.

P: Entonces, si solo cambia la altura, ;qué pueden concluir al comparar las figuras?

A3: Que no es la misma figura mas chica.

A2: O sea, no hay semejanza.

Finalizado el trabajo, la profesora propone analizar lo trabajado por los grupos en una puesta en
comun. Comienza dando la palabra al grupo que trabajo con fichas.

P: ;Cual fue la modificacion del area al reducir la altura a la mitad?

Los estudiantes responden que el area también se redujo a la mitad. Explican que lo
comprobaron contando las fichas y que, al mantenerse la base y reducirse la cantidad de filas, la
cantidad total de unidades cuadradas quedo en la mitad.

P: ;Alguien quiere ampliar esta conclusion o presentar otra?

A2 (grupo geoplano): A nosotros también nos dio que el area se reduce a la mitad.

La profesora continua con la segunda parte de la consigna.

P: Ahora bien, ;eso significa que las figuras son semejantes?

Al: No.

A2 (grupo geoplano): A mi al principio me parecia que si... pero ahora que lo pienso mejor no
me termina de cerrar

P: ;Alguien puede mostrar un ejemplo que les haya servido para pensar esto?

Al (grupo fichas): Nosotros hicimos una prueba con la sombra...

La docente invita entonces a este grupo a mostrar al resto el experimento realizado. Proyectan el
recorte reducido sobre el dibujo original y observan que no coincide.

A2 (grupo geoplano): Ah... claro, ahora se ve... no coincide nunca.

P: Entonces, ;qué pueden concluir sobre la consigna?

Al: Que el area si se reduce a la mitad, pero las figuras no son semejantes.

A2: O sea, una parte es verdadera y la otra no.
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A continuaciéon de la puesta en comun, la profesora retoma las producciones de los distintos
grupos y los invita a explicitar las conclusiones construidas colectivamente, promoviendo la
participacion de los estudiantes en su formulacion.

P: A partir de lo trabajado, podemos afirmar que, en los cuadrilateros analizados, cuando la base
se mantiene fija y se modifica la altura, el 4rea también cambia. En los casos considerados, al
reducir la altura a la mitad, el 4rea se reduce en esa misma proporcion. Por otra parte, también se
puso en evidencia que no alcanza con modificar una sola medida para obtener una figura
semejante. Para que dos figuras sean semejantes, todas sus dimensiones deben variar en la misma
proporcion, es decir, deben multiplicarse por un mismo nimero. En consecuencia, si solo se
modifica la altura, la figura que se obtiene no es semejante, ya que no todas las longitudes
cambian por un mismo factor. Entonces, aunque el area se reduzca a la mitad, la figura obtenida

no es semejante a la original, por lo que el enunciado completo resulta falso.

En el pizarrén queda:

En los cuadrilateros trabajados (rectangulos y paralelogramos):

Al mantener la base fija y reducir la altura a la mitad, el area también se reduce a la mitad.

El area y la altura varian en la misma proporcion.

Semejanza:

— no alcanza con cambiar una sola medida.

— para que sea la misma figura mas chica, todas las longitudes deben variar en la misma
proporcion.

— sino cambian todas en la misma proporcion, las figuras no son semejantes.

Conclusion:

— el area se reduce a la mitad

— la figura obtenida no es semejante

3.3.3 Incisoc
El primer grupo construye dos cilindros en GeoGebra, C;de radio 3 cm y altura 5 cm, y C, de
radio 9 cm y altura 5 cm. Utilizando la herramienta volumen, advierten que el volumen no se

triplica, sino que aumenta nueve veces. (Figura 9)
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Volumen de e = 1272 .35

| Volumen de a = 14137

Figura 9
Al: “jNos dio nueve veces mas, no tres!”

La profesora interviene:

P: ;Qué estuvieron probando?

Al: Triplicamos el radio... pero no da el triple.

P: Entonces, ;con esto alcanza para responder la consigna?

A2: Si, porque no funciona.

P: Bien, entonces sabemos que no alcanza con triplicar el radio. Ahora, ;se les ocurre alguna
forma para que el volumen si se triplique?

Los estudiantes dudan unos segundos y vuelven a mirar la construccion.

Al: Capaz cambiando otra cosa...

A2: La altura...probemos con la altura.

Toman un cilindro con radio 3 cm y altura 15 cm. Esta vez, el volumen resulta tres veces mayor.
A2: “Ahora si... dio el triple.”

Al: Entonces no era el radio...

La profesora retoma la nueva linea de trabajo y plantea:

P: (Creen que esta es la inica forma de lograrlo?

Los estudiantes vuelven a dudar.

A3: Yo habia probado con la cuenta...

La profesora le propone compartir su procedimiento con el resto del grupo.

Produccidn del alumno:

Pégina 23 de 64



nt(xr)?h = 3nrh
nix?r?h = 3nrh
x? =3
x =3
A3: Entonces habria que multiplicar el radio por V3.
P: (Eso que encontraron sirve solo para este caso o para otros también?
A2: Para otros también...
P: ;Como se dan cuenta?
A3: Porque usamos la formula...
P: Entonces, ;de qué depende que el volumen se triplique?
Los estudiantes discuten entre ellos mirando la expresion y la construccion.
Al: Depende de como cambien el radio y la altura.
En otro grupo, los estudiantes eligen dos cilindros entre los materiales disponibles: uno de radio

3 cmy altura 5 cm (cilindro A), y otro de radio 9 cm y altura 5 cm (cilindro B). (Figura 10)

Figura 10

Para comparar los volimenes, llenan el cilindro A con arroz y lo vierten dentro del cilindro B,
repitiendo el procedimiento tres veces.

Al: Sobra mucho espacio acd, me parece que el volumen aumentd mas de tres veces.

A2: A ver, jcuantos entran?

A3: Pareciera que nueve.

A2: Entonces triplicar el radio no triplica el volumen... no alcanza.

Al: Listo, entonces la afirmacion es falsa.
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Los estudiantes dejan de trabajar y llaman a la profesora para contarle su conclusion.

P: {Qué¢ estuvieron haciendo?

A2: Probamos triplicando el radio y no da, entra muchas mas veces.

Al: Asi que ya estd, la afirmacion es falsa.

P: Bien, entonces ya pudieron decidir sobre la afirmacion. Ahora, ;se les ocurre alguna forma de
que el volumen si se triplique?

Los estudiantes vuelven a mirar los cilindros disponibles.

A2: Sidejamos el radio igual... ;y cambiamos la altura?

Al: Probemos.

Eligen un cilindro de radio 3 cm y altura 10 cm y repiten el procedimiento.

A3: No... ahora entra mas de tres veces.

A2: Entonces no alcanza. Probemos con otro.

Eligen otro cilindro y vuelven a intentar, comparando los resultados.

Al: Este tampoco... sigue sobrando.

Finalmente toman un cilindro de radio 3 cm y altura 15 cm.

Repiten el procedimiento, llenando el cilindro A con arroz y vertiéndolo en el nuevo cilindro.

A3: Ahora si... entra justo tres veces.

Al: Entonces para triplicar el volumen hay que cambiar la altura.

Llaman a la profesora para contarle lo que observaron.

A2: Probamos con la altura y ahi si da.

P: Entonces, ;a qué conclusion llegaron?

Al: Que no alcanza con triplicar el radio, hay que cambiar la altura para que el volumen sea el
triple.

Para la puesta en comuin la profesora da la palabra al grupo que trabajé con los cilindros de
acetato y arroz. Los estudiantes relatan:

Al: “Llenamos el cilindro de radio 3 y altura 5 dentro del de radio 9 y altura 5, y sobraba
espacio. Probamos con otros cilindros y vimos que triplicar el radio no alcanza, pero si
cambiamos la altura si se puede.

P: (Todos estan de acuerdo con eso?

Los estudiantes asienten.
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Luego pide al grupo que trabajo con GeoGebra que muestre lo suyo.

AS: Nosotros también vimos que triplicar la altura funciona y cuando quisimos triplicar el radio
llegamos a la misma conclusion. Pero no es la unica forma.

P: (A qué te referis?

A3: A que también se puede cambiar el radio.

P: (Pueden mostrar lo que hicieron?

A2: Usando la cuenta nos dio que el radio hay que multiplicarlo por /3.

P: Entonces, (los dos grupos obtuvieron el mismo resultado?

A4: No... nosotros encontramos otra forma.

P: ;Y en qué coinciden?

A3: Que triplicar el radio no alcanza y que no es una sola forma, depende de cémo cambian el
radio y la altura.

P: Ustedes vieron que al triplicar el radio el volumen no se triplica, sino que aumenta nueve
veces. ¢ Alguien penso6 por qué pasa €so?

A3: Porque cambia mucho el radio...quizas tiene que ver con la cuenta...

P: Bien, aparece la idea de que tiene que ver con como se hace la cuenta. Vamos a volver sobre
eso. Entonces, ;podriamos decir que hay una unica manera de triplicar el volumen?

Al: No... hay mas de una, depende de como cambian las medidas.

A continuacion de la puesta en comun, la profesora retoma las producciones de los distintos
grupos con el proposito de organizar y precisar las conclusiones construidas colectivamente.

P: Antes surgio la pregunta acerca de por qué, al triplicar el radio, el volumen no se triplica.
Retomando esa idea, se puede afirmar que triplicar el radio de un cilindro no permite triplicar su
volumen, ya que, como se observo en los calculos realizados, el volumen se multiplica por
nueve. Esto que ustedes intentaron explicar en la discusion puede comprenderse a partir de la
expresion del volumen del cilindro, V = 7ir?h, que algunos grupos utilizaron. En esta expresion,
el radio interviene al cuadrado, por lo que se obtiene (3r)? = 9r2, lo que permite entender por
qué el volumen no se triplica, sino que se multiplica nueve veces.

Por otro lado, cuando se modifica la altura manteniendo el radio constante, ¢l volumen varia en
forma directamente proporcional con la altura, ya que esta magnitud interviene linealmente en la

expresion. Por lo tanto, al triplicar la altura, el volumen también se triplica.
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De las producciones elaboradas, se puede afirmar que no existe una Unica forma de triplicar el
volumen de un cilindro, tal como surgié en la puesta en comin, donde se reconocid que el
resultado depende de codmo cambien el radio y la altura. Esto implica que es posible obtener un
volumen triple mediante distintas combinaciones entre estas magnitudes.
Si se considera V= mir’h como volumen original y queremos obtener un volumen triple,
entonces ese nuevo volumen debe ser V' = 3V.
Reemplazando la expresion del volumen del cilindro, se obtiene:

nrh; = 3nr?h
y simplificando el factor comin T:

r?h; = 3r?h

Esta relacion muestra que existen multiples combinaciones posibles de radio y altura que
permiten triplicar el volumen, y permite comprender por qué distintos procedimientos conducen
al mismo resultado.
Si se compara esta situacion con la del inciso anterior, se observa que, en el caso del area del
rectangulo, cuando la base se mantiene fija, el area y la altura varian en forma directamente
proporcional, lo que se expresa en la relacion A = b - h. En cambio, en el volumen del cilindro,
el radio interviene al cuadrado, lo que implica que sus variaciones no producen cambios
proporcionales.
De este modo, podemos concluir que la afirmaciéon inicial es falsa, ya que no alcanza con
triplicar el radio para triplicar el volumen, y que el modo en que varia el volumen depende de
como intervienen sus dimensiones en la expresion algebraica, distinguiendo entre relaciones de

proporcionalidad directa y relaciones no lineales.
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En el pizarrén queda:

Volumen del cilindro
V = mrh

—Si se triplica el radio:

V' = n(3r)?h = 9V
el volumen aumenta 9 veces (no se triplica)
—Si se triplica la altura:
el volumen se triplica
Para obtener un volumen triple:

— triplicar la altura

— multiplicar el radio por v/3

Relacion entre los volimenes:

V' =3V
nrzh; = 3nrh
r?h; = 3rh

Conclusion:
—no alcanza con triplicar el radio.
— el volumen no varia en forma proporcional con el radio.

— el volumen varia en forma proporcional directa con la altura.

3.4 Analisis

La primera situacion propone el analisis de tres afirmaciones que, en una primera aproximacion,
resultan verosimiles para los estudiantes. En los tres casos, perimetro de un tridngulo rectangulo,
area de un cuadrilatero y volumen de un cilindro, los estudiantes tienden a interpretar las
relaciones entre magnitudes de manera lineal, suponiendo que al modificar una dimensién de la
figura (como la base, la altura o el radio), la magnitud correspondiente varia en la misma
proporcion. Este punto de partida no constituye un error aislado, sino una regularidad en el
pensamiento de los estudiantes, quienes tienden a generalizar relaciones proporcionales sin
analizar las condiciones bajo las cuales dichas relaciones son validas. En este contexto, Abrate,

Pochulu y Vargas (2006) sefialan que "los errores no aparecen por azar, Sino que surgen en un
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marco conceptual consistente, basado sobre conocimientos adquiridos previamente” (p. 12), lo
que permite interpretar esta tendencia no como una falla puntual sino como la manifestacion de
un esquema cognitivo que opera de manera sistematica en las producciones de los estudiantes.
Desde esta perspectiva, la situacion esta disefiada para provocar una ruptura de esas
concepciones iniciales a partir de la confrontacion entre las anticipaciones de los estudiantes y
las propiedades que impone el problema en distintos registros de representacion.

En relacién con los registros semidticos de representacion, se observa que, en una primera
instancia, los estudiantes tienden a operar dentro de un Unico registro, predominantemente el
algebraico o numérico. Por ejemplo, en el inciso (a), algunos grupos suponen que el perimetro
puede analizarse Unicamente como suma de longitudes, sin considerar las condiciones
geométricas que definen al tridngulo rectangulo. Este tratamiento interno dentro del mismo
registro conduce a conclusiones erroneas, ya que se omiten restricciones fundamentales como la
desigualdad triangular, que garantiza la existencia del triangulo o la relacion pitagorica, que
define la condicion de rectangulo. En este marco, tal como plantea Duval (2004), la comprension
matematica no depende de una unica representacion, sino de la coordinacion de distintos
sistemas semioticos. El avance en la comprension se produce cuando los estudiantes se ven
obligados a realizar conversiones entre registros.

En el mismo inciso, el pasaje desde el calculo algebraico hacia la construccion con varillas o la
representacion en GeoGebra introduce nuevas condiciones que no estaban presentes en el
razonamiento inicial. La imposibilidad de “hacer encajar” las varillas o de mantener el angulo
recto en la construccion digital actia como un elemento de control que permite poner en cuestion
las hipdtesis previas. De este modo, la conversion de registro no cumple un rol ilustrativo, sino
que constituye una condicion para la reorganizacion conceptual, en linea con lo que plantea
Duval (2004) respecto del papel de la conversidn entre registros como actividad cognitiva central
en la comprensién matematica.

La visualizacién desempefia, en este proceso, un papel central. Tal como sefiala de Guzman
(2010), la visualizacion forma parte constitutiva del pensamiento matematico y no constituye un
recurso accesorio. En la situacion analizada, expresiones como “no encaja”, la observacion de
que la sombra proyectada no coincide con la figura original o la constatacion de que tres veces el

volumen inicial no coincide con el volumen del nuevo cilindro, dan cuenta de procesos de
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visualizacién que funcionan como instancias de validacion. Estas producciones no solo
acomparian el razonamiento, sino que lo orientan y lo transforman, permitiendo a los estudiantes
identificar inconsistencias en sus propias conjeturas.

El uso de materiales y recursos didacticos se articula con esta dimension. En linea con Alsina,
Burgués y Fortuny (1987) y Coriat (1997), los materiales no aparecen como meros apoyos, sino
como dispositivos que introducen restricciones especificas en el problema. Las varillas tipo
mecano, por ejemplo, obligan a considerar la posibilidad de construccién de un triangulo,
poniendo en juego tanto la desigualdad triangular como la presencia de un angulo recto. El
geoplano permite observar la modificacion de angulos al variar la altura de un paralelogramo,
mientras que la experiencia con carton y linterna introduce una visualizacion dindmica de la
semejanza. En el caso del cilindro, el uso de arroz posibilita una comparacion empirica de
volimenes que evidencia la no linealidad de la relacion entre el radio y el volumen. Desde esta
perspectiva, como sefiala Coriat (1997), los materiales pueden liberar recursos cognitivos y
favorecer la construccion de modelos para abordar los problemas.

Estas intervenciones materiales y digitales favorecen la articulacion de registros y, al mismo
tiempo, generan condiciones para la validacion de las conjeturas. En este sentido, el valor de los
recursos no reside en su diversidad, sino en la intencionalidad con que se integran a la situacion,
tal como advierte Coriat (1997), y en consonancia con Giarrizzo (2021), quien destaca la
importancia de promover experiencias que permitan a los estudiantes construir significados
geométricos mediante la articulacion de distintos registros y recursos.

En términos de contenido matematico, la situacion permite poner en evidencia que las relaciones
entre magnitudes geomeétricas no responden, en general, a modelos lineales. En el inciso (a), el
perimetro de un triangulo rectangulo no es proporcional a la base, ya que la modificacion de esta
dimension implica cambios en otras longitudes para conservar la condicion de tener un angulo
recto, lo que supone el cumplimiento de la relacién pitagorica. En el inciso (b), se observa una
relacion de proporcionalidad directa entre el area y la altura Unicamente bajo la condicién de
mantener fija la base, lo que pone de manifiesto el caracter condicionado de dicha relacién. Sin
embargo, esta transformacion no conserva la semejanza, ya que no todas las dimensiones se

modifican por el mismo factor. Finalmente, en el inciso (c), el volumen del cilindro depende
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cuadraticamente del radio y linealmente de la altura, lo que implica que un cambio en el radio
produce un efecto no lineal sobre el volumen.

De este modo, la situacién permite avanzar desde una concepcion inicial de proporcionalidad
hacia una comprension mas compleja, en la que se distinguen distintos tipos de relaciones. Este
proceso no se produce por transmision directa, sino a partir de la confrontacion entre las ideas
iniciales de los estudiantes y las condiciones impuestas por los problemas, los materiales y los
distintos registros de representacion.

En conjunto, las producciones de los estudiantes muestran que los errores iniciales no deben
interpretarse como simples obstaculos, sino como manifestaciones de esquemas de razonamiento
que, al ser puestos en tension, favorecen la reorganizacion del conocimiento. La confrontacion
entre distintas estrategias, la necesidad de justificar y validar resultados, y la articulacién de
multiples registros contribuyen a la construccion de comprensiones mas proximas a los
significados matematicos institucionales. Asimismo, la situacion favorece la reorganizacion de
saberes previos a partir de la confrontacion entre anticipaciones y resultados, en linea con una
concepcion de la ensefianza que prioriza la construccion de significados por parte de los
estudiantes (Bressan, Bogisic y Crego, 2006). De este modo, el aprendizaje se concibe como un
proceso de construccion progresiva, en el que la actividad del alumno, mediada por el docente y

por los recursos, ocupa un lugar central.

3.5 Segunda situacion

Propdsitos

Proponer situaciones problematicas que involucren el andlisis de las relaciones entre area y
volumen en cuerpos geométricos, particularmente en prismas y pirdmides, en funcion de la
variacion de sus dimensiones.

Promover la construccion y validacion de relaciones funcionales entre magnitudes, distinguiendo
situaciones de proporcionalidad de aquellas en las que no se cumple.

Favorecer la articulacion de distintos registros de representacion como medio para interpretar,

justificar y generalizar relaciones geométricas.

Pégina 31 de 64



Objetivos

Que los estudiantes:

Establezcan relaciones entre area y volumen en distintos cuerpos geométricos a partir de la
variacion de sus dimensiones.

Anticipen regularidades y las expresen mediante relaciones o leyes de formacion.

Fundamenten conclusiones a partir de la comparacion y revision de sus producciones en

interaccidon con otros.

Forma de la consigna

Las consignas se presentaran de manera secuencial, un inciso por vez, para que los estudiantes
construyan el sentido de cada situacion antes de avanzar. Cada nuevo enunciado retoma lo
trabajado en el anterior, promoviendo la continuidad entre los distintos momentos de la
secuencia.

La formulacion prioriza la exploracion y la argumentacion, evitando anticipar procedimientos o

formulas, de modo que los estudiantes deban observar, registrar y justificar sus resultados.

Metodologia

La secuencia esta organizada de manera progresiva, de modo que cada inciso introduce una
nueva relacion entre magnitudes geometricas (proporcionales y no proporcionales), permitiendo
contrastar distintos comportamientos y favoreciendo la reorganizacion conceptual.

Las actividades se desarrollaran en pequefios grupos, favoreciendo la discusion, la comparacion
de estrategias y la elaboracion conjunta de conclusiones.

Después de cada inciso, se realizard una puesta en comdn colectiva, en la que los grupos
compartiran sus producciones y la docente guiara la sintesis, recuperando los aportes de cada uno
para construir el conocimiento de manera colectiva.

Los materiales se pondran a disposicion de los grupos, promoviendo su uso como herramientas
para explorar, representar y validar las relaciones geométricas mediante distintos registros
(manipulativo, grafico, simbolico y digital), favoreciendo la coordinacion entre ellos como

medio para la construccion de significados.
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d)

En relacion con el uso de GeoGebra, se asume que los estudiantes cuentan con conocimientos
basicos sobre su manejo, tales como la construccion de figuras y el uso de deslizadores. No
obstante, la intervencion docente orienta la configuracion del entorno de trabajo, indicando la
cantidad de deslizadores y las variables a representar. Esta decisién responde a la intencion de
focalizar la atencion en las relaciones entre magnitudes que se busca analizar, restringiendo
parcialmente el medio para evitar que la exploracién se disperse en aspectos no pertinentes y
favoreciendo la identificacion de regularidades en las variables consideradas.

Durante el desarrollo, la docente intervendra con preguntas que orienten la reflexion, evitando
dar respuestas directas y favoreciendo que los estudiantes expliciten, confronten y revisen sus
propias producciones, promoviendo la argumentacion y la validacion entre pares. En este marco,
el error no se considera un obstaculo a evitar, sino un punto de partida para la revisién de los
razonamientos y la construccion de nuevos conocimientos. Asimismo, los recursos utilizados no
se conciben Unicamente como apoyos, sino como elementos que introducen condiciones

especificas en la actividad, orientando las estrategias de resolucion y las formas de validacion.

Materiales y recursos didacticos
Cubos de 1 cm?

Cartones con velcro

Hojas cuadriculadas

GeoGebra

3.6 Consigna

Construir, si es posible, un prisma y una pirdmide de base triangular eligiendo las longitudes de
modo que el volumen de la pirdmide sea el doble del volumen del prisma.

Construyan dos prismas de base cuadrada, de manera que el area total de uno sea el triple del
area total del otro.

Utilizando los mismos prismas del inciso anterior, decidan si es posible anticipar el volumen de
cada uno sin construirlo.

Expliquen qué relaciones encuentran entre los prismas obtenidos en los incisos anteriores.
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3.7 Posibles resoluciones
3.7.1 Inciso a

Uno de los grupos trabaja de manera algebraica y plantea la féormula general de los volimenes:

. 1 .
Vprisma = Area de la base - hprigma Vpiramide = 5 Area de labase - hpirsmiqe

3

y, dado que las areas de las bases son iguales, deciden simplificarlas. Llegan a la siguiente

expresion y aseguran haber resuelto la consigna:

1

§hpira’1mide = hprisma = h

pirsmide = 3Nprisma

P: ;Como pueden verificar que la expresion que hallaron efectivamente cumple con la consigna?
A4: podemos sustituir las alturas y la base con nimeros, por ejemplo hyrisma = 4y hpirsmide =
12 y la misma base para ambas.

El grupo calcula:

Vprisma = Area delabase - 4 ,

1 . .
Vpiramide = 3 Area delabase - 12 = Area de la base - 4

A2: Nos da el mismo volumen, no el doble. ;Como puede ser?

P: ;Qué supusieron cuando igualaron las expresiones anteriores?

Al: Estamos igualando...ah, ya lo vi, estamos diciendo que son iguales, no que una es el doble
de la otra.

A2: Entonces, si con hpirsmige = 3hprisma logramos que los volimenes sean iguales, ;tenemos

que buscar una altura mayor, no?

A3: A ver, probemos con el doble
1 .
hpiramide = 3 Area de labase - 24 = Vjr4mige = Area de la base - 8

Vorisma = Area de la base - 4

Vpiramide _ Area delabase - 8 _

Vprisma "~ Areadelabase-4

AS5: jAhora si, el volumen de la pirdmide es el doble que el del prisma!
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Mientras tanto, otro grupo construye en GeoGebra 3D un prisma y una piramide de base

triangular equilatera. La profesora indica que creen cuatro deslizadores: dos para la longitud del

lado de la base, uno para el prisma y otro para la piramide, y dos para las alturas. Para

simplificar, deciden fijar el lado de ambas bases en 1 = 6 cm y comienzan a explorar las alturas.

(Figura 112)

Primero ajustan hpjgm, = 2 cmy mueven el deslizador hpir4miqe hasta encontrar que el cociente

Q — Vpir;fnmide =2

Vprisma
A2: jEncontramos el valor! Con hyirsmige =
12 el cociente es 2.
Al: Buenisimo, ya esta resuelto.
P: (Por qué creen que da exactamente 2 con
ese valor?
A3: (duda) Y porque coincide, supongo.
P: (Qué tendria que ocurrir con otros valores
para que no fuera solo una coincidencia?
A3:Y... que con otros valores también diera
2.
Al: Probemos con otro valor entonces.

Los estudiantes ajustan el deslizador de la

altura del prisma a un valor distinto y buscan
la altura de la pirdmide que hace que el
cociente vuelva a dar 2.

A2: ;Con 3 y 18 también da 2!

A3: Entonces no es casualidad, pasa con cualquier valor.

Vpiramide = Area base piramide x altura piramide = 15 5972 = 62 35

Vprisma = Area base prisma x altura prisma = 155912 = 31 18

62.35
31.18

Figura 11

P: ;Como podrian estar seguros de que pasa con cualquier valor y no solo con los que probaron?

Los estudiantes comienzan a registrar los valores que van obteniendo para poder compararlos.

2 En https://www.geogebra.org/classic/yywppycy se accede a la construccion.
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https://www.geogebra.org/classic/yywppycy

1 _ Vpirémide

hprisma hpirélmide Vprisma = Abase ) hprisma Vpirémide = § Abase ' hpirémide Q - V.

prisma
1 6 Area de la base 2 Area de la base 2
2 12 2 Area de la base 4 Area de la base 2
3 18 3 Area de la base 6 Area de la base 2
4 24 4 Area de la base 8 Area de la base 2

Los estudiantes observan los datos:

Al: Sila altura del prisma es 2, la de la piramide es 12; si la del prisma es 4, la de la pirdmide es
24,

A3: Parece que hay que sumar 10 siempre.

A4: No, conel 1 yel 6 la diferencia es 5, no 10.

A3: Entonces no es sumar, es multiplicar: de 2 a 12 se multiplica por 6, de 3 a 18 también.

La profesora deja que discutan entre ellos y pregunta:

P: ;Se les ocurre alguna manera de comprobar lo que estan afirmando?

Los estudiantes completan un nuevo caso: hyrisma = 5 — ajustan el deslizador hasta que Q = 2
y encuentran hpirsmige = 30

Al: jOtra vez se cumple! Multiplicar por 6 funciona.

P: (Como se ve esa relacion en GeoGebra? ;Qué observan cuando mueven el deslizador de la
altura de la piramide?

Al: La piramide crece mucho mas rapido que el prisma... como que por cada unidad que sube el
prisma, la pirdmide sube muchisimo mas.

A2: Si, y en la tabla se ve que siempre es seis veces mas.

Para la puesta en comin La profesora invita a los grupos a compartir sus producciones.

P: ;Pueden contarnos como trabajaron y a qué llegaron?

El grupo que trabajé con GeoGebra toma la palabra y muestra la tabla que construyo.

A2: Con 2 nos daba 12, con 3 nos daba 18, con 4 nos daba 24...Al principio pensamos que habia
que sumar, pero no funcionaba con todos los casos. Después nos dimos cuenta de que se

multiplicaba: de 2 a 12 es por 6, de 3 a 18 también, y con los otros casos también nos dio
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P: ;Alguien obtuvo algo distinto o realiz6 otro proceso?

El grupo algebraico presenta su trabajo. Explica que iguald las formulas de volumen, simplificd
las bases y obtuvo una expresion. Luego cuenta que, al verificar con nimeros, encontré que los
voliumenes eran iguales, no que uno fuera el doble del otro.

Al: Nos habiamos equivocado porque estdbamos igualando los volimenes en lugar de pedir que
uno fuera el doble del otro. Cuando volvimos a revisar eso, vimos que la pirdmide tenia que ser
bastante més alta. Encontramos que con 4 y 24 el volumen de la piramide es el doble que el del
prisma, pero no habiamos visto que siempre era por 6.

P: (Si comparamos lo que obtuvo cada grupo es coincidente?

A3: Si, lo que cambia es como llegamos.

A2: Ellos lo vieron con la tabla y nosotros con las cuentas.

P: ;Coémo podriamos organizar los valores que fueron obteniendo para poder compararlos?

(Los estudiantes proponen registrar los datos en una tabla)

La docente organiza en el pizarron:

Altura del Prisma Altura de la Piramide
3 18
4 24
5 30
6 36

P: Si observan los valores, ;qué relacion pueden establecer entre las dos alturas?
A4: Que la altura de la piramide tiene que ser 6 veces la del prisma.

P: (Esta relacion se puede justificar con lo que obtuvieron con las férmulas?

A2 (grupo algebraico): El volumen del prisma es Apase * hprisma y €l de la piramide es %Abase .
1

hpirsmide, €ntonces para que sea el doble gAbase “hpiramide = 2 * Apase * Nprisma-

A3: Como la base aparece en los dos lados se puede cancelar asi que queda:

1
§' hpirémide =2 hprisma

hpirémide = 6hprisma
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A continuaciéon de la puesta en comun, la profesora retoma las producciones de los distintos
grupos con el propdsito de organizar y precisar las conclusiones construidas colectivamente.

A partir de lo observado en la tabla y de los resultados obtenidos mediante las expresiones,
podemos afirmar que la relacion entre las alturas no depende de los valores particulares
considerados, sino que se mantiene en general. Asimismo, se puso en evidencia que no alcanza
con que una magnitud cambie cuando cambia la otra para afirmar que se trata de una relacion de
proporcionalidad.

Para que exista proporcionalidad directa, es necesario que ambas magnitudes varien siempre en
la misma proporcion. En este caso, esa condicion se cumple, ya que la altura de la piramide
resulta siempre seis veces la altura del prisma. Por lo tanto, se trata de una relacion de

proporcionalidad directa entre ambas alturas, que puede expresarse como hpirsmige = 6hprisma-

En el pizarrén queda:

Volumen del prisma: Vprisma = Apase * Nprisma
ol 1

Volumen de la piramide: Vpirsmige = gAbase * Npiramide

Condicion del problema: Vpirsmide = 2Vprisma

Entonces:

1
§Abase ) hpirémide = 2Apase hprisma

Simplificando el area de la base

) hpirémide =2 hprisma

w|

hpirémide = 6hprisma
Forma general:
Sihyrisma = X, entonces hpiramige = 6X
Conclusion
Las alturas del prisma y de la pirdmide varian en forma directamente proporcional.
Para que una pirdmide tenga el doble del volumen que un prisma con la misma base, su altura

debe ser seis veces mayor.
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3.7.2 Incisob

El primer grupo decide trabajar con cuadrados de 1 cm? y elige una base cuadrada de 2 X

2. Construyen un prisma de altura 3 unidades y luego proponen construir otro de altura 9. (Figura

12)

Prisma 1 : Lado de la base 4 Prisma 2 : Lado de la base 4
unidades - altura 3 unidades unidades - altura 9 unidades

Figura 12

Al ver la construccion, la profesora interviene:

P: ;Me cuentan como lo pensaron?

Al: Contamos que el area de las paredes del primer prisma es 24. Después triplicamos la altura y
nos dio 72, que es 3 veces 24.

P: ;Pueden argumentar sobre este calculo?

A2: Con las paredes, las bases son iguales en los dos prismas, asi que no cambian nada.
P: Lo que acaban de calcular, ;les permite responder lo que pide la consigna?

A3: Mmm... no sé... nosotros calculamos solo las paredes...

A2: Pero la consigna pedia el area total...

A3: Ah, claro... nos faltan las bases.

Los estudiantes vuelven a la construccion y deciden incluir las bases en el calculo

Al: 24 de las paredes + 8 de las bases = 32.

P: (Y el del segundo?

A2: 72 de las paredes + 8 de las bases = 80.

Los estudiantes se miran sorprendidos.

A3: Ah, entonces no es el triple
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P: Si al triplicar la altura el 4rea no se triplica, ;como pueden explicar ese resultado?

A2: Porque las bases no cambian... y como son iguales en los dos, como que frenan el triple.

P: ;Qué querés decir con que lo "frenan"?

A3: Que las paredes si se triplican, pero las bases son lo mismo en los dos. Entonces cuando las
sumas todas juntas, ya no da el triple.

El segundo grupo decide usar una hoja cuadriculada para representar el desarrollo plano del
prisma.

Dibujan un prisma de base cuadrada de 3 unidades de lado y altura 2 unidades. (Figura 13)
Cuentan los cuadraditos en el desarrollo:

« Area lateral: 24 unidades cuadradas.

« Area de las dos bases: 18 unidades cuadradas.

« Area total: 42 unidades cuadradas.

Como la consigna pide construir otro prisma cuya area total sea el triple, los estudiantes calculan
que el nuevo prisma deberia tener un area total de 126 unidades cuadradas.

Deciden entonces probar distintas alturas para ver cual podria cumplir esa condicion.

Primero dibujan el prisma con altura 5 y cuentan nuevamente los cuadraditos:

« Area lateral: 60 unidades cuadradas.

« Area de las bases: 18 unidades cuadradas.

« Area total: 78 unidades cuadradas.

A2: No llega al triple.

Los estudiantes comentan que probar numeros “al azar” no les estd permitiendo encontrar la
altura correcta.

En ese momento uno de ellos propone otra idea.

A4: Si queremos triplicar el area, capaz hay que triplicar la altura.

Construyen entonces un prisma de altura 6.

« Area lateral: 72 unidades cuadradas.

« Area de las bases: 18 unidades cuadradas.

« Area total: 90 unidades cuadradas.

A2: Tampoco da.

La profesora interviene:
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P: A4 habia propuesto triplicar la altura y no funcioné. ;Por qué les parece que sonaba razonable
pero no alcanz6?

A4:Y... porque si la altura se triplica, las paredes se triplican. Pensé que con eso alcanzaba.

Al: Pero las bases no cambian, entonces el total no se triplica.

P: ;Qué partes del prisma cambian cuando modifican la altura?

Al: Las paredes...

A3: Las bases no...

P: Entonces, cuando aumentan la altura, ;qué parte del area total esta cambiando?

A2: Solo las paredes...

Los estudiantes vuelven a mirar los valores obtenidos.

A3: Por eso no llega al triple...

Al: Porque las bases siempre valen lo mismo...

La profesora da inicio a la puesta en comun pidiéndole al grupo 2 que comente las conclusiones
a las que llegaron.

Al: Primero probamos con varias alturas. Después pensamos que, si queriamos triplicar el area,
capaz habia que triplicar la altura, pero tampoco funciono.

P: Entonces, segun lo que hicieron, ;qué pasa con el rea cuando triplican la altura?

A2: No se triplica.

P: ;Alguien obtuvo algo distinto o llegd a una explicacion diferente?

A4 (grupo 1): A nosotros nos paso algo parecido. También pensamos que si triplicabamos la
altura el area iba a triplicarse. Pero después vimos que no porque las paredes si se triplican, pero
las bases quedan iguales.

P: Entonces, cuando cambian la altura, ;qué partes del prisma cambian?

A2 (grupo 2): Las paredes...

Al (grupo 1): Las bases no cambian.

P: ;Y entonces qué estd pasando con el 4rea total?

A3 (grupo 2): Y... no crece todo igual...

A4 (grupo 1): Claro, una parte siy la otra no.

A continuacién de la puesta en comun, la profesora retoma las producciones de los distintos

grupos con el propdsito de organizar y precisar las conclusiones construidas colectivamente.
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P: En las producciones de los distintos grupos se puso en evidencia que el area total del prisma
no puede pensarse como una Unica magnitud, sino como la suma de distintas partes. En
particular, se identifico que el area total esta compuesta por el area lateral y por las dos bases.
Asimismo, se observd que, al modificar la altura, no impacta en las otras partes de la misma
manera: mientras que el area lateral varia en funcion de la altura, el area de las bases permanece
constante. A partir de esto, el area total del prisma puede expresarse como la suma del area
lateral y el doble del area de la base, es decir:
Atotal = Poase " h + 2Apase

Esta expresion permite comprender que, aunque la altura se multiplique por un niimero, el area
total no lo hace en la misma proporcion, ya que solo una parte de ella depende de la altura. En
consecuencia, el area total del prisma no es proporcional a la altura, sino que depende tanto de la

base como de la altura.

En el pizarron queda:

Area total de un prisma

Ajateral = Poase * h
Atotal = Phase "h+ 2+ Apase

Relacion con lo observado:

Las caras laterales dependen de la altura.
Las bases no dependen de la altura.

Ejemplo de trabajo en clase:

Prisma original: base 2x2 y altura 3 = Aiga; = 24 + 8 = 32
Prisma con altura triplicada: 2x2 y altura 9 = Ay = 72+ 8 = 80
80+#3-32=96

Conclusion:

Al cambiar la altura, no cambia toda el area.

El area total no es proporcional a la altura.
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3.7.3 Inciso ¢

Los estudiantes del primer grupo comienzan a trabajar a partir de los desarrollos planos
utilizados en el inciso anterior. Sin embargo, al intentar analizar el volumen, advierten que este
recurso no les permite dar cuenta de “cuanto entra” en el prisma, ya que solo visualizan sus caras
y no su interior. Frente a esta dificultad, y tras solicitar autorizacion a la profesora, recurren a
cubos imantados para construir los prismas y continuar el analisis.

Parten de una base cuadrada de 3 X 3 y construyen un prisma de altura 2.

Al: Acé entran 18 cubos. Si probamos con altura 3, hay 27, o sea que aument6 9. Si volvemos a

subir una unidad de altura, hay 36. (Figura 13)

Figura 13

Cada vez que la altura aumenta en 1, el volumen aumenta en 9. La profesora se acerca y observa
lo que estan haciendo.

P: ;Ese 9 aparece siempre?

A2: Si...

P: ;Por qué les parece que es siempre 9?

Los estudiantes observan la construccion.

A3: Porque la base tiene 9 cubos, entonces cada vez que aumentamos en uno la altura es como si
agregaramos “una base”.

P: Entonces, con lo que estdn diciendo ;Pueden anticipar entonces cuantos cubos entrarian en un
prisma de altura 5 sin armarlo?

A2: serian los 9 de la base por la altura.
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El otro grupo retoma el prisma construido con cubos de 1 cm3. La base es cuadrada de 2 X 2 y
consideran dos alturas: 3 cmy 9 cm.

Al: En el de altura 3 entran 12 cubos. Si la altura es 9, entran 36, es el triple.

Al: Claro, porque la altura también es el triple. Entonces, si la altura se multiplica por 3, el
volumen también. Si fuera el doble, también daria el doble.

A3: Entonces siempre cambia igual. El volumen no es como el area... acd no influye la base,
porque es lo de adentro nada mas.

Al: Igual la base esta... porque si fuera mas grande entraria mas. Si, pero en estos no cambia.
A3: Claro, por eso cambia siempre igual.

La profesora se acerca y observa lo que estan discutiendo.

P: ;No influye o no cambia?

Al:Y... no cambia siempre es la misma.

A3: Claro, es la misma base, si cambiara el volumen no cambiaria siempre igual.

A continuacion, la profesora invita a los grupos a compartir lo que encontraron en la puesta en
comun. Comienza el grupo 1.

P: ;Qué pudieron observar al comparar los prismas?

Al (grupo 1): Vimos que cada vez que aumenta la altura en 1, el volumen aumenta en 9. Porque
se agrega otra capa igual a la base. Entonces, para saber el volumen sin armarlo, usamos los 9 de
la base por la altura.

P: (Qué le interesaria compartir al otro grupo? ;Quieren ampliar lo que dijeron sus compafieros o
tienen una propuesta diferente??

Al (grupo 2): Nosotros comparamos dos prismas: uno de altura 3 y otro de 9. Vimos que el de 9
tiene el triple de volumen. Entonces, si la altura se multiplica, el volumen también. Siempre
cambia de la misma manera.

P: Si comparan lo que dijo cada grupo (Estan diciendo lo mismo o son ideas distintas?

Los estudiantes dudan y comienzan a intercambiar ideas.

A2 (grupo 1): Nosotros decimos que va aumentando de a 9...

A3 (grupo 2): Nosotros que, si se multiplica la altura, se multiplica el volumen... pero es lo

mismo porque ese 9 sale de la base que es siempre la misma.
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P: En uno de los grupos aparecid que la base no cambia, y que justamente por eso el volumen
cambia siempre de la misma manera... ;Como se relaciona eso con lo que dijo el otro grupo
sobre que aumenta de a 9?
Al (grupo 1): Que ese 9 sale de la base...
A2 (grupo 2): Claro, como la base es siempre la misma, se repite... Por eso siempre aumenta lo
mismo el volumen.
P: Ok, el 9 ;alcanza lo que encontraron para responder lo que pide la consigna?
A2: (grupo 1): Si, se puede anticipar el volumen, en nuestro caso, los 9 de la base por la altura.
P: (Senala anotaciones de los grupos en el pizarron). El Grupo 1 dice que el volumen "crece de a
9" y el Grupo 2 dice que, si la altura es el "triple", el volumen es el "triple".
Miremos estas dos ideas juntas. Si el volumen crece siempre lo mismo al sumar altura y se
multiplica igual que la altura... jexiste algiin caso donde la altura aumente y el volumen no, o
aumente de forma distinta?
A2: No, porque el area de la base es una cantidad fija. Si la base no se mueve, el volumen solo
depende de qué tan alto sea el prisma.
P: Exacto. Esa "cantidad fija" de la base es la que manda.
A continuacion de la puesta en comun, la profesora retoma las producciones de los distintos
grupos con el proposito de organizar y precisar las conclusiones construidas colectivamente.
La expresion del volumen del prisma se define como:

V =Apase " h.
Esta relacion permite interpretar lo que se observo en los distintos casos: el area de la base se
mantiene constante, mientras que el volumen varia en funcion de la altura.
En esta relacion, cuando la altura se duplica o se triplica, el volumen también lo hace en la
misma proporcion. Este tipo de relacion se denomina proporcionalidad directa. En este caso, el
area de la base cumple el rol de constante de proporcionalidad, ya que es el valor que permanece
fijo mientras la altura varia. Por lo tanto, en cualquier prisma, el volumen y la altura son

magnitudes directamente proporcionales, y el area de la base es la constante que las vincula.
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En el pizarrén queda:

Volumen prisma:

El volumen depende de:

- El area de la base

- La altura

El volumen y la altura son magnitudes directamente proporcionales.

Si la altura se multiplica por un niimero, el volumen también se multiplica por ese mismo
namero.

El valor que se mantiene fijo y determina ese cambio es el area de la base, que actua como

constante de proporcionalidad.

3.8 Analisis

La segunda situacion propone una secuencia de consignas orientadas a la construccion de
relaciones entre magnitudes geométricas en cuerpos, particularmente en prismas y pirdmides,
promoviendo el pasaje desde la exploracion empirica hacia la formulacion de relaciones
generales. A diferencia de la primera situacion, en la que el foco esta puesto en la revision de
afirmaciones y la puesta en cuestion de modelos intuitivos, en este caso los estudiantes deben
producir, comparar y validar relaciones, lo que implica un mayor grado de elaboracion y
generalizacion.

La organizacion en incisos no responde uUnicamente a una division operativa, sino a una
progresion conceptual que permite introducir y contrastar distintos comportamientos de las
magnitudes. En el inciso (a), los estudiantes establecen una relacion de proporcionalidad directa
entre las alturas del prisma y de la pirdmide al imponer una condicion sobre los volimenes. A
partir de la exploracion con GeoGebra, la construccion de tablas y el trabajo algebraico, logran
identificar una regularidad que luego se generaliza simbolicamente como hpirsmide =
6hp isma - En este primer momento, la proporcionalidad aparece como un modelo valido que
organiza la relacion entre magnitudes.

La combinacion de GeoGebra, tablas y trabajo algebraico no es arbitraria, sino que busca

promover la coordinacion entre distintos registros de representacion, evitando que la regularidad
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se reconozca Unicamente en un soporte y favoreciendo su generalizacion, en linea con lo que
plantea Duval (2004) respecto del papel de la coordinacion de registros en la construccion de
significado.

Sin embargo, en el inciso (b), este modelo es puesto en tension. Los estudiantes tienden
inicialmente a aplicar el mismo razonamiento lineal, suponiendo que triplicar la altura implica
triplicar el area total del prisma. Este tipo de respuestas no constituye un error aislado, sino
manifestaciones de esquemas de razonamiento que resultan adecuados en ciertos contextos y
que, al ser confrontados con las condiciones del problema, favorecen la construccion de nuevas
relaciones. De este modo, pueden interpretarse como inferencias o asociaciones incorrectas, en
las que se generaliza un modelo valido en otros contextos a situaciones donde no resulta
pertinente (Abrate, Pochulu y Vargas, 2006). Este supuesto conduce a errores, ya que solo una
parte del area, la lateral, depende de la altura, mientras que las bases permanecen constantes. La
construccion de expresiones como Ayia = 8h + 8 permite explicitar esta dependencia y mostrar
que la relacion entre el area total y la altura no es proporcional. De este modo, la secuencia
introduce una ruptura del modelo lineal inicial, obligando a los estudiantes a diferenciar entre
distintos tipos de relaciones entre magnitudes.

En el inciso (¢), se reconstruye una relacion de proporcionalidad, esta vez en el caso del volumen
del prisma. A partir de la interpretacion del volumen como ‘“capas” de base constante, los
estudiantes reconocen que, si el area de la base se mantiene fija, el volumen varia
proporcionalmente con la altura, lo que se expresa mediante la relacion V = Ay -h. Esta
reconstruccion resulta significativa, ya que la proporcionalidad deja de ser interpretada como una
regla general aplicable a cualquier situacion, para ser comprendida como una relacion que
depende de las condiciones del problema.

De este modo, la secuencia no solo permite identificar relaciones entre magnitudes, sino también
distinguir entre distintos tipos de comportamiento, evitando la generalizacion indebida de
modelos lineales. La alternancia entre situaciones en las que la proporcionalidad se cumple y
otras en las que no lo hace genera condiciones para la reorganizacion de los saberes previos, en
linea con una concepcion del aprendizaje como construccidon progresiva de significados

(Bressan, Bogisic y Crego, 2006).
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Desde la perspectiva de los registros semidticos de representacion, Duval (2004), la situacion
favorece la articulacion entre distintos registros, lo que resulta fundamental para la construccion
de significados. En el inciso (a), los estudiantes transitan entre el registro algebraico, el grafico-
dindmico (GeoGebra) y el tabular, lo que permite identificar regularidades y formular
generalizaciones. En el inciso (b), el uso de desarrollos planos y el conteo de unidades cuadradas
posibilita visualizar la composicion del area total, mientras que su expresion simbdlica permite
formalizar la relacion entre las magnitudes. En el inciso (c), la interpretacion del volumen como
superposicion de capas articula el registro manipulativo con el simbdlico, favoreciendo la
comprension de la formula general. En todos los casos, la conversion entre registros no cumple
una funcidn ilustrativa, sino que permite reorganizar las ideas iniciales de los estudiantes, ya que,
como sefiala Duval (2006), es en estos procesos de conversion donde se producen los avances
mas significativos en la comprension matematica.

La visualizacion y el uso de materiales desempefian un papel central en este proceso. Tal como
sefiala de Guzman (2010), la visualizacion constituye una dimension esencial del pensamiento
matematico. En esta situacion, la representacion de los cuerpos mediante desarrollos planos, la
construccion con cubos y la exploracion dindmica con GeoGebra permiten a los estudiantes
identificar regularidades, anticipar resultados y validar sus conjeturas. En particular, la
interpretacion del volumen como “capas” puede entenderse como una forma de visualizacion
analogica, en el sentido planteado por de Guzman (2010), en la medida en que recurre a una
metafora que permite aproximarse a la relacion matematica, favoreciendo la comprension inicial,
aunque requiere ser posteriormente precisada para evitar interpretaciones incorrectas. Asimismo,
el uso de estos recursos no se limita a un apoyo instrumental, sino que introduce condiciones
especificas en la actividad, orientando las estrategias de los estudiantes y las formas de
validacion, en linea con lo planteado por Coriat (1997) respecto del caracter estructurante de los
materiales didacticos.

En sintesis, la segunda situacion se caracteriza por proponer una construccidon progresiva del
conocimiento, en la que los estudiantes no solo identifican relaciones entre magnitudes, sino que
aprenden a distinguir entre distintos tipos de variacion. La alternancia entre situaciones en las
que la proporcionalidad se cumple y otras en las que no lo hace permite superar una concepcion

lineal generalizada, favoreciendo una comprension mas ajustada de las relaciones funcionales en
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geometria. De este modo, la propuesta se inscribe en una perspectiva de ensefianza que prioriza

la construccion, la confrontacion y la generalizacion del conocimiento matematico.

3.9 Tercera situacion

Propositos

Proponer situaciones problematicas que involucren modificaciones en las dimensiones de figuras
Yy CUerpos.

Organizar condiciones que permitan a los estudiantes formular y validar proposiciones sobre la
variacion de las magnitudes.

Poner en juego la comparacion entre diferentes magnitudes para analizar sus modos de variacion.

Objetivos

Se espera que el estudiante:

Analice como varian las magnitudes a partir de modificaciones en las dimensiones.

Compare resultados para identificar regularidades en el comportamiento de las magnitudes.
Explique las diferencias en la variacion de las magnitudes a partir de las expresiones utilizadas.

Valide proposiciones mediante el calculo y la comparacion de resultados.

Forma de la consigna

La actividad estd organizada en tres incisos. En el primero se propone identificar la ley de
formacion de una serie a partir de los datos presentados en una tabla y extenderla a nuevos casos,
lo que requiere reconocer regularidades entre las dimensiones. En el segundo inciso se solicita
anticipar el comportamiento de las magnitudes sin realizar calculos, promoviendo la formulaciéon
de conjeturas a partir de esas regularidades. El tercer inciso retoma dichas anticipaciones
mediante el calculo y la comparacion de resultados, lo que permite analizarlas, validarlas o
refutarlas.

La consigna no explicita procedimientos de resolucion, lo que habilita el ensayo con los datos

disponibles y la construccion de distintas estrategias. El uso de la tabla como Unico soporte
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organiza la actividad en torno al andlisis numérico y a la relacion entre dimensiones y

magnitudes.

Metodologia

El trabajo se desarrollara en grupos de hasta cuatro estudiantes, promoviendo la discusion, la
comparacion de ideas y la validacidon de resultados entre pares.

Cada grupo contara con una hoja en la que se presentan las tablas correspondientes a las distintas
series. A partir de esa informacion, los estudiantes deberan interpretar los datos, establecer
relaciones y producir conclusiones. A diferencia de las situaciones anteriores, no se incorporan
materiales manipulativos ni representaciones graficas, con el objetivo de centrar el trabajo en la
interpretacion de relaciones numéricas y en la identificacion de regularidades, favoreciendo un
desplazamiento hacia registros mas abstractos.

La docente intervendra organizando la circulacion de la palabra entre los grupos, propiciando la
confrontacion de producciones y la explicitacion de los razonamientos, sin anticipar
procedimientos ni resultados. En este marco, el error no se considera un obstaculo a evitar, sino
un punto de partida para la revision de los razonamientos y la construccion de nuevas relaciones.

La actividad culminard con una puesta en comin en la que se pondrdn en relacion las distintas
producciones, favoreciendo la identificacion de regularidades y la elaboracion de conclusiones
compartidas, promoviendo la explicitacion de patrones y la construccion de interpretaciones que
permitan describir el comportamiento de las magnitudes mas alla de casos particulares.

En relacion con el nivel de formalizacion, se opta por no avanzar hacia formulaciones generales
explicitas, priorizando que los estudiantes puedan identificar, describir e interpretar regularidades
a partir de los registros numérico y algebraico, sin forzar la introduccion de herramientas cuya

construccion no ha sido previamente abordada en la secuencia.
Materiales y recursos didacticos

Hoja de trabajo con tablas de datos correspondientes a las series de figuras y cuerpos

geométricos.
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d)

3.10 Consigna

A partir de la siguiente tabla:

Lado Perimetro Area
Pentagono 1 4cm
Pentagono 2 8cm
Pentagono 3 16 cm
Radio de la Altura Area total Volumen
base
Cilindro 1 lcm 3cm
Cilindro 2 2cm 6cm
Cilindro 3 3cm 9cm
Radio de la Generatriz Area total Volumen
base
Cono 1 3cm 5cm
Cono 2 9cm 15ecm
Cono 3 27 cm 45 cm

Identifiquen la ley de formacion de cada serie a partir de las medidas dadas.

Si se agregaran nuevos elementos, ;qué medidas les corresponderian?

Expresen la ley de formacion en forma verbal y, si es posible, simbolica.

Sin hacer célculos, anticipen qué ocurrird con el perimetro, el area y el volumen al pasar de un
elemento al siguiente. Justifiquen sus anticipaciones.

Calculen las magnitudes correspondientes y comparen los resultados con lo anticipado.
(Se cumplen las mismas leyes de formacion para las magnitudes? ;Por qué?
A partir de lo obtenido, describan como varian las magnitudes en relacion con las dimensiones.

Si encuentran otras relaciones, exprésenlas en forma verbal y, si es posible, simbdlica.

3.11 Posibles resoluciones

El primer grupo trabaja con los conos propuestos y comienza observando las medidas indicadas
en cada figura. En un primer momento, los estudiantes identifican que en todos los casos
aparecen tres medidas: el radio de la base, la altura y la generatriz.

A partir de la regularidad que observan en las medidas, formulan una anticipacion:

Al: Antes vimos que cambiar una medida no alcanzaba...

A2: Pero aca todas las figuras crecen siguiendo la misma regla...
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Al: Entonces capaz ahora si cambia todo de la misma manera...

A3: Si, sitodo se multiplica por 3, el area y el volumen deberian multiplicarse por 3

P: (Coémo podrian comprobarlo?

Los estudiantes deciden avanzar con el célculo del area total de los conos. Utilizan la expresion

Ar = mr? + mrg

Area total del primer cono Ap, =m-3%+m-3-5=24n
Area total del segundo cono Ap, =" 92 4+ m-9-15 = 216m
Area total del tercer cono Ap, =T 27?2 + - 2745 = 1944n

Al obtener los resultados, advierten que no coinciden con lo esperado.

Al: No da el triple. Se multiplicé por nueve.

P: Intenten explicar por qué pasa eso.

Los estudiantes vuelven sobre la cuenta y analizan como intervienen las medidas en el calculo.
A2: A ver... en la cuenta aparece el radio al cuadrado. Claro, esto ya nos habia pasado. Por eso
cambia el resultado

A3: Tenés razon, como no tenia la cuenta en frente no me di cuenta

Al: Entonces no se triplica, el radio al cuadrado hace que cambie mas.

A partir del andlisis realizado sobre el area total, los estudiantes retoman la expresion del
volumen del cono y comienzan a anticipar su comportamiento. Observan que, al igual que en el
area, el radio aparece al cuadrado.

Sin embargo, reconocen que en el volumen todas las operaciones son multiplicativas y que
interviene ademas la altura. En funcion de esto, advierten que, si bien todas las dimensiones del
cono se multiplican por 3, esto no implica que el volumen se multiplique por la misma cantidad.
A partir de estas observaciones, anticipan que el volumen se multiplicard por un valor mayor que
3, aunque no logran determinar atn cudl sera ese valor.

P: Solo mirando la expresion del volumen, ;qué pueden decir cambi6 respecto del area?

Los estudiantes revisan las expresiones utilizadas y comienzan a establecer relaciones entre las
medidas involucradas.

A2: En el area habia una suma y acé es todo multiplicacion.

Al: Si, ademas en el 4rea teniamos la generatriz y ac4 la altura
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P: ;estan usadas de la misma forma?

A2: A ver, el radio estd al cuadrado, asi que eso es igual.

A3: La generatriz multiplica un solo radio, y aca la altura multiplica el radio al cuadrado.

P: ;Cuantas veces aparece cada medida en la multiplicacion?

A2: El radio aparece dos veces y la altura una.

Al: Entonces hay mas medidas multiplicadndose, por eso el volumen cambia mas que el area.

El segundo grupo trabaja con los pentagonos regulares propuestos. Los estudiantes observan que
las longitudes propuestas siguen una misma regularidad: el lado del segundo pentagono es el
doble del primero, y el del tercero es el doble del segundo. A partir de esta regularidad, formulan
una anticipacion inicial:

Al: Siel lado se duplica, el perimetro y el area deberian duplicarse.

A2: Si, porque es la medida que aparece en todos.

P: ;Como podrian comprobarlo?

Los estudiantes comienzan calculando el perimetro de los pentdgonos, utilizando la expresion:

P=5-1
Perimetro del primer pentagono Pb=5-4=20
Perimetro del segundo pentagono Pb=5-8=40
Perimetro del tercer pentagono Pb=5-16 =80

Al comparar los resultados, concluyen que el perimetro se duplica cuando se duplican las
medidas.

Al: El perimetro si se duplica.

A2: Claro, porque es la misma figura, pero mas grande.

Luego se proponen analizar qué sucede con el area. En un primer momento, intentan avanzar a
partir de la informacion disponible, pero advierten rapidamente una dificultad.

Al: Para el area con el lado solo no alcanza.

A2: Nos falta otra medida.

Se detienen y vuelven sobre lo que saben acerca del area de un pentdgono regular. Reconocen
que necesitan el perimetro y la apotema, pero esta ultima no esta dada en la tabla.

Al: Para calcular el 4rea hace falta la apotema.

A2:Y no la tenemos.

Pégina 53 de 64



Los estudiantes solicitan ayuda a la docente.
Al: Profe, ;como hacemos si no tenemos esa medida?
La docente interviene sin resolver el problema:
P: Piensen en las propiedades del pentdgono regular. ;Qué saben de esta figura que podria
ayudarles?
Los estudiantes discuten y recuperan ideas vistas anteriormente.
A2: Se puede dividir en tridngulos iguales.
Al: Si, y ahi aparece la apotema.
La docente vuelve a intervenir para sostener la busqueda sin dar el procedimiento:
P: Si el lado se duplica, ;qué creen que pasa con las demas medidas de la figura?
Al:Y... deberian duplicarse también.
A2: Porque sigue siendo la misma figura, pero ampliada.
A partir de esta idea, el grupo decide considerar que, si el lado se duplica, también lo hace la
apotema. Con esa regularidad, reconstruyen las medidas necesarias para continuar. Toman como
apotema del primer pentdgono 2,8 cm, y a partir de alli proponen:
a; =28cm a,=56cm a; =11,2cm

Retoman entonces la expresion del area del pentagono regular:

rea del primer pentagono regular | =E———= 28 sz
2
ca dc segun (0] pen agono regu ar Az — T — 112 sz
ca ael tercer pen agono regu ar 3 = T = 448 sz

Al comparar estos resultados, advierten que el comportamiento del area no coincide con lo que
habian anticipado al comienzo.

P: ;Por qué creen que el perimetro si se duplica y el rea no?

Los estudiantes vuelven sobre las expresiones utilizadas y comienzan a comparar las magnitudes.
A2: El perimetro depende solo del lado.

Al: En cambio, para el area hace falta también la apotema.

A2: Entonces no alcanza con mirar una sola medida.
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La docente insiste sobre esa diferencia:

P: ;Y qué pueden concluir entonces sobre las leyes de formacion?

Al: Que no son las mismas.

A2: El perimetro se duplica, pero el area se cuadruplica.

Al: Depende de qué medidas intervienen en el célculo.

A partir de este intercambio, el grupo reformula su idea inicial. Reconoce que, aunque las
dimensiones lineales de la figura sigan una misma ley de formacion, las magnitudes asociadas no
necesariamente se comportan del mismo modo. En este caso, el perimetro sigue la misma ley que

el lado, mientras que el area cambia de otra manera, porque depende de mas de una medida.

El tercer grupo trabaja con cilindros y a partir de los datos los estudiantes comienzan a buscar
relaciones entre las medidas
Al: La altura es el triple del radio
P: ;Qué podrian decir del area y del volumen?
A2: Me acuerdo que en otra actividad vimos que cuando teniamos una medida al cuadrado
entonces no crece de manera proporcional.
P: ;Pueden comprobarlo?

A = 27r? + 2mrh

A, =8m, A,=32n A;=72m
Al: Si, es como pensabamos, no se multiplica siempre por lo mismo ni aumenta igual
P: Si con los célculos no alcanza para explicarlo, ;hay alguna otra forma de representarlo o de
reescribir las medidas?
A3: Mmm, podriamos escribir la altura como 3, si se triplica siempre.
A = 2mr? + 2mr(3r)
A = 2mr? + 6mr? = 8nr?

P: ;Entonces como quedaria el area en funcion del radio?
A3: Queda A(r) = 8mr? en este caso.
Al: Claro, el area depende de r?2, por eso no cambia de manera proporcional con el radio.

A continuacion, los estudiantes analizan el volumen
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Al: Pensando en la formula, como el radio y la altura se multiplican por el mismo nimero, el
volumen también deberia multiplicarse por ese nimero. Entonces es proporcional.
P: ;Pueden comprobar que eso es asi?
Los estudiantes prueban con los valores y realizan los calculos:
V = 7r?h
V; = 3m, V, = 24m, V; =81n
Al: No es. De 3 a 24 es por 8 pero después no se mantiene.
P: Traten de pensarlo como hicieron con el area
Los estudiantes retoman la expresion sustituyendo h = 3r
V = nr?(3r)
V = 3mr3
A2: Claro, en el caso del drea dependia de r?, en el volumen depende de r3.
P: Ok, entonces ya pudieron verificar que no es proporcional, ;se les ocurre alguna manera de
describir de qué forma cambia?
A2: Podriamos mirar como cambia de uno a otro
V, =V, =24t —3n=21In V;—V, =8In—24n=57n
A3: Mmm, no aumenta siempre lo mismo. Cuando vimos proporcionalidad, habiamos
comparado como se multiplicaba de un valor al siguiente. Probemos eso
V, g V27
\'A vV, 8
A2: No es siempre el mismo niumero. Entonces tampoco es proporcional.
P: /Qué tienen de particular esos numeros? ;Podrian escribirlos en forma factorizada para

analizarlos mejor?

Al:el8es2:2-2o0 sea, 23

33

A2: E127 es 333, entonces %7 es 3

A3: Tienen todos que ver con cubos.
P: Si quisieran continuar con mismo tipo de célculo, ;coémo seria el siguiente cociente? ;Y el

siguiente?

. 27 , 64 , 43
Al: Después de - vendria ~,» borque seria como —3
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A2:Y después %f
A3: Es siempre el cubo del siguiente sobre el cubo del anterior
P: ;Se podra escribir para que sirva para cualquier nimero?
A3: (Asi?

(n+1)3

n3

P: ;Qué les dice eso sobre la forma en la que cambia el volumen?
A2: Que no es proporcional pero que no cambia de cualquier manera. Sigue un patron que se
puede anticipar
La docente propone comenzar la puesta en comun recuperando lo trabajado por los distintos
grupos.
P: En los tres grupos trabajaron con figuras en las que las medidas cambiaban siguiendo alguna
regla. Nos interesa ver qué pasa con las magnitudes en cada caso. Empecemos con el grupo que
trabajé con los pentdgonos, ;Qué observaron?
Al: (Grupo 2): El lado se duplicaba.
A2: (Grupo 2): El perimetro también se duplicaba, pero el area no.
P: El grupo de los conos y el de los cilindros, ;qué paso6 en sus casos con esas relaciones?
Al: (Grupo 1): En nuestro caso, aunque las dimensiones se multiplicaban por el mismo numero,
el area no cambiaba en esa misma proporcion.
A2: (Grupo 3): A nosotros nos pas6 algo parecido: aunque las dimensiones variaban siguiendo
una misma ley, el volumen no cambiaba en la misma proporcion.
Al: (Grupo 2): El perimetro depende solo del lado, pero el area depende del lado y de la
apotema, por eso cambia distinto.
A2: (Grupo 3): No, porque en nuestro caso, aunque las dimensiones también estaban
relacionadas entre si, el volumen no cambiaba proporcionalmente.
P: El grupo de los conos, ;qué pueden sumar a esto?
Al: (Grupo 1): Todas las medidas se multiplicaban por 3. Pero el 4rea no se multiplicé por 3.
A3: (Grupo 2): Nosotros llegamos a la conclusiéon de que es porque aparecia una medida al
cuadrado.

P (al grupo de los cilindros): jeso coincide con lo que ustedes vieron?
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Al: (Grupo 3): Si, en el area del cilindro también habia un cuadrado y tampoco era proporcional.
A2: (Grupo 2): Entonces siempre que aparece un cuadrado deja de ser proporcional.

P: (En el grupo de los conos, qué papel tiene ese cuadrado en la cuenta?

A2 (Grupo 1): El radio estaba al cuadrado y eso hacia que cambie mas.

P: ;Todos estan de acuerdo con que siempre que aparece un cuadrado deja de ser proporcional?
Se genera un silencio. Los grupos se miran.

Al (Grupo 3): Esperen... en el volumen del cilindro también hay un cuadrado y ademas esta la
altura. No es solo el cuadrado.

A2 (Grupo 3): Claro, el radio aparece mas de una vez en la multiplicacion.

A3 (Grupo 2): Entonces no alcanza con ver si hay un cuadrado, hay que ver como est4 en la
cuenta.

P: ;Pueden mostrar con un ejemplo concreto qué quieren decir con "coOmo esta en la cuenta"?

A2 (Grupo 3): En el volumen del cilindro es 7 - r* - h. El radio aparece dos veces y la altura
una. Si todo se duplica, el volumen se multiplica por 2 - 2 - 2, que es 8.

Al (Grupo 1): En el 4rea del cono era T - r - g + m - r%. Hay una suma, por eso no da lo
mismo.

A3 (Grupo 2): Y en el perimetro del pentagono era solo 5 - I, una sola medida que aparece una
vez. Por eso si era proporcional.

P (al grupo de los cilindros): ustedes probaron otra forma de analizar como cambiaba. ;Pueden
mostrarla?

A2 (Grupo 3): Primero probamos cuanto aumentaba, pero no era siempre igual. Entonces
comparamos como se multiplicaba. Nos dio 8 y después 27 sobre 8.

Al (Grupo 2): Pero eso no aumenta siempre lo mismo, entonces no hay regla.

P (al grupo de los cilindros): ;qué pudieron hacer con esos niumeros ustedes?

A2 (Grupo 3): Los escribimos como productos.

A3 (Grupo 3): E18 es 2 por 2 por 2 y el 27 es 3 por 3 por 3.

Al (Grupo 1): O sea, jcubos?, se multiplica siempre por un cubo.

P: (es siempre el mismo cubo?

A3 (Grupo 3): No, va cambiando. Pero sigue una forma.

P: (Coémo describirian esa forma para que los demas grupos la entiendan?
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A2 (Grupo 3): Es como el cubo del siguiente sobre el anterior.

P: Entonces llegaron a algo interesante: aunque no sea proporcional, hay una forma de anticipar
cémo cambia. ;Qué dirian que hay que mirar para entender esa forma de cambio?

A1 (Grupo 1): Como aparecen las medidas en la cuenta.

A2 (Grupo 3): Cuantas veces intervienen.

A3 (Grupo 2): La forma de la expresion.

P: ;Podrian intentar formular una idea general con todo lo que aparecié hoy?

Se genera un intercambio entre los grupos.

A2 (Grupo 2): Que las magnitudes no siempre cambian de la misma manera que las dimensiones.
Al (Grupo 3): Y que para saber como cambian hay que mirar como estan en la féormula.

A3 (Grupo 1): No alcanza con saber cuantas medidas hay, hay que ver como aparecen.

A continuacion de la puesta en comun, la profesora retoma las producciones de los distintos
grupos con el proposito de organizar y precisar las conclusiones construidas colectivamente.

P: En las situaciones anteriores analizaron la forma en que varian las magnitudes. En este caso,
ademas, se identificod que ese comportamiento depende de codmo intervienen las medidas en la
expresion que las define. En particular, en el caso de los pentdgonos se reconocioé una situacion
en la que existe proporcionalidad, ya que la expresion depende de una unica medida que
interviene una sola vez multiplicando, sin estar elevada a potencias mayores, es decir, de manera
lineal. En cambio, en los otros casos analizados, se puso en evidencia que no siempre se cumple
esta condicion. Por ejemplo, en el area del cono, la presencia de una suma y la intervencion del
radio de distintas formas impiden que se establezca una relacion de proporcionalidad. De manera
similar, en el volumen del cilindro, el radio interviene elevado al cuadrado mientras que la altura
lo hace de forma lineal, lo que genera que las variaciones no se correspondan con una relacion
proporcional. A partir de esto, se puede afirmar que el modo en que cambia una magnitud
depende de como intervienen las medidas en la expresion matematica que la define. En
particular, cuando una magnitud depende linealmente de una tUnica variable, puede establecerse
una relacion de proporcionalidad directa; en cambio, cuando las variables intervienen con
exponentes mayores que uno o en combinaciones mas complejas, dicha proporcionalidad no se

mantiene. De este modo, se concluye que las magnitudes no siempre varian proporcionalmente
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con las dimensiones, sino que su comportamiento depende de la estructura de la expresion que

las vincula.

En el pizarrén queda:

Ejemplos trabajados:

Perimetro del pentagono: P = 5 -1 — wuna dimensién, aparece una vez — varia
proporcionalmente con |

Area del cono: Ay = m - r?2 + m - r - g — hay suma, el radio aparece de formas distintas —
no varia proporcionalmente

Volumen del cilindro: V = m - r* - h —> el radio aparece dos veces, la altura una — al
multiplicar todo por k, el volumen se multiplica por k*

Lo que determina como varia una magnitud:

No alcanza con identificar qué dimensiones intervienen.

Hay que analizar como aparecen en la expresion: cudntas veces se multiplican y si hay sumas de
por medio.

Conclusion:

Las magnitudes no siempre varian proporcionalmente con las dimensiones.

El modo en que varian depende de la forma de la expresion que las define.

Cuando todas las dimensiones se multiplican por k y aparecen n veces en una multiplicacion sin

sumas, la magnitud se multiplica por k".

3.12 Analisis

La tercera situacion retoma y profundiza las relaciones entre magnitudes geométricas abordadas
en las situaciones anteriores, centrandose en la identificacion y explicacion de regularidades en el
comportamiento del area y el volumen a partir de la variacion de sus dimensiones. En este caso,
el foco no esta puesto en la validacion de afirmaciones ni en la construccion inicial de relaciones,
sino en el analisis de los patrones que emergen de los datos y en la explicitacion de la forma en
que dichas magnitudes varian.

A partir del trabajo con tablas de valores, los estudiantes comienzan a comparar como cambian

las magnitudes al pasar de un caso al siguiente. En una primera instancia, intentan describir estas
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variaciones a partir de diferencias, observando que los incrementos no son constantes. Esta
constatacion permite descartar modelos de crecimiento lineal, lo que pone en cuestion
nuevamente la idea de proporcionalidad directa como modelo general de interpretacion.

Frente a esta dificultad, algunos estudiantes recurren al analisis de cocientes sucesivos,
comparando como se multiplican los valores de una magnitud al pasar de un caso al siguiente.
Este procedimiento permite identificar una regularidad en los valores obtenidos, que puede ser
reinterpretada a partir de la descomposicion en potencias. De este modo, comienzan a reconocer
que, en el caso del volumen, las variaciones pueden vincularse con el comportamiento de
expresiones cubicas, lo que constituye un avance hacia una comprension mas estructural de la
relacion entre las magnitudes y sus dimensiones.

En este proceso, la dificultad no radica Unicamente en realizar calculos, sino en interpretar las
regularidades observadas y en formular una explicacion que dé cuenta de ellas. Desde la
perspectiva de los registros semioticos de representacion (Duval, 2004), esto implica un pasaje
desde el registro numérico hacia formas de generalizacion mas cercanas al registro algebraico.
Sin embargo, este tipo de transformacion no se produce de manera inmediata, ya que requiere
reconocer qué elementos son invariantes y cuales no en cada una de las expresiones, 10 que
constituye uno de los principales obstaculos en la comprensién matematica.

De este modo, la identificacion de patrones en los cocientes sucesivos puede interpretarse como
una forma de visualizacién no perceptiva. Tal como plantea de Guzman (2010), la visualizacion
no se limita a la observacion de objetos concretos, sino que también involucra la capacidad de
reconocer estructuras y regularidades en expresiones simbdlicas o numericas. En este caso, los
estudiantes no operan sobre representaciones materiales o gréaficas, sino sobre relaciones entre
nameros, lo que implica un nivel de abstraccion mayor en comparacion con las situaciones
anteriores.

Desde el punto de vista didactico, la situacion presenta una diferencia significativa respecto de
las anteriores: la ausencia de materiales manipulativos y de representaciones graficas. Esta
decision no responde a una omision, sino a una intencionalidad especifica. En linea con lo
planteado por Coriat (1997), el uso de materiales no es neutro, sino que introduce determinadas
condiciones en la actividad matemdtica. En este caso, se opta por no incorporarlos con el

objetivo de centrar la atencion en la interpretacion de las relaciones numéricas y en la
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identificacion de estructuras, evitando que la validacion repose en aspectos perceptivos o en la
manipulacién concreta.

Por otra parte, en el articulo de referencia, algunas producciones estudiantiles alcanzan niveles
de generalizacion elevados, como la formulacion de términos generales de sucesiones a partir del
analisis de cocientes sucesivos. Sin embargo, dichas producciones suponen procesos de cambio
de registro y de formalizacion que, desde la teoria de los sistemas de representacion semidtica
(Duval, 2004), no pueden considerarse como emergentes de manera espontanea a partir del
medio, sino que requieren intervenciones docentes especificas y procesos de institucionalizacion.
En este trabajo se opta por sostener un nivel de formalizacion progresivo, priorizando que los
estudiantes puedan interpretar, comparar y explicar los comportamientos de las magnitudes a
partir de los registros numérico y algebraico, sin forzar la introduccion de herramientas cuya
construccion no ha sido previamente abordada en la secuencia.

En sintesis, la tercera situacidon permite consolidar una comprension mas profunda de las
relaciones entre magnitudes geométricas, avanzando desde la identificacion de regularidades
hacia su interpretacion en términos estructurales. La articulacion entre distintos procedimientos,
como el andlisis de diferencias y cocientes, la comparacion de valores y la interpretacion de
expresiones, favorece la construccion de significados mas proximos a los modelos matematicos
formales. En este proceso, la ausencia de materiales y la necesidad de operar sobre registros mas
abstractos contribuyen a una reorganizacion de los saberes, en linea con una concepcion del

aprendizaje como construccion progresiva de significados (Bressan, Bogisic y Crego, 2006).

4 Conclusion

El presente trabajo se propuso analizar el modo en que los estudiantes construyen relaciones
entre magnitudes geométricas, particularmente en torno al perimetro, el area y el volumen, a
partir del disefio y estudio de tres situaciones didacticas. A lo largo de estas, se buscé no solo
identificar los conocimientos que los alumnos ponen en juego, sino también comprender los
procesos mediante los cuales dichos conocimientos se transforman, se reorganizan y adquieren
mayor grado de generalidad.

A lo largo de las tres situaciones se observa un recorrido que va desde la puesta en cuestion de

modelos intuitivos iniciales hacia una comprension mas estructural de las relaciones entre
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magnitudes. En un primer momento, los estudiantes tienden a interpretar dichas relaciones de
manera lineal, generalizando la proporcionalidad como modelo de andlisis. Sin embargo, la
confrontacion con distintas condiciones y representaciones permite poner en tension estas ideas,
favoreciendo la construccion de criterios mas precisos para distinguir entre distintos tipos de
variacion. En este proceso, la articulacion entre registros, la interpretacion de regularidades y la
necesidad de justificar las producciones resultan centrales para avanzar hacia comprensiones mas
préximas a los modelos matematicos formales.

Desde el punto de vista didactico, el disefio de las situaciones se sustentd en una serie de
decisiones orientadas a favorecer la construccion progresiva del conocimiento. En particular, la
alternancia entre distintos tipos de tareas, la articulacion de multiples registros de representacion
y la regulacion en el uso de materiales y recursos, en algunos casos promoviendo su utilizacion y
en otros restringiéndola, respondieron a la intencion de generar condiciones que permitan a los
estudiantes explicitar, confrontar y reorganizar sus ideas. Tal como plantea Coriat (1997), los
recursos no actlian como meros apoyos, Sino que estructuran la actividad matematica, orientando
las acciones posibles y los procesos de validacion.

Asimismo, se optd por no forzar niveles de formalizacion que no se correspondieran con el
recorrido previo de los estudiantes, si bien en el trabajo de referencia se observan producciones
que alcanzan niveles elevados de generalizacion, se considerd que dichos procesos requieren
intervenciones especificas y no pueden atribuirse Gnicamente al medio.

En conjunto, las tres situaciones permiten evidenciar un proceso de aprendizaje que no se da por
acumulacion de contenidos, sino por reorganizacioén progresiva de saberes. La confrontacion
entre anticipaciones y resultados, la necesidad de justificar y validar las producciones, y la
articulacion entre distintos modos de representacion favorecen la construccion de significados
mas proximos a los modelos matematicos formales. De esta forma, el trabajo se inscribe en una
perspectiva de ensefianza que concibe al alumno como un sujeto activo en la construccion del
conocimiento, en linea con lo planteado por Bressan, Bogisic y Crego (2006).

En este marco, la reelaboracién de la propuesta de Giarrizzo no se limita a una adaptacion, sino
que implica una reconstruccién orientada a hacer explicitas las decisiones didacticas y los
procesos de aprendizaje involucrados, poniendo en evidencia el potencial de estas situaciones

para favorecer la construccion de conocimiento matematico con sentido.
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En sintesis, el analisis realizado pone de manifiesto la importancia de disefiar situaciones que
permitan a los estudiantes resolver problemas incorporando la posibilidad de que se enfrenten a
la necesidad de interpretar, justificar y generalizar sus producciones. Es en este proceso, mediado
por el docente y por las condiciones del medio, donde se construyen los conocimientos

matematicos con sentido.
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