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Resumen

El presente trabgo analiza matemdticamente la segunda parte de la publicacion
desarrollada por Peter Shor en 1995, conocida como El Algoritmo de Shor ([1], pégs.
13-20).

Dicho algoritmo, ideado para ser aplicado en una computadora cuéntica, descompone en
factores primos un nimero entero mayor que 1, en un tiempo considerablemente menor
gue € llevado a cabo por una computadora convencional .

El problema de la factorizacion es utilizado para codificar la mayoria de los mensgjes
secretos gque se envian hoy en dia.

De este modo, muchas criptografias de clave publica, tales como e sistema RSA, que se
aplica en las claves bancarias online, llegarian a ser obsoletas si €l Algoritmo de Shor
fueraimplementado en una computadora cuantica.

A los efectos de facilitar a lector la comprension de los temas, éstos se ordenan y
exponen de la siguiente manera:

» Introduccién: Se explica someramente en qué consiste una computadora
cuantica.

= Capitulo 1: Seintroducen las herramientas matematicas basicas que se utilizaran
en este trabgjo.

= Capitulo 2: Se define @ qubit, 1a unidad minima de informacion cuantica. Se
describen ademas sus propiedades.

= Capitulo 3: Se definen matemati camente os circuitos y compuertas cuanticas.

= Capitulo 4: Se desarrollan algunos algoritmos cuanticos.
= Capitulo 5: Se describe la Transformada Cuantica de Fourier.

= Capitulo 6: Se expone una aplicacion de la Transformada Cuantica de Fourier,
que sera utilizada en € disefio del Algoritmo de Shor.

= Capitulo 7: Se andiza el Algoritmo de Shor, para la factorizacion de un nimero
entero.

= Capitulo 8: Se elaboran las conclusiones.

Palabras claves:
Algoritmo de Shor, qubits, computacion cuéntica, Transformada Cuantica de Fourier.
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| ntroduccion

¢Qué es una computadora cuantica?

Una computadora cuéntica es un dispositivo electromagnético que utiliza ciertas
propiedades de | as particul as subatomicas para almacenar datos y procesar informacion.
A diferencia de una computadora clésica, donde la unidad minima de informacién es €
bit, en una computadora cuantica la unidad minima de informacion es e qubit o bit
cuéntico.

La idea de crear este tipo de ordenadores fue propuesta en 1959 por Richard Feynman
(1918-1988), quien fuera premio Nobel de Fisica en 1965. Sin embargo, este proyecto
fue subestimado por la comunidad cientifica.

Pero en la década de los 90, antes de construir la primera computadora cuantica,
comenzaron a aparecer algoritmos cuanticos para ser implementados en este tipo de
ordenadores. Aun asi, este hecho tampoco desperté demasiado interés cientifico.

Hasta que en 1995 Peter Shor desarrollé un algoritmo cuantico Ilamado El Algoritmo de
Shor. El mismo consistia en descomponer un nimero natural n como producto de
nimeros primos. Tedricamente, € tiempo que tardaba en hallar la descomposicion
prima del nimero entero era considerablemente menor a de una computadora cléasica
Por gemplo, segun [15], a una computadora clésica le llevaria miles de afios hallar la
descomposicion prima de un nimero entero de 300 digitos, mientras gue a un ordenador
cuantico le tomaria sdlo unos minutos.
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Figura 0.1: Rojo: Megjor algoritmo clasico GNFS (Criba General del Cuerpo de NUmeros).
Azul: Algoritmo de Shor, utilizando una computadora cuantica de 10 qubits.

Este resultado si despertd gran interés, ya que numerosas claves de seguridad bancaria
se basan en la descomposicion prima de un nimero natural y podrian facilmente
descubrirse si se aplicarael Algoritmo de Shor.

Fue a partir de entonces que muchas empresas e instituciones se preocuparon por
disefiar una computadora cuantica. Entre ellas, IBM, NASA, Google y Microsoft.



¢Existe en la actualidad una computadora cuantica?

El ordenador cuantico dej6 de ser sblo una teoria para convertirse en realidad en € afio
1998. Fue en ese entonces que € investigador Isaac Chuang dirigio a un grupo de la
Universidad de Berkeley (California) para construir la primera computadora cuantica.
Esta funcionaba con solo un qubit.

En 2001 un grupo de IBM desarroll6 una computadora cuantica capaz de controlar 7
qubits. En ese afio se probd por primera vez y de manera exitosa el Algoritmo de Shor,
descomponiendo el nimero 15 en sus factores 3y 5.

En 2013 se disefido un ordenador cuantico que funcionaba con 512 qubits y, segin
aseguran sus desarrolladores, es hasta 108 millones de veces més rapido que un
ordenador tradicional.

Por  momento, empresas como Google, IBM y la NASA estan implementando
prototipos con la tecnologia necesaria para lograr que, en unos 10 o 15 afios, los
ordenadores cuanticos sean unareaidad cotidiana.

Segln un articulo del periddico “Financial Times” [2], publicado en enero de 2020,
Google afirmé haber construido la primera computadora cuantica que puede realizar
clculos que exceden la capacidad de los superordenadores mas potentes de la
actualidad. Méas especificamente, la empresa asegura que su tecnologiafue capaz de
realizar en tres minutos y 20 segundos un célculo que le tomaria a ordenador clésico
mas avanzado de hoy, conocido como Summit, aproximadamente 10.000 afios.

Figura 0.2: Computadora cuantica de Microsoft.

Fuente: https://www.infobae.com/america/tecno/2019/09/20/google-asegura-haber-al canzado-la-
supremacia-cuantica/

El qubit: la unidad minima de informacién en una computadora cuantica.

Asi como € bit es la unidad minima de informacién en una computadora convencional,
el bit cuantico o qubit es la unidad minima de informacion en una computadora
cuantica, y representa e estado fisico de una particula subatomica. Por lo general, y asi
se asumira a lo largo de este trabgjo, se considera € estado del electrén situado en la
Orbita més externa de un &omo. De este modo, la informacion se codifica sobre el
estado de dicho electron. A mayor cantidad de qubits, mas répido funcionara un
ordenador cuantico.

¢Coémo se codifica la informacién en una computadora cuantica?

Como se menciond anteriormente, en un qubit se amacena e estado del electron mas
externo de un atomo. Pero ¢como se determina el estado de un electron?
Selo determina en base a la propiedad de “spin” que tienen las particulas subatémicas.



El spin (que significa giro en inglés), descubierto en 1925, es la facultad que tienen
dichas particulas de poseer un momento angular propio o intrinseco. Para hacer una
analogia con laMecanica Clésicay por razones didécticas, se supondra que € spin esla
propiedad que tienen las particulas subatdmicas de “girar” en torno a su ge. En
particular, se considera el spin del electron mas externo de un aomo. Su sentido de giro
queda determinado por “La Regla de la mano derecha”. Si €l electron esta spin arriba,
se encuentra en su mayor nivel de energia 'y se supone gue esta en estado 0. Mientras
que si esta spin abajo, su nivel energético es el mas bagjo y se dice que esta en estado 1.
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Figura 0.3: (a) Electrén girando spin arriba. En ese caso, se supone que hay almacenado un O.
(b) Electron girando spin abajo. Se asume que hay almacenado un 1.

Pero e electron también puede girar en cualquier otra posicion comprendida entre €
estado O y € estado 1. Es decir, puede rotar en una posicion gue es combinacion lineal

de ambos estados.
‘ ..f;.r {* N, '
{x/’ . ’ ‘\_}i

Figura 0.4: Distintas posiciones del gje de giro de un electréon

Para comprender este fendbmeno, algunos comparan € spin del electron con €
movimiento de un trompo.

Figura 05: Analogia entre €l giro de un electrony el de un trompo.

Es por elo que, para medir la posicion del ge de rotacion del electrén en todas las
posibles direcciones, se utiliza un par ordenado de nimeros compleos. De este modo €
qubit, que almacena la orientacion del spin de un eectron, es representado mediante un
vector complejo de dos componentes. Por giemplo, si € electron esta spin arriba, €
valor del qubit es (1,0)", y selo simboliza por | 0 >. Mientras que, Si esta spin abgjo, su
valor es (0,1)" y selo representa por | 1 >.

En caso de que € ge de rotacién tome una posicion distinta a las de spin arriba o spin
abajo, se supone que el electron esta en ambos estados al mismo tiempo.

Por esta razon se afirma que un qubit puede adoptar simultaneamente los estados 0y 1.
Este hecho es lo que permite, a una computadora cuantica, procesar varios datos
simultaneamente.
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¢Coémo funciona una computadora cuantica?

En un procesador cuantico no se utilizan ni monitores, ni discos duros, ni ningun tipo de
hardware tal como se conoce en €l @ambito de lainformética actual.

Todo sucede en la unidad de procesamiento que debe permanecer en unas condiciones
de absoluto aislamiento, ya que los estados cuanticos del aomo son extremadamente
fragiles y la superposicion de los estados que se produce durante los procesos de
calculo, puede perturbarse.

Asi, la superposicion podria verse afectada ante e contacto con un campo
electromagnético o lamas minima vibracion o fluctuacion de latemperatura.

Esta eventua alteracion del estado cuantico del &omo provocaria errores de célculo.
Por esta razon, los procesadores en 1os que se encuentran los qubits deben enfriarse y
mantenerse cercanos a cero absoluto (- 273.15 grados Celcius).

Los estados de cada qubit se observan mediante mediciones con laser, de las que se
extraen |os resultados de los calculos y se procesan con ordenadores normales.

¢Qué desafios se plantean en esta tesis?

En este trabajo se intentara mostrar como la Computacion Cuantica 'y en particular la
Algoritmia Cuantica, una ciencia que se encuentra en sus inicios, puede ser entendida
sin dificultad s se la modela mateméticamente aplicando conocimientos basicos de
Numeros Complejos, Algebra Lineal y Probabilidad.

La escasa bibliografia que existe en relacion a gemplos que ilustren cada definicion,
como asi también el funcionamiento de un algoritmo cuantico, motivara a utilizar esta
metodol ogia parafacilitar al lector |la comprension de los temas.
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Capitulo 1

Nociones matematicas previas

En este capitulo se expondran los principales conceptos matematicos que se utilizaran a
lo largo de este trabajo. Primeramente se presentaran a los numeros compleos, para
luego desarrollar €l producto interno y e producto tensorial de vectores. Finamente se
introduciran las nociones de Aritmética Modular y sus propiedades basicas.

Los niumeros complejos

Definicion 1.1 : Un nimero comple o z es una expresion de la forma
z=a+ib
Donde ay b son nimerosreales, i = v/-1 .En este caso,

a= Re(2) (partereal dez) b= Im(z) (parteimaginaria de 2)

Representacion gréfica de los nimeros comple os
Los nimeros complejos se representan en el “Plano Complejo” del siguiente modo:

1r Bl Plasis Cowigleio

Figura 1.1: Representacion gréafica de un nimero complejo

Otra representacion posible de z en este plano es en forma de vector, con origen en €
origen de coordenadas y extremo en el punto z.

'ed

Figura 1.2: Representacion vectorial de un nimero complegjo.

12



I gualdad de nimeros complejos
Dados dos nimeros complejos z, =a +i b, A z, =a, +i b, entonces
z,=2, ©a=a Ab =b,
Modulo o valor absoluto de un nimero complego
Siz=a+ib,d médulodezes
|z|=va®+b?.
Dicho nimero representa la distancia de z a origen de coordenadas.
El complegjo conjugado

Siz=a+ib, e complgo conjugado de z, ssmbolizado por z,6s
z=a-ib.

Forma exponencial de un nimero complejo.

Siz=a+ib esun complgo no nulo, podemos definir sus componentes usando
coordenadas polares:

Figura 1.3: Representacion de un nimero complejo aplicando coordenadas polares.

Donde

| z| =a® +b?
g = angulo, expresado en radianes, entre el vector de componentes (a, b) y € semigie x
positivo, medido en sentido antihorario ( 0< 60 < 2n).

Por lo tanto, si z# 0 entonces

COS(CI)Zm R {a: | Z| cos(q)
sen(q):|b—| b=|z| sen(q)

L uego, todo compleg o no nulo puede expresarse como
z=a+ib=|z|cos(q)+i |z|sen(q)=|z| (cos(q)+i sen(q)).
Teniendo en cuentala Formula de Euler:

e'd =(cos(q)+i sen(q))
Surge lasiguiente:
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Definicion 1.2 : Forma exponencial de un namero compleo

Dado un nimero complgjoz=a+i b, surepresentacion en forma exponencial es
z=|z| e
Donde

| 2| = Ja? +b?

g = angulo (en radianes) entre €l vector de componentes (a, b) y el semigje x positivo.

I gualdad de nimeros compl gjos expresados en forma exponencial
Dados dos nimeros complejos z, A z, expresados en forma exponencial, es decir,
7, =21 €% Az, =|z,| €92 entonces

z,=2, |z, |=|z, | A0, =0, +2kp ,conk €Z

Producto interno y tensorial de vectores

Definicion 1.3: Producto interno de vectores

Sea F € cuerpo de los nimeros reales o de los complgjos 'y V un espacio vectorial
sobre F. Un ““Producto interno” sobre V es una funcidon que asigna, a cada par
ordenado de vectores (v, w ), un escalar < v, w > de F de modo tal que Vv, w,u € V
y V a € F, severifican las siguientes propiedades:

1) <v+w,u>=<v,u>+<w,u>
2) <av,w>=oa<V,w>

3) <v,w>=<w,v> dondelabarraindica conjugacion complea.

4) <v,v>> 0 VveV
5 <v,v>>0 ¢ v#0 y dondeO representa e vector nulo.

Ejemplo 1.4

S v=(Vy Vo .o V)T Y W= (W Wa ..., wn )" son vectoresen C" entonces
n

<v,w>=z Vi Wi

i=1
Es un producto interno, llamado “el producto interno canonico”.

La siguiente Proposicion, que sera Gtil para las demostraciones posteriores, es una
consecuencia inmediata de | as propiedades del producto interno:



Proposicion 1.5
SvyweV yaeFentonces <v,awW>=qa <V,W>

Demostracion

Aplicando las Propiedades 3) y 4) del producto interno y la propiedad de |a conjugacion
del producto de dos nimeros complejos, resulta

<V, 0 W>=<oW,V>= o <W,V>=a<W,V>=a<V,w>=n

En todo espacio vectorial con producto interno queda definida la “norma o modulo de
un vector” del siguiente modo:

Definicion 1.6: Norma o modulo de un vector

Dado un espacio vectorial V con producto interno, la norma o médulo de un vector

veVes
Ivl=4<v,v>

Definicion 1.7: Producto tensorial de vectores

Sean V= F"y W= F™ dos espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente,
conF=R 6C .
S v=(vy Vo ..., Vo) Y W= (Wi Ws ..., Wn )" entonces el producto tensorial de v

conw , simbolizado por v ®w , selo define asi:

Wy VW,
W VW
v, 2 W)
Wm Vl Wm
Wy Vo, Wq
Vi W
W, Vo Wy
vV, W v,
Wm V2 Wm
vV, W
Wy Vi Wq
w vV, W
Vn 2 n 2
W V. W

Claramente se puede verificar que € producto tensorial no es conmutativo. Es decir,
v Owz= w® v

15



El siguiente g emplo muestra cdmo se calcula un producto tensorial.

Ejemplo 1.8
5 4
Siv:(s]yW: 5 |, cacularv®w yw ®v .
6
Solucion
4 8
215 10
4
VvV QW = 2 X5 |= 6)|_|\12
8|6 4| (12
3|5 15
6 18
Por otro lado,
2 8
(3] [(2)
4 2 2 10
wor {2 o3 C)H®)
2 12
o [2)) i)

L as propiedades béasicas del producto tensorial se enumeran en la siguiente Proposicion:

Proposicion 1.9

)SueF yv,we F" entonces u ® (v+w)=(u® v)+(u® w)
2)Su,ve F"y we F" entonces (U+Vv) @ w=(u® w)+(v® w)

3)SueF", ve F" yae C entonces

@u)®v=a (u®v
u®@v)=a (u®v)

4SS SueF, ve F" ya>O0entoncesa (u®v):(x/au)®(\/av)

Demostracion

Véase[3], pag.16 =

Observacion 1.10

A fin de simplificar la notacién, se eliminaran los paréntesis internos que figuran en €
resultado de un producto tensorial.
Esdecir, s v=(Vvy, Vo, ..., V)" Y W= ( Wy Wy ..., Wn )" entonces

16



Vi Wn Vi W,
Vo Wy Vo Wy
Vo Wo Vo Wy
vV ® w = ~
V2 Wm V2 Wm
Vn W]_ Vn Wl
Vn W2 Vn W2
Vn Wm Vn Wm

Deestemodo, siv € F'ywe F" e producto tensorial v&® w serdidentificado mediante
un vector en F"™.

Ejemplo 1.11
6 3
Siv:( jy w =| 4 | entonces
2
5
3 18 18
3 6|4 24 24
6 5 30 30
v ow ‘(2j® g 3V|7|(6)]|7| 6
214 8 8
5 10 10

De este modo, v ®w esidentificado como un vector en RO

Transformaciones unitarias

Las transformaciones lineales, y en particular las unitarias, desempefian un rol
importante en Computacion Cuéntica debido a que las compuertas cuénticas se modelan
mateméticamente en términos de estas transformaciones, como se vera en e Capitulo 3.
En esta seccion se recordara su definicion:

Definicion 1.12: Transformacion lineal

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una transformacion
lineal deV en Wesunafuncion T:V —W que verifica:

1) T(u+v)=T(u) + T(V)
2) T(kv)=kT(v), Yuyv eV A Vk eK

17



Definicion 1.13:; Transformacion unitaria

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Una transformacion lineal
T:V -V esunitarias :

(T(u).,T(v))= (u,v) VuyveV

Ejemplo 1.14

Sea e especio vectoria ¥V = C2 definido sobre o cuerpo £ =C y con @ producto
interno candnico. Sea T : C2 — C2 definidapor T (X, ) :(y,—x), con x,y eC .

a) Probar que T es unatransformacion unitaria.
b) Hallar lamatriz asociada alatransformacion T.

Solucion

a) T esunatransformacion linea pues:

Seanu,v eC2y k eC entonces u =(X1,Y1) .V =(X2,y2)con X1,y1,%Xp,yp €C
Luego

DT U+v) =T (x3+X2,Y1+Y2)=(Y1+ V2.~ (X1 +X2))=(y1.— X1 )+(Y2.-X2 )=
= T (xg,y1)+T (X2,y2)=T (U)+T (v)

DT U+v) =T (k v)=T (kxo,kys)=(k yo,~kxp)=k(yp,—Xp)=k T (v)

T es unitaria pues

TWTMW))= ((y1.~x1) (Y2,—Xz)>=Y1-E+(—X1)(¥)=Y1-E+(—X1)(— E)=
= Y12 +X1X2 =((x1,Y1).(X2.Y2)) =(uv)-

b) Sea {(1,0),(0,1)}una base de C2. Para hdlar la matriz asociada a la

transformacion, sevallia T en cada elemento de la base:
T(1,0)=(0,-1);T(0,1) =(1,0). Luego, lamatriz U asociadaa T es

U :(fl ;j

Orden de complgjidad computacional de un algoritmo y funciones de orden O

La resolucion practica de un problema exige por una parte un algoritmo o método de
resolucion y por otra parte, para que pueda ser implementado una computadora, su
programacion o codificacion.

Desde € punto de vista de la Ingenieria y de la Informatica, 10 que preocupa son los
recursos fisicos necesarios para gue un algoritmo pueda g ecutarse. De todos €ellos, los
mas importantes son dos. € tiempo de gecucidon y la cantidad de memoria que
requiere e agoritmo. Estos dos parametros definen bésicamente e orden de
complgidad computacional de un algoritmo y, para medirlos, se utiliza el concepto de
“funciones de orden O”. Su definicion se da a continuaci on:
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Definicion 1.15: Funciones de orden O
Seaf: N—> [0 .+ oo) .El conjunto de funciones de orden O de f, ssmbolizado por O(f) es

O(f)={gN—>Rtadqueik>0nge N/ |[gn)|<kfn)vnzny |

Asi, unafunciong: N —» R sedicequeesO(f)si g eO(f).

Ejemplo 1.16

Sign=2n*+6ny f(n)=5n*+ 2n, probar queg es O(f).
Solucion

Seobservaque, vV n>1 severificaquef(n) = 5n*+ 2n > 5n*

Por |o tanto

4 3 4 3 3
o(m| _g(n) _2n*+6n® _2n*+6n® 2 6n° 2 6 _2 6 _8
f(n) f(n) s5n*i2n 5 n* 5 sp4 5 5n 5 5 5

Por lo tanto, tomando ng = 1y k = % se verifica que | g(n) [<k f(n) Vn>ng. En

consecuencia, ge O(f) m

Proposicion 1.17

S lim —|fg§:;|

2)S f;€0(g) y frcO(h) = f;.f, cO(g.h)

<M para alguna constante M entoncesg € O(f).

Demostracion
Véase 3], pag.18 m

Observacion 1.18

1) A menudo, para enfatizar que las funciones f y g tienen por variable independiente a
un numero natural n, en lugar de afirmar que g es O(f) se suele decir que g(n) es O(f(n)).
Esta notacion esla que se aplicara en adelante.

2) Unaecuacion delaforma

g(n)=h(n)+0(f (n))
Significaque g (n)—h(n)=0(f (n)).Esdecir, que

| gn) -h(n) |<kf(n)
Paraalgunaconstantek>0y Vnx>ny.
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A continuacion se definird € orden de complejidad computacional de un agoritmo,
concepto que es muy utilizado para comparar la eficiencia de distintos algoritmos que se
plantean.

Definicion 1.19: Orden de complegjidad computacional de un algoritmo

Se dice el orden de complejidad de un algoritmo es O(f(n)) donde f: N —[0 ,+ ) si

el tiempo de gecucion o la cantidad de memoria requerida para gecutar € algoritmo
se expresa mediante una funcion g(n), con g(n) e O( f(n))

En este caso, “n” puede representar la longitud de un vector, el orden de una matriz, el
nimero de registros de una base de datos, etc. Por otro lado, la definicion de O(f)
permite asegurar que, a partir de cierto “n” en adelante, el tiempo de ejecucion de un
algoritmo o la cantidad de memoria requerida nunca sera superior af(n). Es decir que, s
“n” es suficientemente grande, y salvo una constante multiplicativa “k”, f(n) es una cota
superior de g(n). Ademas, € hecho de indicar, en la definicion de O(f), que “n” sea
mayor que cierto valor np se debe a que la eficiencia de un algoritmo se mide para
valores de “n” muy grandes. Ya que, casi siempre, los problemas pequefios se pueden
resolver de cualquier manera, apareciendo las limitaciones a atacar problemas grandes.
Por lo general, la funcion f(n) se escoge de modo tal que sea lo mas sencilla posible.
Esto dalugar ala siguiente definicion.

Definicion 1.20: Clasificacion del orden de complgjidad de un algoritmo
1) Si f(n) = log(n) se dice que & algoritmo es de orden logaritmico.

2) S f(n) = P con pe N sedice que & algoritmo es de orden polinomial.
En este caso, se lo considera eficiente.

3) S f(n) = a" con a> 1, sedice que & algoritmo es de orden exponencial o
No Polinomial (NP).
En este caso, selo considera ineficiente.

Los algoritmos de orden logaritmico son los ideales, ya que € tiempo que demandan
para procesar |os datos se reduce considerablemente.

Los de orden polinomial se enfrentan a una dificultad a medida que “p” crece.
Mientras menor sea el valor de “p”, mas eficiente sera el algoritmo. Complejidades del
orden O(n®) y O(n®) suelen ser efectivamente abordables, y précticamente nadie acepta
algoritmos de orden O(n*®).

Los algoritmos de orden exponencial suelen ser intratables y solo son aplicables a
problemas con valores de “n” pequefios.

A lavista de lo expuesto, se comprende que los programadores busgquen algoritmos de
orden polinomial, ya que es un golpe de suerte encontrar de orden logaritmico.

Se finalizara esta seccion mostrando un giemplo que ilustrard como clasificar € orden
de complejidad de un agoritmo.
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Ejemplo 1.21

&1 &2 - Ap bg bip . by
ay & ! b b . Db

Sean A= |2t 72 2hly B=| & "% 2N | dos matrices en
1 82 - 8 bry Bn2 . b

mnxn '

Se tiene un ordenador que tarda T unidades de tiempo para efectuar una operacion
aritmética (suma, resta, multiplicacion o division). Probar que e tiempo requerido para
efectuar el producto matricial A. B es O(n®).

Solucion

El producto escalar matricial A. B esunamatriz en R™" cuyos coeficientes son

n
(A.B)ij = Z gk 'bkj , Vi,j=1,.,n
k=1

Para efectuar este calculo se necesitan, para cada i y para cadaj, n multiplicacionesy
(n-1) sumas. Por lo tanto, para cada i y para cadaj, son necesariasn + (n-1) = 2n-1
operaciones aritméticas. Luego, el total de operaciones aritméticas necesarias para
calcular ABes

n n n
Z Z(Z n-1) :Zn(z n-1)=n n(2n—1):2n3 _n?

i=1j=1 i=1

En consecuencia, el ordenador tardara (2 n* — n®) T unidades de tiempo para efectuar e
producto matricial. En este caso, g(n) = (2 n® - n?) T. Si se definef(n) = n® entonces, del
inciso 1) de laProposicion 1.17 resulta

3 .2 3 .2
lim _|g(n)| = lim ‘(ZH i )T L lim —(Zn ’ )T =2T
n—oo f(n) n—oo n3 n—oo n3

Tomando M = 2 T se obtiene que ge O(n®) y en consecuencia, el tiempo requerido para
efectuar el producto matricial es O(n®) , con lo cual es de orden polinomial.
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Divisibilidad de nimeros enteros

En esta seccion se enunciaran algunas propiedades basicas de |os nUmeros enteros, que
se aplicarén en los capitul os subsiguientes.

Teorema 1.22: Algoritmo de la Division Entera

Sean a,beZ con b#0 Entonces existen dos numeros enteros g y r, llamados

cociente y resto, que verifican:
a=bqg+r 2)0<r<|b]|

Demostracion
Véase[11]. m

Definicién 1.23: Divisibilidad
Sean a,b €7 con b #0 Se dice que “b divideaa” y se escribe b| as a=k b para

algun k € Z o equivalentemente, si al dividir a por b, €l resto da 0.

Definicion 1.24: Maximo Comun Divisor

Sean a,b €Z tales que no son simultaneamente nulos. Se dice que d es e maximo
comun divisor entreay b s verifica:

1) d>0

2)d|a A d|b

3)SexisteceZ talque cla A c|b=c|d

Notacion 1.24: Al maximo comdn divisor entreay b selo simbolizara por med (a,b).

El Algoritmo de Euclides brinda una manera sencillay eficiente, desde el punto de vista
computacional, de calcular e maximo comun divisor. Dicho algoritmo se describe a
continuacion.

Algoritmo 1.25: El Algoritmo de Euclides
Sean a,b € Z con b>0. Aplicando reiteradamente el Algoritmo de la Division Entera,
se tienen |as siguientes ecuaciones recursivas:

a=b.gqp+tr; ,0<r<b

b=r.qgotry ,0<r,<n

r=rp.qsztrg ,0<rz<rp

Como cada resto verificaque 0 <rj <r;_y Vi , €l proceso esfinito. El Gltimo paso es:

M-1=rn-Ansat Mg > M2 =0.
Por lo tanto, med (a,b)=ry,
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Ejemplo 1.26

Hallar el maximo comun divisor entre 80 y 30.

Solucion
Se elabora el siguiente cuadro:

Dividendo Divisor Cociente Resto
80 30 2 20
30 20 1 10
20 10 2 0

Por lo tanto, med (a,b)=10.

Teorema 1.27

Sean a,b € Z tales que no son simultaneamente nulos.

Sd=med(a,b)= 3Ip,q cZtalesque d=p.a+ q.b

Demostracion
Véase[11]. m

Teorema 1.28: Teorema Fundamental de la Aritmética
Todo nimero entero n > 1 puede ser representado exactamente, salvo el orden, de una

Gnica manera, como producto de potencias de nimeros primos. Es decir,

k
n=p/t.py2..pk =]p"
[

Donde

P1 < Py <....< Py SON NUMEros primos

o; son enteros positivos Vi =1,2,...,k

Demostracion
Véase[11]. m
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Nociones de Aritmética Modular

Definicion 1.29: Congruencia

Dado un nimero natural n > 1 y dos nimeros enteros a y b, se dice que a es
congruente con b médulo n, y se escribe
a=b (modn)
S
n|(a-"b)

La siguiente Proposicion, cuya demostracion se puede encontrar en cuaquier
bibliografia de Aritmética Modular, enuncialas propiedades béasicas de la congruencia:

Proposicion 1.30

1) a=b (modn) < aybtienen & mismo resto en la division entera por n.
2)a=0(modn) < n|a

3)a=0(mod2) < aespar.

4)S a=b (modn) A c=d (modn) = ac = bd(modn)

5 S a=b (modn) A c=d (modn) = a+c = b+d(modn)

6) a=b (modn) A c#0 = ac = bc(modn)

7) a=b (modn) A keN = aK = bX (modn)

8) a=r, (modn) donder,esel resto dela division entera de a por n.

9) a=n+a (mod n)

Definicion 1.31: Suma modular
Sean a,b €Z y n e N. Entonces
a+b=c (modn) < cesel resto dedividir (a+ b) por n.

Definicion 1.32: Suma “moddulo 2”

S n= 2, lasumamodular selarepresenta mediante el simbolo @ . Es decir,
a® b=c < cesd restodedividir (a+ b) por 2.

Definicion 1.33: Producto modular

Sean a,b €Z y n e N. Entonces
a.b=c (modn) < cesd restodedividir (a.b) por n.




Definicion 1.34: I nverso multiplicativo modular

Dado a€Z y neN, sedice que a tiene inverso multiplicativo (mod n) s 3 b e Z tal

que a.b =1 (mod n)

De la Proposicién 1.30 inciso 8), se sabe que si a€Z y n es un natural mayor que 1,
entonces a=r, (mod n), donde r, es el resto de la division entera de a por n. Esto

permite clasificar a los nUmeros enteros segun e resto de su division entera por n.
Como los posiblesrestos son 0,1,.....,n -1, surge lasiguiente:

Definicion 1.35: El conjunto Z,

S nesun ndmero natural mayor que 1, e conjunto Z , es
Z,={0,1,2,.,n-1}.

A dicho conjunto se le definiran ciertas operaciones, a fin de dotarlo de una estructura
algebraica conveniente.

Definicion 1.36: Sumay productoen Z,,
Sean a, b, c €Z, Entonces
1) a+ b=c enZ < cesed restodeladivision enterade (a+b) por n.

2) ab=c enZ, < cesel restodeladivisiénenterade (a.b) por n.

Definicion 1.37: Elementos neutros para la sumay la multiplicacion en Z

1) El neutro paralasumaesOpues a+0 =a (mod n) vaezZ, .

2) El neutro para el producto es 1 pues a.l=a (mod n) VaeZ, .

Definicion 1.38: El opuestoen Z,
Dado acZ,, € opuestodeaesunnimero b €Z, tal que a+ b=0 en Z,.

En este caso, el opuesto deaes (n-a) .

Definicion 1.39: El inversoen Z,
Dado acZ,, e inversodeaesunnimerobeZ, talqueab=1enZ,.

Notacion 1.40: a inverso de ae Z,, sesimbolizarapor a™ , mientras que a opuesto de
a selo representara por — a.

El siguiente teoremaindica en qué casos un el emento de Z esinvertible:
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Teorema 1.41: Teorema de I nvertibilidad en Z

Unelemento ae Z, esinvertible < mcd (g, n)=1

Demostracion
Véase[4],pag. 21 m

Corolario 1.42
S n es primo entonces todo elemento no nulo de Z, esinvertible

Demostracion
Véase[4],pag. 22 m

Ejemplo 1.43

Todo elemento de Z, es invertible pues 11 es un nimero primo. Por otro lado, s a=5
y b= 8 entonces
a+b=5+8=2en Z,; puese restodedividir a+ b por 11 es2.

a.b=5. (8 =7 en Zqy; puese restodedividira.bpor1les7.

Potencia modular

La potencia modular consiste en calcular

ak (mod n)
Donde k,a,neN.

Si “a” fuera un nimero entero muy grande y se intentara hallar ak (mod n) calculando

primeramente ak y luego efectuando su division entera por n para determinar el resto,
resultaria bastante tedioso e ineficiente. Inclusive, si se hiciera este ciculo en un
computador, se correria e riesgo de producirse overflow o desbordamiento. Este hecho
ocurre cuando un calculo con nimeros enteros produce un resultado mayor a lo que
puede almacenar €l registro de un ordenador.

Por esta razon se presentara e siguiente algoritmo gue podra ser implementado en una

computadora clésica y que permitira calcular ak (mod n)de un modo més sencillo y

eficiente. Como se vera en € Capitulo 7, e calculo de una potencia modular
desempefiara un rol importante en el Algoritmo de Shor.
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Algoritmo para e calculo de la potencia modular

El procedimiento paracalcular a“ (mod n)se basaen el siguiente hecho:
S seefectialadivision enterade k por 2, se obtiene

k :Z{K}Fr
2
Donde
[h} Parte enterade 5
2 2
r : Resto deladivision (0 <r <1).

En consecuencia,

kg el () I

Esta expresion permite generar |as siguientes sucesi ones:

{@ @, a8 ,..} ,{ko ki, Koo s {Co v Cou}  {f0 w11, T2
Donde

g =a
ko =k
o =1
g =r

Los demas términos de las sucesiones se definen del siguiente modo, aplicando las
propiedades de congruenciaenunciadas en losincisos 1), 4) y 7) de laProposicion 1.30:

=a m*“’:(azﬂﬂ = g :(af)m o = o=
0 T
a =a’ (mod n) a, =al (mod n)
B

<

=al=a". ¢ (mod n) cp =a*.C1(mod n)

El proceso sigue hasta que k; <1 para agin i. El pseudocddigo del algoritmo se
muestra a continuacion:
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Algoritmo para calcular a“(mod n)
a=a,k,=k,c,=1,i=1
~Mientras Kj _; >1 hacer:

a =%, (mod n)

- S kj_; espar entonces

Ci =Ci1

Snoc; =8 4 .¢_1 (modn)

L Fin s

5

i=i+1

“Fin mientras

a=a 4. _1(mod n)

El siguiente ggemplo ilustrard como se aplica este algoritmo.

Ejemplo 1.44

Calcular 72* (mod 141)

Solucién
Enestecaso, ag= 72, c0=1y ko= 21. A fin de ordenar los célculos, se disefia la
siguiente tabla:

[ a C, K,
0 72 1 21
1 108 72 10
2 102 72 5
3 111 12

4 54 12 1

Los detalles de los datos que figuran en la tabla se explican a continuacion:



Parai=1
a =32 =(72)" =5184 =108 (mod 141)
C, =&.C, =(72).1=72 (mod 141)

a, =a’ =(108)° =11664 =102 (mod 141)
C, =C,

(5]
2 2
Parai=3

ag =a =(102)% =10404 =111 (mod 141)

C3 =ay.C, =(102).(72)=7344 =12 (mod 141)

[5)5)-
2 2
Parai =4

a, =a¢ =(111)" =12321=54 (mod 141)
c, =C,

{5}z
2 2
Como k4 <1él proceso se detiene y por lo tanto:

(72) =2, . ¢, =(54).(12) =648 =84 (mod 141)

Dé inciso 1) de la Proposicion 1.30 resulta que 84 es €l resto de la division entera de
72% por 141. Luego, 72* =84 (mod 141).



Gruposy Subgrupos

Definicion 1.45: Grupo

Sea G un conjunto no vacio y * una operacion binaria definida sobre los elementos de
G. El par (G *) esun grupo si y solo si verifica las siguientes propiedades:

1) * esLey de Composicion Interna: S a,b eG = ax*b €G.

2) Propiedad asociativa: S a,b eG = (ax*b)*c=ax*(b=c)

3) Existencia de lemento neutro o Identidad: 3ecG/ a*e=e*a VaeG.

4) Existenciadeinversos. VacG Ja'eG/a*a'=a'*a=e.

Definicion 1.46: Grupo Abeliano
Un grupo (G *) esabeliano s verifica la Propiedad conmutativa. Es decir,

Si a,beG = a*b =b=*a.

Ejemplo 1.47

S n e N esprimo entonces, por € Corolario 1.42, (Zn — {O} , ) es un Grupo.

Proposicion 1.48

Sea G ={ x eZ,/ med(x,n)=1 }entonces G es un grupo finito bajo |a operacion
multiplicacionen Z,,.

Demostracion

L as propiedades 1-3 de la definicidn de Grupo se verifican sin dificultad. Por otro lado,
como med (x,n)=1entonces, por e Teorema 1.41, todo elemento de G es invertible.

Por lo tanto, G es un grupo finito bajo lamultiplicaciénen Z,,.m

Definicion 1.49: Subgrupo

Sea (G,*) ungrupoy @D=H <=G. Sedice que (H ,*)es un subgrupo de (G,*) si
(H ,*) esgrupo.
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Definicion 1.50: Potencia de un elemento de un grupo

Sea (G *) un grupo y “e”” su elemento neutro. S x G y neN entonces:

1) xM=x #*x *... %X
n veces

3) x9 =e

La siguiente Proposicion prueba algunas propiedades el ementales de la potencia de un
elemento de un Grupo que seran utilizadas con frecuencia.

Proposicion 1.51

Sea (G,*) ungrupo. S a,beG y m,neN entonces:

-1
1) aM« a —aM*n 4y a™" :(an)
n
2) (am) _gmn 5) aMs g =gM"
n
3) (a‘m) =g m" 6) Si (G,*) esabeliano entonces (a*b)" =a" #b"

Demostracion: Véase[4], pag. 30. m

Definicion 1.52: Subgrupo generado por un e emento del grupo
Sea (G,*) ungrupoy x €G.El “subgrupo generado por x”*, simbolizado por (X ),es

(x)={x*Ik ez

La siguiente Proposicion es Util para caracterizar a subgrupo generado por un elemento
de un grupo:

Proposicion 1.53

Sea (G, *)un grupo finito, e su elemento neutro y x €G. Entonces
1) (x ) esun subgrupo de G.

2) 3n, eN tal que ny =min{neN/ x" =e}

3) <x>:{x1,x2,...,x”° :e}

Demostracion
Véase [11] =




Ejemplo 1.54

En (Zyy, *), se puede comprobar que min{n eN/3" :1}:5 pues =1 en Z;; y

3" %1 Vi=1,2,3,4..Luego, por la Proposicién 1.51 setiene que
(3)={3",3%,3%,3* 3%} -{3,9,5,4.1}.

Definicion 1.55: Orden de un e emento de un grupo

Sea (G *) un grupo finito, e su elemento neutroy X €G. El ““orden de x”*, simbolizado

por ord(x), es

ord(x):min{neN/x” :e}

Proposicion 1.56

Sea G={xeZ,/ x es invertible} y aeG . Entonces

1) <a>={a" (mod n)/ k eZ} es un subgrupo de G.

2)dreN/ r:min{keN/ak =1 (mod n) }
3) (a>={a1 az,.ata =1 }
4) r<n

5) ord (a)=r

Demostracion

Sea x G . Como x es invertible, por e Teorema 1.41 resultaque med (x,n)=1 . En

consecuencia, por € Teorema 1.47 se tiene que G es un grupo bago la operacion
multiplicacionen Z,, .

Luego, losincisos 1) , 2) y 3) se deducen del Teorema 1.52.

4) Como (a) esun subgrupo de Gy G < Z, entonces (a) =G < Z, —{0} .Entonces

card ((a)) <card (G ) <card (Z, —{0})
Donde card ((a)) , card (G) y card (Z, —{0}) representan la cantidad de elementos
quetienen (a), Gy Z, —{0} respectivamente. Por |o tanto
card ((a))<card (Z, -{0})=>r<n-1=r<n

5) Es consecuenciainmediata de la Definicion 1.55 y del inciso 2). [ ]

Los siguientes Teoremas y Proposiciones seran también aplicados en la justificacion del
Algoritmo de Shor.
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Teorema 1.57: Teorema Chino del Resto
Sean ng,N,,...,N, nimeros naturales coprimos dos a dos. Entonces, dados los enteros
& ,8y ,...,8, , existe un entero x que es solucion del sistema

x=a (modny)
Xx=a, (modn,)

x =a (mod ny)

Més auin, todas las soluciones x de este sistema son congruentes mddulo € producto
n=n.n,..N.

Demostracion: Véase[12] m

Proposicion 1.58
Sean n,n;,n, eN talesque n=n;.n, connimpar A n;,n, #1. S xestal que

fol

Entonces x = +1 (mod n)

Demostracion
Como x = 1 (mod n, ) entonces
x #-1 (mod ny ) [1]
Pues si se supone por el absurdo que x =-1 (mod nl), por transitividad resulta que
1=-1 (mod ny ). Luego,
n|(1-(-1)) > |2 = n=1vn=2

Pero esto es una contradiccion puesnesimpary n; =1.
De manera similar se pruebaque, como x = —1 (mod n, ) entonces

x #1 (mod n, ) [2]
Por otro lado, de la ecuacion [1] resultaque

x #-1 (mod n)
Pues si se supone nuevamente por e absurdo que
x=-1 (modn) = n|(x—(-1)) = n|(x+1)= x+l=kn paraagin k eZ

= x+1= (kny)n = n|(x +1) =x =-1 (mod n,)

Pero esto es una contradiccion por [1]. De manera similar, se prueba que
x #1 (mod n)

Por lo tanto, x #+1 (mod n). m
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Proposicion 1.59

Seal<neN tal que n =ak Vaprimo A V k e N entonces

n=p.q
Conp A g coprimos.

Demostracion
Por el Teorema Fundamental de la Aritmética (Teorema 1.28) setiene que

n=pt.py2..pym

Donde
Py < Py <....< Py SON NOMeros primos 'y m, a; e N Vi =1,2,...,m. En este caso,
m > 2 puess m< 2 entoncesm= 1. Luego,

n=p?
Esto contradice la hipbtesis, ya que n=a“ Vaprimo A Vk eN. Por lo tanto,
tomando p=p;? y q=p52..psM resulta

n=p.q
Ademas, p A ( Son coprimos pues, si se supone por el absurdo que no lo son, entonces

med (p,q) = mcd (pf‘l , P2 ....p%m)zd ,cond =1.

Como d|p;? A d|p3?...ppmM resulta

d= pl"1
Py2..ppMm =k.d

Paraalgin k, k; e Ntal que k; <o, . Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda
se obtiene
Py2...ppm =k. plk

En consecuencia
o

K= Py2....pgm
pr

a2 Om
Pero esta Ultima igualdad es una contradiccion ya que k eN y pz—kmes una
P1

fraccion irreducible. Luego, mcd (p,q) =d =1 ypor lotantop A gsoncoprimos. =
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Teorema 1.60

Sean n,n;,n, N talesque
n=n;.n,
Connimpar, g AN, coprimos 'y Ny, N, #1.Sea
G={xeZ,l xesinvertible}

P
Entonces 3 a G de orden par P tal que a2 #+1 (mod n)

Demostracion
Si se considera el siguiente sistema de congruencias:

{x =1 (mod n,)

=-1 (mod n, ) 4]

Entonces, por € Teorema Chino del Resto (Teorema 1.57), existe un entero x que es
solucion de este sistema. De la Proposicion 1.58 resulta que

x =+1 (mod n) [2]
Por otro lado, de la ecuacion [1] setiene

{ nf(x-1) _ { (x-1)=ky. 1y

nol(x+1) 7| (x# 1)=kgon, PHAAGM I T

En consecuencia
(x =1)(x+1)=ky.n Kp.ny = x2-1=ky. Kp.npny = x2-1=ky. kp.n

= n| (x2 —1)
Es decir,
x2 =1 (mod n) [3]

Considérese ahora X, € resto de ladivision enterade x por n. Por lo tanto x, € Z,, y de
laProposicién 1.30 inciso 8) setiene que
X, =x (mod n) [4]

De[2] y [4] resulta
X, #+1 (mod n) [5]

Ademas, de[3], [4] y aplicando la Proposicion 1.30 inciso 7) se obtiene
x? =1 (mod n) [6]

De esta Ultima ecuacion se deduce que X, esinvertible (su inverso es x, ) y tiene orden
P

2, que es par. Tomando a=x, y P=2, delaecuacion [5] resultaque a2 #+1 (mod n)

|
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Proposicion 1.61

Sean a,neN con n=1ytal que n=aX para agun k € N. Entonces k slogz(n).

Demostracion
Obsérveseque a> 2, puessi a= 1 entoncesn = 1, lo cual contradice la hipotesis.
Como n =a* entonces

log, (n)=k log, (a) [1]
Por otro lado, como a > 2 entonces
1
log, (a)>log, (2) = log,(a)=1 :>Iog (a)sl [2]
2
Por lo tanto, de [1] y [2] resulta
log, (n) 1
k = =log, (N). <log, (n).1=log, (n). |
|ng(a) 2( )Iogz(a) 2( ) 2( )

Corolario 1.62
Seann,k eN. S ¥n¢N vk e N conk <log, (n) entonces K'ngN vk eN.

Demostracion
Se supondrd por el absurdo que 3k e N con k>log, (n) tal que KneN .

Por lotanto, ¥/n =a paraagun ae N. Entonces n =aX paraalgin ae N.
Por la Proposicién 1.59 resulta que k <log, (n), lo cual es una contradiccién pues

k>log, (n). m
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Capitulo 2
L os Qubits

La unidad minima de informacion en Computacion Cuantica es e qubit, € andlogo al
bit en Informética Cléasica

En € capitulo introductorio se definié € qubit desde €l punto de vista fisico, pero en
este capitulo se lo definird desde e enfoque matemético.

Posteriormente se desarrollara el sistema cuéntico formado por dos 0 més qubits junto
con sus propiedades fundamental es: la superposicion y €l entrelazamiento.

Sistemas formados por un qubit

L os sistemas computacionales cuanticos formados por un qubit procesan lainformacion
utilizando un qubit. Su definicion se expone a continuacion.

Definicion 2.1: qubit

Un qubit esun vector q C? dembdulo 1. Esdecir,

dondea , b eC yverificanque |a |2+ | b |2 =1

El hecho de que un qubit sea de modulo 1 se debe a Primer Postulado de la Fisica
Cuéntica (véase [3]). Como un qubit se puede escribir de laforma

=32 fo) 0 2)

1 0
Se dice que € conjunto { (Oj , (1

formado por un qubit. Por otro lado, si se establ ece |a siguiente notacion:

) e

Entonces laDefinicidn 2.1 se puede reformular de la siguiente manera:

j } es una base ortonorma para € sistema
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Definicion 2.2:
Un qubit esun vector g delaforma

4= [0>+p |1>
Donde

|®:[a;|g:ﬁj y a,BeCoon |of+|pf?=1

En este caso, el conjunto { |0) , |1) } constituye una base para el sistema formado
por un qubit.

Los vectores |0) y |1) secorrespondenconel 0y 1 del bit clasico.
Si q = |0) se dice que el qubit esta en estado 0, mientras que si g = |1) el qubit esta en

estado 1.
Cuando o ¥y B no son nulos, se dice que el qubit esta en estado de superposicion, 1o

cual significa gue se encuentra simultdneamente en los estados clasicos 1 y O.

Ejemplo 2.3

Indicar si los siguientes vectores complejos representan qubits:

V2
B i 2"
a) gy = b) a2 =| 2 C) O3 =
|_
2 2
Solucion

Teniendo en cuentaquesi z= a + i b es un nimero complego, e cuadrado de su médulo
es|z |2 =a’ +b? . Entonces

* (2) (V) 1 1,
2 2 ) T2 27

2

2

2

+'\/E

a) 5

2

Luego, g; representa un qubit.

2

2
+| O|2 :E%j +(O)2 :%;tl

1.
b | =
) |5

En consecuencia, g, no representa un qubit.

IRCEOREECES

Por lo tanto, gz representa un qubit.

2
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¢Coémo medir e estado de un qubit ?

Seguin € Principio de Superposicion de la Mecanica Cuantica, mientras una particula
subatdmica no interactlia con su entorno, ésta puede estar en varios estados al mismo
tiempo. Es decir, se comporta como si pudiera hacer varias cosas simultdneamente. En
particular, unqubitg= o |0>+  |1> puede estar en ambos estados: 0 y 1.

Pero curiosamente, en el instante en que es sometido a una medicion, e qubit “colapsa”’
a uno de estos dos estados: 0 o bien 1. Esto significa que € estado de superposicion
desaparece y €llo se debe a que, en el momento en que €l electron es observado, sdlo
adopta una de las dos posiciones de giro: spin arriba (estado 0) o spin abajo (estado 1).
Pero, ¢como saber a cual de estos dos estados colapsara e qubit inmediatamente antes
de efectuar la medicién? Solo se puede saber en términos de probabilidades y, para
cacularlas, se aplica la siguiente definicion, basada en e Tercer Postulado de la
M ecanica Cuantica:

Definicion 2.4: Medida de un qubit
Dado un sistema formado por un qubit, cuyo estado se describe mediante el vector
g=a [0>+f |1>

S al qubit se lo somete a una observacion entonces:
El nimero | a |2indica la probabilidad de encontrar e qubit del sistema en estado O .

Mientras que | b |2 da la probabilidad de encontrar el qubit del sistema en estado 1.

Ejemplo 2.5

i

Dado e qubit :%i 0) + % 1)

a) ¢Cual eslaprobabilidad de que, a ser sometido a una medicion, éste se encuentre en
estado O o spin arriba?

a) ¢Cud eslaprobabilidad de que, a ser sometido a una medicion, éste se encuentre en
estado 1 o spin abgjo?

c) ¢Es posible que a ser observado el qubit, se encuentre simultaneamente en estado O y
en estado 1?

Solucién

2 3

“15
b) La probabilidad de que € qubit se encuentre en estado 1 es

J5 [ (Ji5Y) 15
4 | L4 ) 16

a) La probabilidad de que el qubit se encuentre en estado 0 es ‘ %i

4

c) No es posible que € qubit, a ser observado, se encuentre simultaneamente en los
estados 0 y 1, ya que colapsara solamente a uno de estos dos estados.
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Cabe preguntarse qué pasaria si las computadoras cuanticas utilizaran, para procesar |os
datos, més de un qubit. En estos casos |os qubits comienzan a interactuar entre si para
generar un nuevo sistema fisico. En la préxima seccién se mostrara cdmo describir su
estado. Se vera que & producto tensorial desempefiara un rol importante, ya que
permitira modelar mateméticamente este tipo de sistemas.

Sistemas formados por dos qubits

Seguin €l Cuarto Postulado de la Mecéanica Cuantica (véase [3], pag.36 ), € estado de un
sistema formado por dos qubits q; Yy g queda determinado por e producto tensoria
0 ®d .

A fin de simplificar la expresion de los productos tensoriaes, se introduciré la siguiente
notacion:

Notacion 2.6:
S x,ye{ 0, 1}entonces seescribe

[x)®ly) = [xy) obien |x)®]y)=[x,y) obien [x)®y)= [x) |y)

Por lo tanto, S
Q=0 |0>+Py [1> y Op=0ay |0>+ P, |1>

Entonces, a aplicar las propiedades del producto tensorial resulta
h ®da=(0g[0>+P1 [1>)® (ap |[0>+Py [1>)=
=0q 000>+ 03By [01>+ B ap[10>+By Bp|11>

Al calcular estos productos tensoriales se obtiene

| 00>=|]0>® |0>= ! ® 1 = 1(;j - [3 ~ é
o)l
| 01>=(0>®|1>=|* | ® (2] - 18) _ Gj ~ S
DA R N
| 10>=|1>®0>=°] @ [}] = 0@ _ (gj . 8
G-l o &
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R O O O

|11>:|1>®|1>:@®m: 1@ _ m .

En consecuencia,
01 A2
ag PBo

0 ®Qqp =
B as

B B2

Como se puede comprobar, el producto tensorial de dos qubits genera un vector de 2°
componentes. Por otro lado, seglin € Primer Postulado de la Mecanica Cuéntica (véase
[3], pag. 24), € vector de estado del sistema debe ser de modulo 1. Esto da lugar a
definir un 2-qubit de la siguiente manera:

Definicion 2.7: 2-qubit
Un 2- qubit esun vector g € C* demédulo 1. Es deir,

q =
%)

83

3
Donde & ,& ,a ,a3 € C y verifican que Z| 3 |2 =1

I =0

Teniendo en cuentaque { |00>, |01>,]10>,|11> } esunabase parael espacio
delos 2- qubits, laDefinicion 2.7 se puede reformular de la siguiente manera:

Definicion 2.8:
Un 2- qubit esun vector g delaforma

g=g |00>+g |01>+a |10>+383 |11>
Donde

3
2
30,31,3.2,3.36@)/ Z|a| | =1
i =0
En este caso, el conjunto { |00 >, |01 >, |10 >, |11 > }constituye una base para
el espacio delos 2- qubits
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De este modo, un 2-qubit es un vector que describe e estado de un sistema formado por
dos qubits. Nuevamente, del Tercer Postulado de la Mecanica Cuantica se deduce la
siguiente definicién:

Definicion 2.9: Medida de un 2- qubit

Dado un sistema formado por dos qubits, cuyo estado se describe mediante e 2-qubit

g=g |00>+g |01>+ay |10>+383 |11>

S ambos qubits son observados entonces

| & |2 indica la probabilidad de encontrar € primer y segundo qubit del sistema en
estado 0.

EN |2 indica la probabilidad de encontrar el primer qubit del sistema en estado Oy el
segundo qubit del sistema en estado 1.

| ay |2 indica la probabilidad de encontrar € primer qubit del sistema en estado 1y €l
segundo qubit del sistema en estado O.

| ag |2 indica la probabilidad de encontrar € primer y segundo qubit del sistema en
estado 1.

Ejemplo 2.10

Se tiene un sistema cuantico formado por dos qubits, cuyo estado esta definido
. . 1 1 5 -

mediante el 2-qubit q=— [00) + — [10) + ‘/— 01). Se hadecidido observar los

dos qubits que componen €l sistema.

a) ¢Cud eslaprobabilidad de que ambos qubits estén en estado 0?

b) ¢Cud es la probabilidad de que € primer qubit esté en estado 1 y € segundo en
estado 0?

c) ¢Cud eslaprobabilidad de que ambos qubits estén en estado 17?

Solucién

a) Laprobabilidad de que ambos qubits estén en estado O es

‘L i _(Lf 1
V3 ¥3) 3
b) La probabilidad de que € primer qubit esté en estado 1 y € segundo en estado 0 es
1f _Hz 1

2 4

2
c) La probabilidad de que ambos qubits estén en estado 1 es 0.
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Como se mencion6 anteriormente, a medir € estado de un qubit del sistema,
anicamente es posible obtener dos resultados: estado 0 o bien estado 1. Ademas, antes
de efectuar la medicidn, sélo se puede predecir en términos de probabilidades en qué
estado se hallara dicho qubit. Asi, e calculo de probabilidades estara siempre presente a
lo largo de este trabgjo y por estarazon se introducirala siguiente:

Notacion 2.11:
P(gi = [0) )=Prob(g;=0)= Probabilidad de encontrar el i-ésimo qubit del
sistema en estado 0.

P(g; = [1) )=Prob(qj=1 )= Probabilidad de encontrar e i-ésimo qubit del sistema
en estado 1.

Ejemplo 2.12

Se tiene un sistema cuantico formado por dos qubits, cuyo estado se describe mediante
el 2-qubit

1 1. 1 1. J3
a=> 00) + n o1) + (EJFEIJ 10)+ T|11>.

Se ha decidido efectuar la medicion de ambos qubits.

a) ¢Cud es la probabilidad de que e primer qubit esté en estado 1 y el segundo en
estado 0?
b) ¢Cud eslaprobabilidad de que el segundo qubit esté en estado 17?

T
b) Al aplicar |as propiedades del calculo de probabilidades resulta
P(q2 = |1> ):P(QZ = |1> A (Q1= |0> v g = |1> ) ):
P(( Q2 =1)A @ =[0) Jv(az=1) A ¢ :|1>)):

=P (dz =[1)r gy =[0))+P (a2 =[1)A @ =[1))=

2 2
> |v3 _miﬁ 1.3 1
4 4 16 16 4

4
A continuacion se describiran los sistemas cuanticos formados por 3 qubits, para luego
generalizar an qubits.

Solucion

&) Py = [1) A gp = |0>)=‘%+%i

1.

4




Sistemas formados por tres qubits

El estado de un sistema formado por tres qubits q; , 02 Y gz queda determinado, segun €l
Cuarto Postulado de la Fisica Cuantica, por € producto tensorial g; ® g, ® 03 .

Nuevamente, a fin de simplificar la expresion de los productos tensoriales, se introduce
lasiguiente:

Notacién 2.13:
S x,y,ze{ 0, 1} entonces se escribe

[x)®|y)®|z) =[x yz) obien [x)®[y)8|z) = |x y) |2)
obien |x)®|y)®|z) = [x)]y)|2)

Por lo tanto, si

O =oq [0>+Bg [1>, gp =ap |[0>+P5 [1> Yy O3 =03 |[0>+fB3 [1>
Entonces, a aplicar las propiedades del producto tensorial se obtiene

Oy ®02 ®az=(0q [0>+ Py [1>) ®(ap [0>+ Py [1>) ® (ag [0>+ P3 |1>)
=0y apa3[000>+ 05 ap B3|/001>+ 01 Bp 03/010>+ 0y By B3]011> +
+ Brapaz[100>+ Py 0pP3|101>+ By Praz[110>+ By BpP3l111>

Al calcular estos productos tensoriales resulta

1
1 1 1) |o

| 000>=|0>® |0>® |0>= ® ® | |~
0 0 o) |o
0

o Fr O Fr OPR

Q

O O O OO o o O Bk

O O OO OO0 O

Y asi paralos demas casos. Luego,




0y O O3
oy ap B3
oy B ag
oy B2 B3
P oy og
P oo B3
B B2 a3
B B2 B3

0 ®02® Qg3 =

De este modo, el producto tensorial de 3 qubits genera un vector de 2% componentes.
Ademas, por & Primer Postulado de la Fisica Cuantica, €l vector de estado del sistema
debe tener médulo 1. Esto dalugar a definir un 3-qubit de la siguiente manera:

Definicion 2.14: 3-qubit

Un 3- qubit esun vector q € C® demédulo 1. Esdecir,
-
9= (e .a, 8,3, 3,3, 3%, &)

7
Donde g eC Vi=0,..,7 y verifican que Z|ai |2 =1
1 =0

Teniendo en cuenta que

{1000>, |001>,]010>,]011>,|100>,]101>, | 110>, [111> )

Es una base para € espacio de los 3- qubits, la Definicion 2.14 se reescribe de la
siguiente manera:

Definicion 2.15:
Un 3- qubit esun vector g delaforma
g=g |000>+4& |001>+4a, |010>+a3 |011>+4a, [100>+

+a5 |[101>+a5|110>+a 111>
Donde

I
aeCVvVi=0..,7 y Z|a, |2 =1
i =0
En este caso, el conjunto
{1000>, |001>,]|010>,]|011>,]100>,]101>, 110>, [111>}

Constituye una base para el espacio de los 3- qubits
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De este modo, un 3-qubit es un vector que describe € estado de un sistema formado por
tres qubits. La medida de un 3-qubit se define de manera similar alas Definiciones 2.4
y 2.9.

A continuacion se definiran los n- qubits, los cuales permitiran describir € estado de un
sistema formado por n qubits.

Sistemas formados por n qubits

El estado de un sistema formado por n qubits se describe mediante un n-qubit. Su
definicion surge del Primer y Cuarto Postulado de la Mecénica Cuantica y es la
siguiente:

Definicion 2.16: n-qubit
n
Dado un nimero natural n, un n- qubit esun vector q € C? demédulo 1. Es decir,
T
q= (ao 8Ly e az”—l)
21

Dondeg €C Vi=0,..,2" -1 y talesque Z E |2 =1
i =0

En este caso, una base del espacio de los n- qubits es

{ |Xn-1 Xn—2 ~Xg Xg) cCONX; =06 1,i=0,1,.,n-1}

Donde
[Xng Xp_2 «X1 Xg) = [Xp1) ® [Xp2) ® ..® [x1) ® |Xg)

Si se quisiera representar un n-qubit como combinacién lineal de los elementos de esta
base (de una manera similar ala planteada en las Definiciones 2.8 y 2.15) entonces su
expresion, con esta notacidn, se tornaria engorrosa si n fuera muy grande.

Por esta razon se adoptara la siguiente convencion, muy utilizada en Computacion
Cuantica

Notacion 2.17:

S xj =061 con i=0,1,..,n-1 entonces

Xnq Xp_2 X1 Xg) = [X)

Donde x es la representacion en base 10 del nimero binario X,_3 Xp_2 .... X1 Xg -
Esdecir,

x=29xg 2t xg + .. +2" 2 x, 5 +2" x4

El siguiente g emplo ilustrard como aplicar esta notacion.
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Ejemplo 2.18

Dado e 2-qubit g = g [00) + & [01)+ a, [10)+ ag|11), expresarlo segin la
Notacion 2.17
Solucion

El siguiente cuadro ilustra como representar cada el emento de la base del espacio de los
2-qubits:

NUmero binario Representacion en base 10
00 0(2°)+0(2')=0
01 1(2°)+0 (2t)=1
10 0(2°)+1 (2" )=2
11 1(2°)+1 (24 )=3
Por |o tanto

00) = |0)

01) = |y)

[10) = [2)

11) = 3)

En consecuencia, €l 2-qubit g se escribe
3
a=> a |i).
i=0

Con esta nueva notacion para los elementos de la base del espacio de los n-qubits, se
puede extender las Definiciones 2.8 y 2.15 del siguiente modo:

Definicion 2.19:

Un n- qubit esun vector g delaforma

N1
a= > 5 |i)
i=0

Donde
2"

g eC Vi=0,.2"-1 vy Z |ai |2 =1.Enestecaso, € conjunto
i=0

{|o>, 1), ]2) ..., ‘2”-1>}

Constituye una base para el espacio de los n- qubits




La siguiente Proposicion prueba que, si X es la representacion en base 10 del niUmero

n
binario X,_1 Xp_2 -... X1 Xg , & n-qubit |x> se corresponde con un vector en C?  que
tiene un 1 en la posicion “x” y 0 en € resto.

Proposicion 2.20
Sea neN vy XE{O,l,...,Zn—l }Ia expresion en base 10 del nimero binario
Xn—l Xn_z Xl XO . ESdeCir,

x=20 xg #21 xg + ... +2" % x, , +2" x4

Conx; =061 Vvi=0,1,.,n-1.

n .
Entonces |X ) =|Xp_1 Xpn_p - X1 Xg ) Se corresponde con un vector en C2 que tiene
un 1 en la posicién “x”y 0 en el resto.

Demostracion
Se aplicara e Principio de Induccidn sobre n.

Paran=1

En este caso, X e{o, 2! —1} ={0, 1} . Luego, se presentan dos casos:

ra

1) Si x =0 entonces |x ) =|0) =C? quetieneunlenla

1
(OJ , Qque es un vector en C

posicion x =0y 0 en € resto.

o

0
2) Si x = 1 entonces |x>:|l>:(1J, que es un vector en C2 =C? quetieneun 1 enla

posicion x=1y O en € resto.

Se supone ahora que la propiedad es valida para n (Hipotesis Inductiva).

Es decir, six e{o, 1,2,..,2" —1}&3 la expresion en base 10 del niumero binario

Xn_1 Xp_2 X1 Xg, €NONCES |X)=|Xp_1 Xp_p ... X3 Xg)Se corresponde con un
n

vector en C? quetieneun 1 enlaposicion xy O en € resto.

Se probaré qgue la afirmacién es valida paran+1

Sea XE{O,l 2 .., 2"+ —1} la expresion en base 10 de numero binario

Xn Xn-1 Xp_2 ... X1 Xq - ESdecir,
n n-1

X=in 2! =x,, 2”+in 2l =x, 2" +x

i =0 i =0
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Donde

_ n-1 _
X ZZXi 2' . |'1'|
i =0
De este modo,
X =Xn 2n+; |'2'|

As, de [1], xes la representacion en base 10 del nimero binario
Xn—l Xn_z Xl XO .

Por lo tanto, por Hipdtesis Inductiva, ‘;>:|xn_1 Xp_2 e X1 x0> Se corresponde con

n —
un vector en C? guetieneun 1 enlaposicion x y O end resto. Esdecir,

0

‘;>z 1 |« Posicion x ¢ 2" componentes (3]

Se consideran dos casos:
1) S x,=0

Por [2] setiene que x = x . Aplicando la definicidn de producto tensorial, |a Hipétesis

Inductivay [3] resulta

[X)= |Xn Xp_1 Xn_g X1 X0) =[Xn) ®[Xp g Xp_p o Xq XO>:|O>®‘;>:

0 0 0
0 1|1 1 1 « lugar x
1) | _ 0
=" |®|1«luger x |= = ~|° 2" + 2" = 2" componentes
0 0 0
0 .
0.1 0 0
0 0 0
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n+1
En consecuencia, |x > Se corresponde con un vector de C? quetieneun 1 en el lugar

X =X yOend resto.
2) S xp=1

En este caso, por [2] setiene quex = 2" +x . Nuevamente, aplicando |a definicion de

producto tensorial, la Hipotesis Inductivay [3] resulta

|x)= |Xn Xpn-1 Xp-2 X1 X0>:|Xn>®|xn—1 Xn-2 X1 XO>:|1>®‘;>:

0 0 0
1 0
0 0 0
0 v 0 n n n+l
=, ®| 1<« lugar x |= 0 = 0 ~0 2" +2" =2"""componentes
0 n — —
11 1 |« lugar 2" + x 1« lugar 2" +x
0 0 0

n+1
Por |o tanto, |x>se corresponde con un vector de c? gue tiene un 1 en € lugar

x=2"+x yOend resto. m

Se finaliza esta seccion con un g emplo donde se utiliza la representacion decimal de un
5-qubit.

Ejemplo 2.21

Se tiene un sistema cuantico formado por 5 qubits, cuyo estado se describe mediante el

5-qubit
q= (Liij 0+ L5y e L2+ B jas)-L a0y + ML ey
2 4 8 2 4 4 8
a) Expresar el qubit g en notacion binaria.
b) ¢Cud es la probablidad de que, al observar todos los qubits, el quinto qubit esté en
estado 1y los restantes en estado 0?
c) ¢Cud es la probabilidad de que, a medir todos los qubits, e quinto qubit esté en

estado 1?

Solucién

a) Primeramente seexpresan [1), |5), [21), [25), |30) y |31) en notacion binaria:
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NuUmero decimal Representacion binaria
1 00001
5 00101
21 10101
25 11001
30 11110
31 11111
Por lo tanto
q= (%+%i] |00001>+§ |00101>+%i |10101>+$ |11001>—% |11110>+gi 11111)
b)
2 2 2
1.1 1 1Y _5
p(q1_|o>Aq2_|o>Aq3:|o>Aq4_|o>Aq5_|1>):‘ET :(E] {Zj -2
0 (e =)= i [ [ BT
BT Te] T2 4 8 |
1,1 1 1 3 11 _15
=—+—+—F+—F+—+—=—".
4 16 64 4 16 64 16

En la siguiente seccion se expondra una propiedad fascinante que gozan las particulas
subatdmicas y que, hasta € dia de hoy, no deja de sorprender a la ciencia €
entrelazamiento cuantico.

El entrelazamiento cuantico

Las particulas subatdmicas cuentan con una propiedad |lamada entrelazamiento o
enredo cuantico (entanglement en inglés).

Este fendmeno funciona del siguiente modo:

Cuando dos o0 més particul as subatomicas interactlian, éstas pueden acabar entrel azadas.
Esto significa que su posicién u otras propiedades quedan estrechamente vinculadas
mediante un proceso desconocido, hasta el dia de hoy, por la ciencia moderna.

Gracias a esta particularidad, lo que le ocurre a una particula puede afectar a la otra,
aunque disten entre si millones de afios luz y no haya nada de por medio entre ellas.
Segun Einstein, “Este es un fendmeno espeluznante a distancia....”

Como € estado de las particulas cuanticas se describe mediante los qubits, €
entrelazamiento cuantico hace que cualquier cambio en e estado de un qubit, provoque
un cambio instantaneo en e otro qubit entrelazado.
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Figura 2.1: El entrelazamiento cuantico.

Este fendmeno produce que, s los electrones Ay B estan entrelazados, al observar o medir €l estado de
giro del electron A, el electron B recibird automaticamente la “sefial”” y se mostrara girando, por
gjemplo, en sentido contrario.

Pero ¢como se describe mateméticamente este fenOmeno? Para responder a esta
pregunta, se dara primeramente su correspondiente definicion.

Definicion 2.22: Qubits entrelazados

Dado un sistema cuantico formado por n qubits di, 0z, ..., On , Se dice que éstos estan
entrelazados si €l n-qubit g ,que describe el estado del sistema, no puede ser expresado
como producto tensorial de los qubits que componen dicho sistema.

Méas especificamente, g1, Oy, ..., qn €stén entrelazados si

q1 qlquAAqn

Por € contrario, si
a=ds Adx A .. AQ,

Sediraquelosqubitsqgy, g5, ..., 0, NO estén entrelazados.

Ejemplo 2.23

se deduce que los dos qubits . y g que

+ £|10>
2

Probar que del 2-qubit q = % |01)

componen €l sistema estan entrel azados.

Solucion

Se supone por el absurdo que g; y gy ho estan entrelazados, es decir,
a=0 ®0Qy

Donde
G =0g [0)+PB1 |1)
ap =ap |0)+By |1)

Porlotanto,s g=0; ® g, entonces

52



V3

1
> |01>+7 10)=ay oy [00)+0y By |01)+PB; ap [10)+Py By [11)

De aqui resulta el sistema de ecuaciones

0p Op =

ag Bp =

B ap =

B P2 =0

N[~ O
Sl

De laprimeraecuacion setieneque 0qy=0 6 a,=0.
, . : 1
Siay=0, a reemplazar en la segunda ecuacion se obtiene 0 = >

B3

Similarmente, sia.,= 0, al reemplazar en latercera ecuacion resulta 0 = >

En ambos casos se llega a un absurdo, que proviene de suponer que los qubits no estan
entrelazados.

Ejemplo 2.24

Setiene un sistema formado por dos qubits g; y g, , cuyo estado se expresa a través del
2-qubit ¢ =% |OO>—% |Ol>+% |10>—% [11) . Hallar las expresiones de o y 0
para que no queden entrel azados.

Solucion

Sean
G =0q [0)+P; |1)
dp =0y [0)+B, [1)

Se tratara de hallar las expresiones de a4 , 1 , ao , B, de modo tal que o1 y o no
queden entrelazados, es decir, que verifiquen la ecuacion

=01 ® Q
Porlotanto,s g=0; ® g, entonces

1 1 1 1
> |oo>-§ |Ol>+§ |10>—E [11)=ay oy [00)+0y By [01)+By ap [10)+By By [11)

De aqui resulta el sistema de ecuaciones
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Ademés,

o[>+ (B> =1 [5]

oo+ (B2 P=1 [6]

Se tratara de expresar 1 , ao , B, entérminos de a4 . De las ecuaciones [1] - [3] se
obtiene

1
== 7
a2 2 oy []
1
=_ 8
B2 2 oy 8]
1 1
= = = 9
Bl 20(2 2 1 0(,1 []
20(.1

Reemplazando [9] en [5] setiene
‘0(’1‘24- ‘Bl‘z =1 = ‘a1‘2+ ‘0(,1‘2 =1 = 2‘&1‘2 =1= ‘al‘z :%
L uego,

J2

o | = - [10]

De manera similar, al reemplazar [7] y [8] en [6], se obtiene la ecuacion [10]. Por lo
tanto, paraque q: y gz ho estén entrel azados, sus expresiones deben ser de laforma

J2

Con oy | ==

Cabe preguntarse cOmo evoluciona un sistema cuantico formado por dos o mas qubits,
cuando solamente algunos qubits son sometidos a observaciéon. Las siguientes
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Proposiciones responden a esta pregunta, para €l caso de sistemas formados por dos o
tres qubits.

Proposicion 2.25
Sea un sistema compuesto por dos qubits, y cuyo estado se describe mediante el 2-qubit

g=& |00>+& |01>+a |[10>+a3 [11>
Entonces

S una vez realizada la medicion solo del primer qubit del sistema, se obtiene que éste
esta en estado 0, € 2-qubit evoluciona al siguiente estado:

a [00)+a; [01)
|2

q =
|"°‘0|2 *lag
Y s se obtiene que éste esta en estado 1, € 2-qubit evoluciona a un nuevo estado dado
por
4= ap |10)+ay |11)

J a2l +[as

Expresiones similares se obtienen para los resultados de |la medida del segundo qubit
del sistema.

Demostracion

Véase|[ 5| m

Proposicion 2.26
Sea un sisterma compuesto por tres qubits, y cuyo estado se describe mediante el 3-qubit

=& |000>+ g [001>+ a, |010>+ ag |011>+ &, | 100>+ ag | 101> +
3% |110>+ & |111>
Entonces

S una vez realizada la medicion de los dos primeros qubits del sistema, se obtiene que
ambos estan en estado 0, €l 3-qubit evoluciona al siguiente estado:

ag |000) +a, [001)
q:
|2

2
[ao|” +[ag
Expresiones similares se obtienen para las restantes mediciones.

Demostracion
Véase[S5]m

Las Proposicion anterior se puede generalizar para € caso de sistemas formados por n
qubits,

Los siguientes ggemplos muestran cdmo, en caso de haber entrelazamiento, a medir €
estado de un qubit se podra predecir, con un 100% de seguridad, en qué estado estara el
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otro qubit del sistema en caso de ser observado. Mientras que s los qubits no estan
entrelazados, la medida de un qubit no influira en lamedida del otro.

Ejemplo 2.27

Sea €l sistema entrel azado presentado en e Ejemplo 2.23, determinado por €l 2-qubit

B3

_1 V3
a= 7 o1) + > |10)

S a medir € primer qubit del sistema se observa que éste esta en estado O, de la
Proposicion 2.25 resultaque € 2-qubit evoluciona al estado

q= |01)

En este caso, |as probabilidades de medida sobre el segundo qubit son

P(az = [0))=0

P(az = [1))=1
Esto significaque si a observar €l primer qubit del sistema, éste se encuentra spin arriba
(estado 0) entonces hay un 100 % de seguridad de que € segundo qubit del sistema se
halle spin abgjo (estado 1).

Por otro lado, si a medir el primer qubit resulta que éste se encuentra en estado 1, de la
Proposicion 2.25 resulta que el 2-qubit evoluciona al estado

q=[10)
Y en este caso, las probabilidades de medida sobre el segundo qubit son
P(az = [0))=1
P(az = [1))=0

Lo cua significaque si a observar e primer qubit del sistema, éste se encuentra spin
abagjo (estado 1) entonces hay un 100 % de probabilidad de que €l segundo qubit del
sistema esté spin arriba (estado 0).

En ambos casos se puede comprobar que la medida del primer qubit si afectala medida
del segundo qubit del sistema.

Ejemplo 2.28

Sea el sistema no entrelazado presentado en € Ejemplo 2.24, determinado por e 2-qubit
1 1 1 1
=— 100)—-= |01)+= [10)——= |11
G =7 [00)-= [01)+- [10)- |11)

Si a medir € primer qubit del sistema se observa que éste estd en estado 0, de la
Proposicion 2.25 resulta que el 2-qubit evoluciona a estado

1 1
=7 |00>—ﬁ 01)
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En este caso, las probabilidades de medida sobre € segundo qubit son
1P (1Y) 1
P = O = |— = —_— e
(q2 | >) ‘\/E (\/Ej 5

O

Por otro lado, s a medir @ primer qubit resulta que éste se encuentra en estado 1,
nuevamente de la Proposicion 2.25 resulta que € 2-qubit evoluciona al estado

1 1
q =ﬁ |10>_ﬁ 11)

Y en este caso, las probabilidades de medida sobre el segundo qubit son
1

P(az = [0) )=P(az = [1) )=
En ambas situaciones se puede observar que la medida del primer qubit no influye en la
medida del segundo qubit del sistema, ya que habra un 50% de seguridad de que €
segundo qubit pueda estar en estado 1 o en estado O.

El ggemplo anterior muestra mateméticamente que, cuando dos particulas subatomicas
estan entrelazadas, € estado de una de €llas afecta sobre € estado de la otra, aunque se
encuentren arbitrariamente algjadas entre si y sin ningiin medio fisico que las una.
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Capitulo 3

Compuertas y circuitos cuanticos

En Computacion Clasica, para manipular la informacion almacenada en un conjunto de
bits se utilizan compuertas |6gicas. Por gemplo, las compuertas AND, OR, NOT, XOR,
NAND, etc.

En cambio, en Computacién Cuantica, para manipular lainformacién almacenada en un
conjunto de qubits se utilizan compuertas cuanticas.

Desde € punto de vista de la Fisica, una compuerta cuantica es un dispositivo electro-
magnético con n qubits de entrada y n qubits de salida, que permite modificar € estado
de los qubits que ingresan. Es decir, pueden cambiar €l spin de los electrones que
componen €l sistema.

4

Figura 3.1: Representacion grafica de una compuerta cuantica. aes el estado en que puede quedar €l
qubit g al atravesar una compuerta.

Caracteristicas de las compuertas cuanticas

Las compuertas cuanticas son las encargadas de realizar |as operaciones, |0s computos.
Tienen fundamental mente | as siguientes propiedades.

m Reversibilidad.

m El nimero de entradas es igual al nimero de salidas.

m Reversihilidad

Una compuerta es reversible s a partir de los datos de salida se pueden recuperar 1os
datos de entrada. Es decir, para cada compuerta debe haber otra que “deshaga” lo que
hizo la primera.

9'1 qI
4 +
.r"w"" (?1_ ,._‘_'__,_-:l'
= =]

Figura 3.2: Reversibilidad de una compuerta cuantica. La compuerta C; modifica el estado del qubit g,
para transformarlo en el estado g,. Mientras que la compuerta C, revierte el estado g5, para
recuperar el estado q;.
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La reversibilidad de una compuerta cuantica es un requisito sumamente importante,
porque los resultados de los algoritmos cuanticos se determinan en términos de
probabilidades. Es por ello que un mismo algoritmo necesita ser g ecutado varias veces
para poder afirmar, con cierto porcentge de seguridad, cudes son los resultados
obtenidos. De este modo, un qubit debe ser capaz de recuperar su estado anterior afin
de “recalcular o reiterar” las operaciones indicadas en & agoritmo.

La Computacién Clasica no necesita tener compuertas reversibles. La compuerta NOT
eslaunicaquesi lo es, como seilustraen lasiguiente figura.

Figura 3.3; Reversibilidad de la compuerta NOT. Poniendo detras de una compuerta NOT otra igual, se
deshace lo que hizo la primera.

m El nimero de entradas esigual al nimero de salidas

Si la compuerta cuantica tuviera menos salidas que entradas, se desecharia informacion.
Este hecho se traduce fisicamente en una disipacion de la energia que se transforma en
calor y, por consiguiente, estos sistemas se calentarian. Como |os estados cuanticos del
atomo son extremadamente fragiles, la superposicién podria verse afectada ante la mas
minima fluctuacion de la temperatura, |0 que provocaria errores de calculo.

Por otro lado, si la compuerta tuviera més salidas que entradas, la compuerta encargada
de recuperar los datos de entrada tendria menos salidas que entradas. Pero, por 10 visto
anteriormente, se producirian errores de calculo.

Por esta razon una compuerta cuantica debe tener el mismo nimero de entradas que de
sdidas.

Como modelar matematicamente una compuerta cuantica

Para modelar matemdticamente una compuerta cuéntica, se recurre a Segundo
Postulado de la M ecanica Cuantica:

Segundo Postulado de la Mecanica Cuantica:

La evolucién de un sistema cuantico cerrado (totalmente aislado, sin intercambio de
energia con su medio ambiente) se describe mediante una transformacion unitaria. Es
decir que, sl g; es @l estado del sistema en el instante t; y g, es e estado en el instante
to, entonces existe un operador unitario U de modo tal que g2 = U as.

Debido a que una compuerta cuantica de n qubits es capaz de modificar o hacer
evolucionar € estado de los qubits del sistema, € Segundo Postulado sugiere asociar, a
cada compuerta cuantica, una transformacion unitaria definida en e espacio de los
n-qubits, ya que éstos describen el estado del sistema. Por otro lado, como los n-qubits

n
se identifican con vectores en C? | la transformacion unitaria guedara definida en
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n
C? . Ademéds, se sabe que toda transformacion unitaria lleva asociada una matriz
unitaria. Es por ello que de aqui surge la definicion matemética de compuerta cuantica:

Definicion 3.1: Compuerta cuantica

Una compuerta cuantica, de n qubits de entrada y n qubits de salida, es una matriz
n n
unitaria U de orden 2", es decir, una matrizU € C? x C2 que verifica
Uu'=uU'uU =1

Donde U™ es|a traspuesta conjugada de U e | esla matriz |dentidad.

La siguiente Proposicion prueba que una matriz unitaria preserva e médulo de un
vector y, en consecuencia, transforma un n-qubit en otro n-qubit.

Proposicion 3.2
Sea ve C™ yU unamatrizunitariamx m. Entoncessi || v|[=1= [Uv|=1

Demostracion

Siv=(Vy, Vo ..., V)" Y W= (W Wa ..., Wn)" entonces <v,w>=v'w.

Porlotanto [Uv|f=<Uv,Uv>=(Uv)TUv =vUTUv=VUT Uv =

=VUT Uv =U UV =VTv=VIv=VvVvs=<vv>=|v|t
En consecuencia, [|U v [P = | v >

Deaqui restitaque [|v[|= 1= |v[*=1 = |Uv[f=1= [Uv|=1 m

Circuitos Cuanticos

Para cualquier computo cuantico se necesita disefiar un circuito cuantico, € cual se
define de la siguiente manera:

Definicion 3.3: Circuito cuantico

Un circuito cuantico es un dispositivo que consta de |os siguientes elementos:

1) Uno o més qubits de entrada. Estos slo pueden estar inicializados en |0) oen |1)

ya que € eectron, al interactuar con € medio ambiente, puede estar Unicamente en
dos estados: spin arriba o spin abajo.

2) Una 0 mas compuertas cuanticas. Estas permiten modificar el estado de uno o més
gubits gue componen € sistema.

3) Uno o mas qubits de salida. Ellos son € resultado de los computos realizados por
las compuertas cuanticas. La medicion final se efecttia sobre algunos de los qubits de
salida. La cantidad de qubits de salida debe ser igual a la de entrada.
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En la representacion grafica de un circuito cuantico, las compuertas cuanticas se
simbolizan mediante rectangulos. Cada qubit de entrada o de salida debe ir acompafnado
de un cable o segmento horizontal. El proceso de medicion convierte € estado de un

qubitg=a |0>+ B |1>enun “bit clasico”, que serd 0 con una probabilidad | o |2 0

bien 1 con una probabilidad | B |2.
El procedimiento de medicion de un qubit selo ssmboliza asi:

—__

Figura 3.4: Representacion grafica del proceso de medicién de un qubit g. Las lineas dobles se utilizan
para simbolizar los bitsclasicos: Oy 1.

g

El gréfico de un circuito se lee de izquierda a derecha. La siguiente figura muestra un
circuito cuantico formado por dos qubits de entrada:

|
0> , U S =
.=

S

Figura 3.5: Un gjemplo de circuito cuantico.

Las compuertas cuanticas mas utilizadas son las de un qubit y dos qubits. Ello se debe a
gue cuaquier circuito cuantico puede disefiarse empleando solamente este tipo de
compuertas. Por estarazdn, en la siguiente seccidn, se las describira detalladamente.

Compuertas cuanticas de un qubit

Desde € punto de vista fisico, las compuertas cuanticas que operan sobre un qubit son
dispositivos que modifican € spin del eectron. Esto se logra generando campos
magnéticos a lo largo de diferentes direcciones, los cuaes permiten cambiar la
orientacion del spin del electron. Pero desde el punto de vista matematico, segun €
Corolario 3.1, las compuertas cuanticas que operan sobre un qubit se representan
mediante matrices unitarias de orden 2.

Tedricamente, cualquier matriz unitaria de orden 2 define una compuerta cuéntica de un
qubit. Sin embargo, las mas utilizadas se presentaran a continuacion.

Principales compuertas cuanticas de un qubit

En esta seccion se definiran las principales compuertas cuanticas de un qubit en
términos de sus matrices unitarias asociadas.

Las matrices de Pauli

Las matrices de Pauli sontres: X, Y, Z donde

<o)l )
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Para andlizar el efecto que tienen las compuertas asociadas a estas matrices sobre un
qubit, basta hacerlo sobre los qubits |0 > y | 1 >, ya que éstos constituyen una base
para € sistema formado por un qubit. En particular, € resultado que produce la

compuerta X es:
0 1)\(1 0
X|0> = = =|1>
1 0)(0 1

o))

De este modo, esta compuerta cambia el estado 0 a estado 1y el estado 1 a estado O .
Por esta razon a la matriz de Pauli X se la suele llamar *“la compuerta NOT”
Fisicamente significa que, si el electron estaba “spin arriba”, a atravesar la compuerta
X pasa a estar “spin abajo” y viceversa.

|0 = 1= 1= | 0=

Figura 3.6: Efecto de la matriz X sobre los qubits de la base.

Si ahora se considera un qubit genérico g = a|0)+B|1) entonces, al aplicar lacompuerta
X, seobtiene Xq =X (a]0)+p1))=a X [0)+p X |1)=a |1)+B |0). Esdecir,

X (a[0)+B[1)) =B [0)+e [2)

De este modo, invierte los coeficientes a y b del qubit g.

Por otro lado, €l efecto delamatriz Z sobre los qubits de la base es:

e 2
e 2J-(0)-

Esdecir que, a estado O lo degjainalterado y a estado 1 le cambia el signo.

| 0= |0 = 1= i
1y I . 1=

Figura 3.7: Efecto de la matriz Z sobre los qubits de |a base.

Si ahora se considera un qubit genérico ¢ = o.|0)+ B|1) entonces, &l aplicar la compuerta
Z, seobtiene

Z (|0)+B[1))=a [0)=B [2)
Luego, a la componente a la deja intacta, mientras que ala componente b le cambia el

signo.
Obsérvese, ademas, que la compuerta Y se puede expresar comoY =i X. Z
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La compuerta de Hadamard

Esta compuerta es sumamente relevante y lleva este nombre en honor a matematico
francés Jacques Hadamard (1865-1963). Su matriz asociada es la siguiente:

1 1
uo| 2 2
1 _1
2 2
A continuacion se muestra como actlia esta matriz sobre los qubits de la base:
1 1 1
1
Hio> = V2 V2 1)V | L gy Ly
1o _afle) ] V22
2 2 2
1 1 1
0
Hi1s = V2 2 S V2 Lo L
1ol e e
NP 2

Como se puede comprobar, la compuerta de Hadamard transforma los qubits |0 >y
| 1 > en estados de superposicion, permitiendo estar en estado 0 y 1 a mismo tiempo.
Por otro lado, los qubits transformados H |0 > y H |1 > tienen la misma probabilidad
de que colapsen a estado 0 0 aestado 1 en €l instante en que entren en contacto con €l
medio ambiente (es decir, en e momento en que sean observados 0 sean sometidos a

2
unamedicion). El valor de dicha probabilidad es (Lj = 1 .
V2 2
1/ O=+|L= s
YO N2 (| |1>) 15 o MAZ0>-1>)

Figura 3.8: Efecto de la compuerta H sobre los qubits de la base.

Fisicamente la superposicion se logra creando una “trampa de iones”. Sin embargo, es
muy dificil mantenerla en e tiempo, ya que e electron debe estar completamente
aislado, porque s interactia con € medio ambiente, € estado de superposicion se
destruye. Esta es una de las causas principales por la cua se torna muy dificultosa la
construccién de computadoras cuanticas.
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La compuerta R o de desplazamiento de fase

Dado un angulo q expresado en radianes, la compuerta de desplazamiento de fase R,
tiene lasiguiente forma matricial:
1 0
Ry = 0 el ®

El efecto de esta compuerta sobre los qubits de la base es € siguiente:

002lg §o] ) (o)
i (i) -[) e

Esdecir que al qubit |0> lodgaintactoy a| 1> lotransformaen e O [1>.
La compuerta Ry, junto con la de Hadamard, seran utilizedas para disefiar € circuito
cuantico parala Transformada Cuantica de Fourier.

Las matrices de Pauli cobran importancia debido a que cualquier matriz unitaria de
orden 2 puede escribirse, junto con la matriz Identidad, como combinacion lineal de
estas matrices (Véase [3]).

Ejemplo 3.4

Seael qubit deentradaq= |x),con x €{ 0, 1 } y el circuito:

q=|x> .’7‘!5 —

1) Indicar € estado del qubit al atravesar cada compuerta.
2) Si el qubit de entrada es q = |0) , ¢Cudl esla probabilidad de que, al observar el qubit

de salida, esté en estado 0?
3) ¢Podriadisefiarse € circuito mediante una Unica compuerta cuantica?

Solucion

1) Sesimbolizarapor q' y q" alos estados del qubit q a atravesar las compuertasH y
Z respectivamente.

Primer Caso: q= |0)

q

Al aplicar € Segundo Postulado de la Mecanica Cuantica, los estados del qubit se
obtienen del siguiente modo:
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1 1 1
awasn o) ¥ [
V22 V2
R I
1 0|2 | V2
qzzq{o—J_L:_i_
V2 V2

Segundo Caso: q= [1)

1 q
=15 —

Nuevamente, aplicando el Segundo Postulado de la Mecanica Cuantica resulta

q=2)

1 1 1
Z 7z
1) (L
ooz ||
q:zq{o_J ERNES
V2 ) V2
2) Siq=|0), e qubit de sdlidadel sistemaes
1
q' = \/f =%|O>—%|1> . Por lo tanto,
2
. 12 (1P 1
(- 05 () 2

3) Debido a que € producto de matrices unitarias es una matriz unitaria, el circuito
puede disefiarse mediante una Unica compuerta cuantica definiendo la matriz

11 11
U_ZH_{l Ojﬁ J2 || N2 V2
ST lo -1 1 1

11
Z 2



Ejemplo 3.5

Construir una compuerta cuantica que lleve e qubit |0) a qubit —|0).

Solucion
Se debera hallar unamatriz unitaria U de orden 2 tal que U .|0) =—|0).

Por lo tanto, si

o = (¢ 2R = (12

De aqui resulta

a=-1
c-0 [1]

Por otro lado, como U es una matriz unitariay haciendo uso de[1], setiene

T o HE R B el R R

1+/b[" bd (1 Oj
= _ > |=
db |df) 01

Luego,

14| b [ =1 b2 =0 b=0
5 = = _ [2]
[d =1 d|=1 d[=1

De[1] y[2] resulta

Con|d|=1

O equivaentemente, s se expresa € numero complgo “d” en forma exponencial
entonces

Con0<0<«<2n



Compuertas cuanticas de dos qubits

Una compuerta cuantica que opera sobre un sistema formado por dos qubits es una
matriz unitaria de orden 2°. Como se sabe, una base ortonormal para el espacio de los 2-
qubits es

{100>,101>,]10>,]11>}

00)=0) ® [0) = @ ® @

Donde

Q
X
o O O B

. o
~ =
I Tl
= KS)
® ®
L =
I I
A/~ A/
O o F
N ) Natil
® ®
— A
Qo - = O
- NI
Q Q
T = .
oOr oo © ohkr o

Q

o O O

1= ew=[;]e;)
1

Luego, para definir lamatriz unitaria U asociada a una compuerta cuéntica, bastard con
definir la transformacion U sobre cada 2-qubit de la base, expresandola como
combinacion lineal de los e ementos de dicha base. Es decir, se especificara:

U|OO>=a11|OO>+a12|01>+a13|10>+a14|11>
U|01>=a21|OO>+a22|01>+a23|10>+a24|11>
Ul10>=a|00>+ax|01l>+ax|10>+ay|11>
Ulll>=a41|00>+as5|01>+as3|10>+ayu|l1l1>

De este modo, la matriz unitaria U sera

&1 Y2 X3 Y4

Q) axp»p dy3 ay

831 @832 33 axn

Y1 M2 U3 Ay

A continuacion se describiran las principales compuertas cuanticas aplicables a un
sistema de dos qubits.

U=
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Principales compuertas cuanticas de dos qubits

La compuerta Swap
Esta compuerta intercambia dos qubits. Se la define por
Swap |xy>=|yx> conx,y €{0,1}.

Larepresentacion grafica es lasiguiente:

Swap

|y = | x>

Figura 3.9: Representacion gréafica de la compuerta Svap.

El efecto de esta compuerta sobre cada 2-qubit de la base es:
Svap|00>=|00>=1. |00>+0.|01>+0.|10>+0.|11>
Swap|01>=[10>=0.|00>+0.|]01>+1.|10>+0.|11>
Swap|10>=|01>=0. |00>+1.|]01>+0.|10>+0.|11>
Swvap|11>=|11>=0. |00>+0.|01>+0.|10>+1.|11>

Por |o tanto, la matriz asociada a esta compuerta es

1 00

Uswap =

= O O O

1
010
0 0O

Observacion 3.6: En general, ala matriz asociada a una compuerta cuantica se la suele
nombrar anteponiendo la letra “U”.

La compuerta Xor

Antes de describir esta compuerta, y para comprender porqué lleva este nombre, se
recordara que € operador l6gico Xor, también llamado “O excluyente”, tiene la
siguiente tabla de valores:

X y X Xor y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Como se puede comprobar, este operador l6gico coincide con la “suma modulo 2” que,
como se menciono en el capitulo anterior, selo representa con € simbolo @ .
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La compuerta cuantica X or se la define através de la transformacion unitaria
Xor [xy>=|x,x®y>
Conx,y e{0,1}.

En este caso, e primer qubit recibe e nombre de “qubit de control”, pues permanece
inalterado. Mientras que el segundo qubit se lo llama “qubit objetivo”. Obsérvese que si
el qubit de control vale 0, € objetivo no cambia, mientras que si vale 1, se niega €
objetivo.

La representacion grafica de esta compuerta es:

Xor
|y > |z @y >
wLF

|y > | x @y >

Figura 3.10: Dos representaciones gréaficas de la compuerta Xor.
Por lo tanto
Xor|00>=]0,0& 0>= |00>
Xor|01>=]|0,0®1>=|01>
Xor|10>=|1,1®0>=|11>
Xor|11>=|1,1® 1>=|10>

Su expresion matricia es entonces

Uxor =

o O O -
o O -, O
R O O O
o » O O

La compuerta Xor es de gran importancia ya que cualquier compuerta de n qubits puede
ser construida mediante la compuerta Xor y compuertas de un qubit. La demostracion
de esta afirmacion supera el objetivo de este trabajo. Sin embargo, a modo ilustrativo,
en el siguiente gemplo se mostrara como la compuerta Swap puede ser implementada
mediante tres compuertas Xor.

La compuerta Xor

Es similar alacompuerta Xor y se ladefine por

H|x y)=|x®y,y)
Conx,y e{0,1}.

En este caso el primer qubit recibe el nombre de “qubit objetivo” y a segundo qubit, a
permanecer inaterado, se lo llama *“qubit de control”.
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Su representacion gréficaes:

|x>

Xor

|y >

|y >

:'_5. Fan | r
|x$}r} |:!IL I |x$:‘-’}

e

Figura 3.11: Dos representaciones gréaficas de la Compuertam .

Se prueba, de manera similar a los casos anteriores, que la matriz asociada a esta
compuertaes

uUxor =

o O O B
- O O O
o r»r O O
o O - O

La compuerta de Hadamard para un sistema de dos qubits
Se ladefine por

H®2|x y)=H|x)®H |y)
Conx,ye{0,1}

El efecto de esta compuerta sobre cada 2-qubit de la base es

H®2[00)=H p)@H |o>=%(|o>+|1>>®%(|o>+|1>>=§<|oo>+|o 1)+[10)+[1.1))
H®201)=H[0)®H|1)=

(|0> 1)®
(|0> 1))@

(|0> [2))=
(|0> [2))=
> (10)-11))=

(lo0)-[01)+[20)-[11))

S
ﬁ\

[P NP

H®2|1O>:H|1>®H|O> (|00>+|01>_|10>_|11>)

S
ﬁ\

NP N

H®2(11)=H[1)®H |1>=%(|o>—|1>) (l00)-[01)-[10)+[11))

S

L uego, su representacion matricial es
1 1 1 1
qe2 1|1 -1 1 -1
211 1
1 -1 -1 1

La compuerta de Hadamard puede generalizarse para un sistema formado por n qubits,
como se vera en la proxima seccion.
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La compuerta f

A partir de una funcién booleana f: {0,1} —{ 0,1} se puede construir una

compuerta cuantica de dos qubits, [lamada la compuertaf, mediante unatransformacion
unitaria Us definidadel siguiente modo:

Ut x y>=[x, y ® f(x) >

Donde @ representalasumamédulo2y x,y €{ 0,1}.
Por lo tanto, la compuerta cuantica asociada a U; opera del siguiente modo:

[z

Uy x>
|y ® fix) >

|y >

Figura 3.12: Efecto de la compuerta f.

Obsérvese que la compuerta Xor es un caso particular de la compuerta f, considerando
f(x) = x. El siguiente giemplo muestra cdmo funcionala compuerta f.

Ejemplo 3.6

Dadaf: {0,1} —{ 0,1 }definidapor f(0) = 1, f(1) = 0, hallar la matriz asociada a
latransformacion Us.

Solucion

Ui|00>=]|0, 0@ f(0)>= |0, 0® 1>=|01>
Uf|01>=]0, 1® f(0)>=]0, 1® 1>=|00>
Ui|10>=|1, 0@ f()>= |1, 0® 0>=|10>
U|11l>=|1, 1@ f1)>=|1,0® 1>=|11>

Luego, lamatriz asociada es

01 00

1 000
Uf:

0O 010

0 0 01

El circuito que se muestra a continuacion intercambia dos qubits mediante €l uso de tres
Xor cuanticos.

Ejemplo 3.7

Dados los qubits de entrada q; =|x), g =|y), con x,y €{0 , 1} ,y el siguiente
circuito:

Xor Xor Xor
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a) Indicar €l estado del sistema al atravesar cada compuerta.
b) ¢Qué efecto tiene el circuito sobre los qubits de entrada?

Solucién

a) Por e Cuarto Postulado de la Mecanica Cuantica, € estado inicia del sistema se
expresa mediante el producto tensorial de g; con o, es decir

q=0 ®qy =[x)®|y)=|x,y)

Por otro lado, teniendo en cuenta que x®x=0 Vxe{0,1}, e estado del sistema
gueda determinado, al atravesar cada compuerta, por |os siguientes 2-qubits:

q' =Xor g=Xor [x y)=|x, x® y)
q"=Xor g=Xor [x,x®y)=[x®x@y,x®y)=[0@y, x®Yy)=|y, x®y)
q" =Xor g'=Xor|y,x® y)=|y, x® y®y)=|y, x® 0)=|y, x)

b) El circuito intercambia los qubits de entrada. Suele representarse de forma
simplificada del siguiente modo:

| x> l P l |y >
ly> @ I @ | x>

Figura 3.13: Circuito cuantico que intercambia dos qubits

Ejemplo 3.8

Dado €l siguiente circuito

q q q

=|1=
qll

qﬂ: | 1 & Xur -4'] .

a) Indicar el estado del sistemaal atravesar cada compuerta.

b) ¢Quedan entrelazados los qubits al atravesar todas las compuertas?

c) ¢Cud eslaprobabilidad de que, a efectuar lamedicion, el segundo qubit esté en
estadol?

d) ¢En qué estado queda & sistemaluego de efectuar la medicion del segundo qubit, si
éste quedd en estado 0?

Solucién

a) Nuevamente, por € Cuarto Postulado de la Mecénica Cuantica, €l estado inicial del
sistemaes

q=0 ®7z =[1)®[1)=[11)

Por otro lado, |os otros estados que resultan a atravesar cada compuerta son:
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1
V2 2
1
V2 V2

o)mre{Gger-gg)-pto-Gge

q =g ®Hgp = [1)®

q" =Xor g = Xor (%|10>—%|11>j = %Xor |10>—%Xor 11) =

1 1 1 1
=—1,100)-—1,101)=—|1,1)—-—[1,0

5 1180)-L1el)=—{1.1)-—=[1.0)
b) El estado final del sistemaes

= 1) ®

oL gy L Loyt
" = p)- 0= B @ (Jrh-frlo))

. . NN
Primer qubit Segundo qubit

L os qubits no quedan entrelazados porque q" se expresa como producto tensorial de
dos qubits.

c) Siguiendo &l mismo procedimiento que en & Ejemplo 2.12, setiene
1
2

P (ds =|1>):‘%

Luego, la probabilidad de que € segundo qubit esté en estado 1 es 0.5.

d) Por laProposicién 2.25 setiene que el sistema evoluciona al siguiente estado:

1
Loy
%‘ +0)

V2

q" =

Este circuito puede representarse también, de manera méas simplificada, de laforma que
seilustra a continuacion:

=|1=
qll

Figura 3.14: Circuito representado en forma simplificada.

El siguiente g emplo muestra como, a modificar los valores de los qubits de entrada, €l
circuito del ggemplo anterior hace que los qubits queden entrel azados.
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Ejemplo 3.9

Dado el siguiente circuito

a) Indicar e estado final del sistema.
b) Probar que los qubits que componen € sistema quedan entrelazados al atravesar

todas |as compuertas.

Solucion

a) Siguiendo los mismos pasos del gjemplo anterior, se prueba que el estado final del
sistemaes

v_ 1 0oyet
& =100.0)+ 1)

b) Se supone por & absurdo que los qubits no quedan entrelazados. Luego, € estado
final del sistema puede expresarse como producto tensorial de dos qubits. Es decir,

q'=q ®dy
Donde B
G =0y [0)+Py |1)
dz =0y |0)+B2 1)

Porlotanto, s q"=0; ® g, entonces

% |oo>+% [11)=ay oy [00)+0y By [O1)+By ap [10)+By By [11)

De aqui resulta €l sistema de ecuaciones

o . = L
1 02 >
ag B =0
Bp ap =0

1
BlBZ_\/E

De lasegunda ecuacion setieneque a;=0 6 B,=0.
Siay=0, al reemplazar en la primera ecuacion se obtiene 0 = %

. . . 1
Similarmente, si ,=0, a reemplazar en la cuarta ecuacion resulta 0 = ﬁ

En ambos casos se llega a un absurdo, que proviene de suponer que los qubits no estan
entrelazados.
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Compuertas cuanticas de n qubits

Una compuerta cuantica que opera sobre un sistema formado por n qubits es una matriz

unitaria de orden 2".

Como se menciond anteriormente, la mayoria de los circuitos cuanticos que operan
sobre n qubits se disefian empleando compuertas de un y dos qubits. Sin embargo, hay
dos compuertas importantes que operan sobre un y dos qubits que pueden generalizarse
an qubits: la compuerta de Hadamard y la compuerta f. Las mismas se aplican en €
disefio de la Transformada Cuéntica de Fourier. Por esta razon se detdlardn a
continuacion.

La compuerta f para una funcion booleana de n variables

Dada una funcién booleana f : { 0,1 }n —{ 0,1}, lacompuertaf esunacompuerta
de (n+1) qubits definida por

Ut [X1:X2 00 Xn  Xng1 ) =| X10X2 0o X Xn 41 OF (X,X2 500X ) )

Donde @ representalasumamédulo 2y Xq,Xp ... Xy, Xp41 €{0 , 1}
Su representacion grafica esla siguiente:

| x> ——— — x>
| X5 > ——] — | %>
- Ll'rf‘ L]
| Xy > — ——— x>
B —— | X, ® flx R

Figura 3.13: Representacion grafica de la compuerta f.
Cabe preguntarse s es factible construir este tipo de compuerta. Se puede afirmar que

(vease [5]): “Dado un circuito clasico para calcular f entonces existe un circuito
cuantico de eficiencia similar que calcula Us “.

Ejemplo 3.10

Dada la funcién booleana f : { 0, 1 }2 —{ 0,1 }definidapor f (x,y)=x@®y,ye
siguiente circuito formado por tres qubits de entrada:

[_l [_II qll
[l1:|x13‘ H
[
. W
e
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a) Indicar € estado final del sistema.
b) S x,=0, xo =x3=1,Cudl es |la probabilidad de que, a efectuar la medicion,
segundo qubit del sistema esté en estado 0?

Solucion
a) Por el Cuarto Postulado de la Mecéanica Cuantica, el estado inicial del sistemaes

q=0 ®dy ®qz =|X1)®|X2)®|X3) =[xy X2 X3)
L os otros estados que resultan a atravesar cada compuerta son:

q' =Ug [X1,X2,X3) = [Xg,X2,X3 ®F (X1,X2))=|X1,Xp,X3 ®X1 ®X5)

q" =H |x1)®Swap x5 ,X3 ®X1 ®Xp)=H|X1)®|x3 ®X; DX ,X7)

b) S x; =0, X5, =x3 =1 entonces € estado final del sistemaes

q" =H|X1)®|x3 ®Xx1 ®X5,X2)=H|0)®1®0®1,1)=H |0)®[0,1)=

_H |o>®|o,1>:(%|0>+%|1>j®|0,1>=%|0 01)+2[101)

Por |o tanto,
q" =i|o 0 1>+i|1 01)
2 2
En este caso, |a probabilidad de que € segundo qubit esté en estado 0 es

2
2 2

Z‘L
J2

Luego, hay un 100% de seguridad de que € segundo qubit, al medirse, esté en estado 0.

° (02 -I0))- 5

La compuerta de Hadamard para un sistema de n qubits
Se ladefine por

H®™ [ Xp_1,Xp_g e Xg )= H [Xn_1 )®H [X_0)..®H |xg)

11
Donde Xg,X1,...X,_1 €{0,1} y H = \/15 \/f
NN

La compuerta de Hadamard de n qubits puede expresarse de una manera mas sencilla si
se utiliza la notacion decimal de los qubits de la base. La siguiente Proposicion indica
como es dicha expresion.



Proposicion 3.11

S neN A Xg,Xq,...Xp_1 €{0,1} entonces
2"1

Donde |y ) esla expresion en base 10 del nqubit |y, 4 Yn_2 ... Y1 Yo ). Esdecir,

y)= EYi 2i>

H ®n |Xn 4 Xp_o- XO _1)X0 Yo+ +Xpn1-Yn-a1 |y>

Demostracion
Se aplicara el Principio de Induccion sobre n.

Paran=1
Enestecaso, H®*|xq)=H|[xo) , xg €{0,1} e y = yq . Se consideran dos casos:

1) S xg =0 entonces

1 1
10\ V2 2y (1 o1 1 1
W= )-nlo)-| 73 (G - (o)
2 2
Por otro lado,
2l 4 ) 1 <& 1 & 1
O NSRS AU SR TEOREp
2) Si Xg =1 entonces
11
2 2 1 1 1 1
w= )= - 5 TG )0 -G o))
2 2
Por otro lado
i21_1 X0-Y0 1N by 1Ny _ 1 )-
Jz_lyzz.;(l) v) ﬁ;(l v) JEZ:,;U) V)=7=(0)-1))
o1
En consecuencia, se verificaque H ®*|xq) _ 1)70Y0 |y
0 \/7 yZ:;)
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Se supone que la expresion es valida para n (Hipotesis Inductiva).

Es decir,
1 2N
H ®n |Xn_1 Xn_2----XO>: Z (_1)X0.y0 +o.+Xn1-Yna |y>

\/27 y:O

Donde | y) eslaexpresion en base 10 del n qubit |y 1 Y 2 Y1 Yo)-

Se probaré gue la afirmacién es valida para (n+1)

O seq, severificardque

2n+1_1
1
H ®(n+1)|xn X1 Xn—2----X0>: Z (_1)x0.yo +etXn Vi |y>

/2 n+1 y=0

Donde |y ) eslaexpresion en base 10 del (n+1) qubit |y, Y1 - Y1 Yo)-

Aplicando la definicion de la compuerta H para (n+1) qubits y la Hipétesis Inductiva se
tiene

H ®(n+1)|xn X-1 Xp2 . Xq Xo>=H X,)®H ®ﬂ|xn_1 Xp_2 . X1 x0>:

=H |Xn> ® L Z (_1)Xo.y0+....+xn_1,yn_1 |y>

_/

Hipdtesis Inductiva
Luego
2N
H ®(n+1)|xn Xq Xp_p o X1 X0>=H |Xn> ® 1 Z (_1)x0.yo +....+xn_1.yn_1| [1]

\/27 y:O

Se consideran dos casos:
Primer Caso: x,, =0
Reemplazando en [1] se obtiene

2N
®(n+1)|xn Xn_l Xn_z... Xl X0>= H |O> ® 1 Z (_1))(0 Yo+t Xn1-Yn-1 |y>:

\/27 y:O

H

2N 1

=[%|O>+%|l>] ® \/;T Z (_1)X0-y0+----+xn—1-Yn—1|y>:

y=0
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1
—10
2|>

1 =
\/— \/2_”;(_1)

Z (_1)x0.y0 FeetXn-1-Yn-1 ‘1>®‘yn—l Yioo.Y1 y0> _

_ (_1)x0.y0 +..+Xn=1-Yn-1+Xn-0 ‘O Vi1 Yio2-Y1 y0> +

1
n Z (_1)x0.y0 .+ Xn-1-Yn-1+Xn-1 ‘1 Vi1 Yno2-Y1 y0>

O para Oypn_g Yp—2 Y1 Yo s

En consecuencia, teniendo en cuenta que Y :{
1 paralyng Yn-2 Y1 Yo

tiene

H ®(n+1)

B 1 \X0 Y0 +HXn-Yn
Xp Xp_1 Xp_p- X1 Xg )= Jz”j yZ:: (-1) 0 Yn_1 Yn-2-¥1 Yo, |+

2N
D ()OO ay Ly 5ey1 Vo) [2]

1
" /2n+1 y0

En la primera sumatoria del miembro derecho de la ecuacion [2], la expresion en base
10 del digitobinario0y,_q Y2 - Y1 Yo €S

n-1
"+ yi 2 =04y =y
i =0

Por |o tanto
0Yn_1 Yn-2 Y1 Yo)=|Y)

Luego
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1 2N ) N4
- _1\X0-YO +--tXn-Yn o
Jorit Z 1 0Yn1 Yn-2--Y1 Yo) ot Z

y=0 =

_1)X0y0 +...+Xn-Yn ‘y> [ 3]

Por otro lado, en la segunda sumatoria del miembro derecho de la ecuacion [2], la
expresion en base 10 del digito binario 1y,_4 Yn_2 ... Y1 Yo €5

n-1
1.2”+Zyi 2i 2Ny
i =0
Por o tanto
1¥n-1¥n2 «v1Y0)=|2"+y)
Luego

2N 2N

XO-YO +.tXnYn xo.yo +etXnYn
WZ 1y Yno2- ylVO}[mz

2”+y> =

2N 42N 1 2N+l
_| 1 Z 1)0Y0+tXn Y |y | Z 1)0Y0 Hbnyn [y
[on+1l / n+l
2 y= =2N 2 y= =2"
De aqui se obtiene
21 2N+l
1

Z xo.yo +.etXn.Yn ‘1 Y1 YiooeY1 y0> Z (_1)x0.y0 +..4Xp [4]

y=2"

/2n+1 N /2n+1

Reemplazando [3] y [4] en [2] resulta
21

1
|X Xn-1 Xp=2- X1 X0>: (_
n ~n n W yzo

H ®(n+1) 1)X0YO +-+Xn-Yn |y> N

2n+1 2n+1_l

Z xo.y0+....+xn.yn ‘y> _ 1 Z (_1)XO-YO+----+Xn-Yn ‘y>
,2n+1 -
y=0

/2n+1

En consecuencia,

on+l 4
®(n+1)|Xn Xq X Xq X0>= 1 Z (_1)x0.yo +..4Xn-Yn |y>

/2n+1 yo

H

Segundo Caso: xp, =1
Seresuelve de manerasimilar a Primer Caso. m
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Notacion 3.12
Teniendo en cuentaque xg.yg +...+Xn_1-Yn1 €S€ producto escalar de los vectores
x =(Xpn1.Xn_2.-%X0) € Y=(¥n1.Yn2.-¥o), la formula de la compuerta de
Hadamard obtenida en la Proposicion 3.11 puede compactarse del siguiente modo:
21

®nle 1\
H™"x) J?”yz:(:,(l) y)

Donde [x) =|Xp_1 Xn_2.Xg) A X.Y =Xg.Yg +.etXn_q-Yn_ -

Ejemplo 3.13

1) Aplicar la Proposiciéon 3.11 para halar la expresion de la compuerta de Hadamard
para un sistema de 3 qubits.

2) Caleular H ©3100)
Solucion

1) DelaProposicion 3.11 setiene que

231

|X2X1XO Z xO Yo +X1.Y1+X2.Y2 | xo.yo +X1.Y1+X2.Y2 |y>

S

Donde | y) es laexpresion en base 10 del 3 qubit |y, y1 Vo).

En e siguiente cuadro se muestra la correspondencia entre el nimero “y” y su expresion
en binario:

Y2Y¥Y1Yo
000
001
010
011
100
101
110
111

N[OOI IWNRFROKX

Sustituyendo estos datos de latablaen [1] se obtiene

H S xaxyx0) = (- 10)+ (010 1)+ (-2)"[2) (10 ™3+ (-1)°2 4]+

V23

H()O2 [5) 4 ()42 o)+ (1) 0 2 )
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Esdecir,

H 3 |xox1%0) :L(|ooo 1)0001)+(~1)* 010)+(~1)© "1 |011)+(~1)*2 |100) +

23

+(=1)"0 "2 [101) + (-1)1 72 |110) + (-1) 0 P12 |111>)
2) En este caso, X = x3= 0, X,=1. Por lo tanto, del inciso 1) resulta

H ®3 |100) =%(|ooo>+|001>+|01o>+|011>—|1oo>—|101>—|110>—|111>)

2
En e proximo capitulo se desarrollaran algunos algoritmos cuanticos mas conocidos.
Esto permitird comprender e funcionamiento de un computador cuantico para luego
manipular e interpretar los resultados que arroja un algoritmo.
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Capitulo 4

Algunos Algoritmos cuanticos

Un agoritmo es un conjunto de instrucciones que se utilizan para redlizar una
determinada tarea en una computadora.

Gran parte del deseo de desarrollar una computadora cuantica proviene del
descubrimiento de que algunos agoritmos funcionan drasticamente meor en una
computadora cuantica de lo que podrian trabajar en un ordenador clasico.

Ello se debe a una importante caracteristica que gozan los sistemas cuanticos. €
paralelismo cuantico.

El paralelismo cuantico es la propiedad que tienen los algoritmos cuanticos de efectuar
varias operaciones a mismo tiempo, en virtud del estado de superposicién gue pueden
adquirir las particul as subatomicas.

Gracias a dllo, las computadoras cuanticas pueden valuar, en forma simultanea, una
funcion f(x) paramdltiples valores de x.

Sin embargo, se sabe que, a medir un qubit, éste colapsa a uno de los dos estados
posibles: estado O (spin arriba) o estado 1 (spin abajo).

¢Doénde estd, pues, la ventgja de utilizar algoritmos cuanticos? La ventagja radica en que
se pueden manipular los qubits a través de compuertas cuanticas sin que colapsen sus
estados. Asi, se pueden mangiar qubits en estado de superposicion y en € momento
apropiado, observarlos. En ese instante sus estados colapsaran, pero antes de ello sus
estados darén lainformacién necesaria paralos propdsitos del algoritmo.

En la actualidad han sido creados solo un pequefio conjunto de algoritmos cuanticos, y
sigue siendo un area de investigacion muy activa.

En este capitulo se desarrollaran algunos de los mas importantes:

m El Algoritmo de Deutsch.
m El Algoritmo de Deutsch- Josza.

m El Algoritmo de Simon

El Algoritmo de Deutsch

Fue uno de los primeros algoritmos cuanticos. Ideado por David Deutsch en 1985, su
finalidad es determinar si una funcién booleana de una variable f : {0,1} —{0,1}es
constante o no.

Aungue no sea de gran utilidad para casos practicos, en é se empieza a apreciar €

funcionamiento y la potencia de los programas cuanticos. Antes de explicar e
algoritmo, se precisaran ciertos conceptos previos gue se mencionaran a continuacion.
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Nociones previas

Definicion 4.1: Complemento de una funcion booleana

Dada una funcién booleana de una variable f : {0,1} —{0,1}, su complemento es

o [1d69=0
(X)_{o s f(x)=1

De ladefinicion anterior se deduce quesi x €{0,1} entonces

1@f (x)=f(x)
o@f (x)=f (x)
Donde @ eslasumamodulo 2.

La siguiente Proposicion sera aplicada en €l desarrollo del algoritmo.

Proposicion 4.2
Dada una funcién booleana de una variable f : {0,1} —{0,1}, s x €{0,1} entonces
1)f (%)

£ 0| 00 =(-1) ) (Jo)-n) )

Demostracion

Sif(x ):O entonces

£ ()| 0 =lo)-[2)=(-1) ) Jo)-Ja) )

Por otro lado, si f (x ) =1 entonces

£ ()| £ () =[1)-[0)=(-1)(Jo)- 1)) = (1) ") (]0)-[1) ) m

Descripcién del Algoritmo de Deutsch

Como se menciond anteriormente, dada una funcion booleana f : { 0,1} —>{ 0,1 }

el algoritmo cuéntico de Deutsch determinara si f(X) es constante o no. El circuito
cuantico que implementa el algoritmo tienedosentradas. . =|0>y o =|1>.
Se |0 muestra a continuacion:

q q q q

: -

Us

q1=lﬂ}

q=|1=
2

Figura 4.1: Circuito cuantico del algoritmo de Deutsch.
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Se andizarén los digtintos estados del sistema a atravesar cada compuerta, para
finalmente llegar a estado final. Por el Cuarto Postulado de la Mecanica Cuantica, €
estado inicial del sistemaes

q=0 ®dz =[0)®[1)=[01)
L os otros estados resultantes son:

q'=H[0)® H[1) =[i2 o) + % 1) ]@(% 0) - % 1) ]:
=2 (j00) - [01) + [10)- [11)

Al atravesar la compuerta f se tendra en cuenta que ésta representa una transformacion
lineal y, a aplicar la Proposicion 4.2 se obtiene:

@ =Uy @ =g (3([00) - fo1) + po) - a1} ) -

=5Ur (100)= [02) + [10)~ [11))=Z{Uy (100))-Uy ([o))+U; ((20))-Uy ((11)))=

——(j0.0®f (0))-[o1+t (@)) [0 (1))-[L1+t (1)})-

0.1 (0)-Jo.F ) +[1.f ()~ T @)=

0)®|f (0))-l0)&|f (0))+[2)®|f (1))-1)&[f 1))

N[ NP NP

—_ —_— —_ —_ —_
o
~—
—_—
—h
—
o
~—
Ny
|
—h
—
o
~
Ny
N —
+
=
~—
—_—
—
—~
=
~—
Ny
|
—h
—~
=
~
N
~—
~—
Il

[
NP NP

Por lo tanto

RGP G i 1 1
q—[T|o>+T|1> ®($|o>—ﬁ|1>J
NS BN J

Primer qubit Segundo qubit
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Se observa que € primer qubit del sistema esta en estado de superposicion, y contiene
simultéaneamente los valores f(0) y f(1). Es aqui donde se destaca el paraelismo
cuantico, ya gue se estd amacenando a mismo tiempo f(0) y f(1), que son todos los
valores que toma la funcion f. Por esta razon se dice que e Algoritmo de Deutsch es
como “mirar alavez las dos caras de unamoneda”.

Por ultimo, el estado final del sistemaes

. (_1)f ) (_1)f (1) 1 1
q H[ 100+ )| e (0= 1) ) [1]
G o
T
Primer qubit

Como se vera a continuacion, € primer qubit del sistema determinara si la funcion es o
no constante. Al aplicarle la compuerta de Hadamard se obtiene:

(%

S (For ) T (o)

Por lo tanto

(_1\/);(0) ’ >+(_{/)f§(1) 1>}:((_1)f (o);(_l)f (1)} . >+[(_1)f (o);(_l)f (1)J 5 [2]

H

Sustituyendo [2] en[1] y aplicando la Proposicion 1.9 inciso 3), se obtiene que e estado
final del sistemaes

)@ L (0) )
q..._[(< QST }|0>+[< 1 - }|1>]® o Lio- L)

S _/
——

Primer qubit oz

Por lo tanto, si se efectia la medicion del primer qubit del sistema resulta:
1) Si f esconstante, @ primer qubit estara en estado 0 con probabilidad 1 pues:

(0 © ) @ [
2

P (o =[0))=

2) Si f no es constante, €l primer qubit estara en estado 1 con probabilidad 1 pues:

(O - @
2

2

P (o0 =[1)) = =1

-| 2 2)
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Observacion 4.3

En un algoritmo computaciona clasico, para verificar si una funcién booleana de una
variable f es constante o no, es preciso valuar si f(0) = f(1). En cambio, en & Algoritmo
de Deutsch esta valuacion no es necesaria, ya que basta que |a compuerta f cargue
simultéaneamente todos |os valores de la funcién para determinar si €s 0 no constante.
Sin embargo, e Algoritmo de Deutsch no brinda demasiada ventgja en relacion a un
algoritmo computacional clésico. Pero para funciones booleanas de varias variables, el
Algoritmo de Deutsch-Josza que se expondra a continuacion, muestra una eficiencia
notablemente megjor que cualquier otro algoritmo clasico que permita determinar si una
funcion booleana de varias variables es constante o balanceada.

El Algoritmo de Deutsch-Josza

Este algoritmo es una generalizacion del Algoritmo de Deutsch. Fue ideado en 1992 por
David Deutsch y Richard Josza y muestra claramente la superioridad de las
computadoras cuanticas sobre las clasicas.

En el problema de Deutsch-Jozsa se da una funcién booleana f (X1,X5,...,X,,) (como
S estuviera contenida en una cgja negra) y de ella se informa gque puede ser constante o
bien balanceada (es decir, toma el valor 1 para la mitad de las entradas y O para la otra
mitad). El Algoritmo consiste en determinar cdmo es la funcion (constante o
balanceada). El siguiente g emplo ilustrala definicidn de funcién balanceada.

Ejemplo 4.4

Dadalafuncién booleana f : { 0,1 }2 —{ 0, 1} definida por
f (0,0)=0
f(0,1)=1
f (1,0)=0
f(1,1)=1

Entonces f es balanceada pues toma el valor 1 la misma cantidad de veces que € valor
0.

En & desarrollo del algoritmo se utilizardn los siguientes conceptos, que son una
extension de la Definicion 4.1 y de la Proposicion 4.2

Definicion 4.5: Complemento de una funcion booleana de n variables

Dada una funcién booleana de n variables f : {0 ,1}” —{0,1}, su complemento es

1 s f(X1 ,X2,...X,) =0
0 sif(Xq.X2,..Xp) =1

f(X1 X2 X)) :{

De ladefinicion anterior se deduce quesi X3 ,X5 ,...,xp, €{0,1} entonces

1@F (X1,X2,.0Xp ) =f (X1,X2 .0 Xp)
0@®f (X1,Xp,.0Xp)=f (X1.X2 0 Xp)
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Proposicion 4.6

Sea f :{0,1)" —{0,1} una funcién booleana de n variables,

S X1.,X2,...X, €{0,1} entonces

‘f (xl,xz,...,xn)>—‘ f (xl,xz,...,xn)>:(_1)f (X1,X2 oo Xn)( |0>—|1> )

Demostracion

Essimilar alaProposicién 4.2. m

Por cuestiones didécticas se explicara €l agoritmo de Deutsch-Josza para funciones
booleanas de dos variables, paraluego extenderlo an variables.

Algoritmo de Deutsch-Josza para funciones booleanas de dos variables

Dada una funcién booleana f : {0 ,1}2 —{0,1}, e agoritmo cudntico de Deutsch-

Josza determinard si f es constante o balanceada. El circuito cuantico que implementa el
algoritmo tienetresentradas. q; =|0>, =|0> y gz=|1> y esd siguiente:

q q' q q
N 0 -
U
|| f
qﬂ:ll}:} H H _4\ —
q.=|1= i H
3 [

Figura 4.2: Circuito cuantico del algoritmo de Deutsch.-Josza para una funcion booleana de dos
variables.

Nuevamente, se analizaran los distintos estados del sistema a atravesar cada compuerta,
para finamente llegar al estado final. Por el Cuarto Postulado de la Mecani ca Cuantica,
el estado inicial del sistemaes

q=0q; ®g, ®az =|0)®|0)®|1)=|001)

L os otros estados resultantes son:

@ =H[0je Ho)enz) = o) + & ]e( 5 o)+ 7 e[ o) - 5 )

1
2®

Al atravesar lacompuertaf y aplicar la Definicion 4.5y la Proposicion 4.6 se obtiene:

(jooo) — |o01) +[010)— |011)+|100)—[101)+[110)—[111})
1

q" =U; q' =Ug {\/_3(|ooo> — |001) + [010)- |011>+|1oo>—|101>+|110>—|111>)J=
2
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——(uf |000) —U¢ [001)+U¢ [010)-U¢ [011)+U¢ [100)-U¢ [101)+U¢ [110)-U¢ [111))=

NS

(Joo0@f (0,0))-[o01@f (0,0)) + 010@f (0,1))-[011&f (0,1))+

5

+|L00®f (1,0))-[1,0,18f (1,0))+[1,1,0®f (1,1))-[1,1,1@f (1,1)))=

(\OOf (0.0))-[00f (0.0)) + [0f (0.1))-[o.1f (0.1))+

Jz_

+ [LOF (1,0))=[2,0,F (1,0))+[L.L,F (L))-[t.1.F (L.1)))=

j00)®|f (0,0))-[00)&|f (0,0)) + |o1)®|f (0.1))-[or)®|f (0.1))+

-

+[10)®]f (1,0))-[10)®|f (1.0))+[11)@|f (2,0))-11)@|f (1,2)))-

L (jo0) ®(|f (0,0)-[F (©,0))) + loz)®(|f (0.2))-|F (0.1)))+

:F(

+ [10)@(|f (2.0))-[ (2.0))) +[22)@(]r (1,1)>—‘f(1—,1)>)):

=F(|oo>®<—1>f ° (o)) + lor@ (-1) ¥ (j0)-1))+

+ [10)@ (1) ) (0)[1)+ 1) &(-2) ) (0)[1))) =
~ ([0 ooy () o)+ ()f 40} (1) ) fe o))
2

Por lo tanto

1

o = (10 ©looje (1) o1y 2 o) (1) o (o)1)
2

O equivaentemente

" =%{((—1>f 900} (1) O Djor)+(-2) ) o)1) A1) Jo () -J1)
Es decir,

o = {2 ©Ooo) (-1 OV o) (2) a0} (- Hag) o (o))
S~—_

_
——
Estado de los dos primeros qubits del sistema
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Al aplicar la compuerta de Hadamard a los dos primeros qubits del sistema, se obtiene
el estado final
1 1
" =+ %2 2{((-2) © ooy (-2) C P or) s (- Va0 s (- D a1} Jo - (0)-)
S— -

—
Estado de los dos primeros qubits del sistema

Se probard que los dos primeros qubits del sistema determinaran s la funcion es
constante 0 balanceada. Al aplicarle la compuerta de Hadamard se obtiene:

L ©2 (%(((—1)f (© ’O)|OO>+ (_1)1‘ (o ,1)|01>+(_1)f (1’0)|1O>+(—1)f (1,1)|11>jj:

:%[((_1)]: (0,0) Y 2 |OO>+ (_1)f (0.1) H ©2 |01>+(_1)f (1.0) H ©2 |10>+(_1)f (11) H ®2 |11>) =

([0 O oyer o) (-2) ©H pyor j1)+(-1) FO )@t o)+ (-1) FY i 1yeH )

Desarrollando la compuerta de Hadamard en cada término resulta
:%(((_1)f (00), (_1)f 01) +(_1)f (1,0) +(_1)f (1,1)) 100)+
3(((_1)f 00) _ (_1)f 01) +(_1)f (10) _(_1)f (1,1)) o1)+
4

%(((_1)f (00), (_1)f (0,1)_(_1)1‘ (1,0)_(_1)f (1,1)) 10)+

(-1 00) (1) (0.1) (-1 (10) (1) (1,1)) 11)=

o
o

o
'_\
~ ~— ~—— ~——
(2]
—h

I
—
—~
-H
[ —
N—"
>
—
H
Q
()

Lol s
=
o

[EY
=

Por lo tanto, si se efecttia la medicion de los dos primeros qubits del sistema resulta:

1) Si f es constante, los dos primeros qubits estaran en estado 0 con probabilidad 1 pues:

2
P (e =[0) A a2 =10))=| {(-2) OV (a) O P () OO ) | e [ 1
2) Si f estéd balanceada, ambos qubits estaran en estado 0 con probabilidad O pues:
2 2
Py =[0) A g =|o>)=‘ LlT((_l)f (o,o)+(_1)f (0,1)+(_1)f (1,o)+(_l)f (1,1)) _‘ %(o) -0
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A continuacién se procedera a la generalizacion del Algoritmo de Deutsch-Josza para
funciones booleanas de n variables.

Algoritmo de Deutsch-Josza para funciones booleanas de n variables

Dada una funcién booleana f : {0 ,1}n —{0,1}, e agoritmo cuéntico de Deutsch -
Josza determinard si f es constante o balanceada. El circuito cuantico que implementa el

algoritmo tiene (n+1) entradas: o =0 =....=qp =|0) A Ony1=|1) yesel siguiente:
q q' q" qlll
||]n::=-ﬁ;— H@ﬂ H@ﬂ _4\ B
“r
1> —— H

Figura 4.3: Circuito cuantico del algoritmo de Deutsch.-Josza para una funcion booleana de n variables.

inicial del sistemaes
q=0; ®Jy ®...80, ®,;; =[0)®|0)®...®|0)®|1)=|00....01) = |00....0) ®|1)

Considerando la expresion decimal de los n qubits del sistema y haciendo uso de las
Proposiciones 3.11, la Notacion 3.12 y la Proposicion 4.6, los otros estados resultantes
son:

q' =H®")00..0)® H[1)=H®" 0>®£J1§ 0>_«IE 1>j[ l

\/an{ Z ‘ >J®( ‘O>_ ‘l>)

Esdecir,

2071 0.x 1 1
DAY x>J®(JE o)~ 1))-

W[ Z ‘ >]®( ‘0>_ ‘1>)

Al atravesar lacompuertaf € sistemaevolucionaa siguiente estado:

x=0 x =0

q" =U; q =Us \/Zlnj[zzlw}@( 0)— 1)) [=U¢ 21n+1{221x>®o>2§1x>®1>] -

x=0 x=0

F{ S U, (x>®o>>—2§uf (x>®1>>]=21rz_1x>®0@f (x)- 3 [x)opot <x)>}=

91



[ o FXel <X>x>J @ [ (o))
)

Estado de los n primeros qubits del sistema

Finalmente, al aplicar |la compuerta de Hadamard a los n primeros qubits del sistema se
71
q'" =

tiene;
>f<x)x>J® - (j0)-1))
P E e | (o)
°

Estado de los n primeros qubits.

H®n

En este caso, |os n primeros qubits del sistema determinaran si la funcion es constante o
balanceada. Desarrollando estos qubits resulta.

2" 2"
H®”[1 > () <X>x>] = T () R

2N 1 2N 1 1 2N_1 2N

- X (LT )= TS () gy
y=0 x=0

n
2 X = y=0

Por lo tanto, si se efectliala medicion delos n primeros qubits del sistema resulta:

1) Si f es constante entonces f(x) =0 vx 0 f(x) =1 Vx. En este caso, los n primeros
qubits estaran en estado O con probabilidad 1 pues:

2
B 3 B B B |1 211 f (x)+x.0 3
P(ay =[0)~ a2 =[0)A....aqn =[0)) =P (|y)=[0))= on > (1) =
X =0
2 2 2
2N 1 21 2N 1 2
:in > (_1)f (x) :in > o+l :i_i' > i_:rl]' (2”) =1
2 x=0 2 x=0 2 x=0 2
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2) Si f esta balanceada, los n qubits estaran en estado 0 con probabilidad O pues:

2
21
P(Q1=|O>A q2=|O>A....Aqn:|O>)=P(|y>:|o>):zl_n Z_E)(_l)f (x)+x.0 | _
- Znil(—l)f ) 2=i (0) 2:0
2" x=0 2N

Los términos se compensan y da 0.

Observacion 4.7

1) S se sabe a priori que una funcion booleana f de n variables es constante o

balanceada, como su dominio contiene 2" elementos, en e peor de los casos un
algoritmo clésico deberia evaluar en la mitad mas uno de los e ementos del dominio
para determinar si la funcion es constante o balanceada. Es decir, tendria que realizar
2" _ .

7+1 =2"1 11 evaluaciones.

En cambio, en e Algoritmo de Deutsch-Josza solo se necesita valuar f una sola vez. Por

esta razon se dice que, en este algoritmo cuantico, hay una ganancia exponencia frente
alos algoritmos clasicos.

2) La primera implementacion experimental de este algoritmo fue propuesta, para dos
qubits, en 1998 por Jonathan Jones y Michele Mosca, empleando técnicas de spines
bajo resonancia magnética nuclear.

El Algoritmo de Simon

Este algoritmo, propuesto por Daniel Simon en 1994, fue la inspiracion para que Shor
creara su agoritmo de factorizacion de un nimero primo. Se trata de encontrar €

periodo de una funcién booleana del tipo f : {0 ,1}n — {0 ,1}n . Antes de desarrollar €
algoritmo, seintroduciran las siguientes definiciones:

Definicion 4.7: Vector booleano
Un vector X = (X;,X5,...X,) eshooleanosi x; €{0,1} Vvi=1,2,...,n

Definicion 4.8: Suma booleana de vectores
S X=(Xg, X5, Xn) AY=(Y1,Y2,0Yn), CONX;,Y; €{0,1} Vi=1,2,...n
entonces
X®Y = (X1 ®Y1,X®Y5,..X, DY)
Donde @ esla suma modulo 2.

La siguiente Proposicion sera utilizada en € desarrollo del Algoritmo de Simon.
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Proposicion 4.9
1) § a,b,c €{0,1} entonces

2) S p,q € Zq entonces

= (21,25 ,...,Z,y) Son vectores
bool eanos entonces
Z+(X®Yy) _ Z+X Zey
(-2 )~ (- ()
Donde *es e producto interno candnico de vectores.

Demostracion

1) Se elaborala siguiente tabla con los posibles valoresde a, b y c:

a b c (a®b).c (a.c)®(b.c

0 0 0 (0©0).0=0 | (0.0)®(0.0)=0
0 0 1 (0©0).1=0 | (0.1)®(0.1)=0
0 1 0 (0©1).0=0 | (0.0)®(1.0)=0
0 1 1 (0@1).1=1 | (0.1)®(1L.1)=1
1 0 0 (1©0).0=0 | (1.0)®(0.0)=0
1 0 1 (1©0).1=1 | (1.1)®(0.1)=1
1 1 0 (1©1).0=0 | (1.0)®(1.0)=0
1 1 1 (1©1).1=0 | (1. 1)®(1.1)=0

Como los resultados de las dos Ultimas columnas de la tabla coinciden, queda probado
que (a®b).c=(a.c)®(b.c) Vahce{0,1}.
2) Se analizarén los siguientes casos:

a) p pary q par

b) p impar y q impar
C) p par'y g impar
d) pimpar y q par
Entonces

a)Sipesparyqpar = p=2k A g=2k con k, k' eZ= p+q=2(k+k' )=




= p+q espar = €l restodedividir (p+ q) por2es0 = (p®q)=0. Por o tanto

(=) = (-1 =1
Por otro lado

En consecuencia, (~1)P®% =(-1) .(-1)°
b) Essimilar a caso a).

c)Sipespayqgimpar = p=2k A g=2k'+1con k, k' €eZ= p+q:2(k+k')+1:>
p+ g esimpar = e resto dedividir (p+ g) por 2es1 = (p®q)=1. Por lotanto

()P = (-1 =1
Por otro lado
(1P = ()™ ()™ = () () (-1)=-2

En consecuencia, (~1)P®% =(-1) .(-1)°
d) Essimilar a caso c).

3) Aplicando la definicion de producto interno candnico se obtiene

Zo(X®Y)=(21,29,02Zn) * (X1O Y1, XD Y5, X, @Y )=
=23 (X1@9Y1)+2Z5 (X2® Y5 )+ 42, (X, DY)
Utilizando los resultados de losincisos 1) y 2) resulta

(_1)2.(x®y) — (_1)21(x1®y1)+22(x2®y2)+...+zn(xn®yn) _

1Z1X1®y1( )Zz(xz@yz) (_1)2n(><n®yn)=

21 x1)®(z1 1) (z2x2)®(z2y2)
1 (-1)

=(-1)
(-1)
(-1)
(-1)
= (1)

(_1)(Zn xn)®(znyn) _

1) z1y1) (-1 )(22X2)_(_1)(22 y2) (_1)(2nxn)_(_1)(2nyn):

1 )22X2 ( 1)(ann)_(_1)(21Y1)_(_1)(22y2)

H

1

lel (
lel (
z1x1) ( 1) 22 x2) ( 1)(ann)_(_1)(21Y1)_(_1)(22y2)

_ (_1)(21 X1 )Hz2 x2 )+..+(znxn) .(_l)(z]_ y1)+Hz2 y2 .. +(znyn)

Il
—~
N

N
x

-I

Ny
N
<

En consecuencia,
(_1)2-(x ®y) :(_1)z-x .(_1)z-y -

La siguiente definicién es una extension de la definicién de compuerta f, para una
funcion booleana mas general.
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Definicion 4.10: La compuerta f para una funcién booleana f : {0, l}n — {0, 1}n

Dada una funcién booleana f : {0, 1}” — {0, 1}n , la compuerta f es una compuerta de 2n
qubits definida por

Us |x1,x2,...,xn>®|y1,y2,...,yn>=|x1,x2,...,xn>®‘(y1,y2,...,yn)@af (xl,xz,...,xn)>
O expresado en forma simplificada
Ut [)ely)=[x)ely @t (x)

Con X = X1,X9,..Xy A Y=VY1,Y2,0 Y0

A continuacion se introducira el concepto de funcidn booleana periddica. Su definicién
difiere ligeramente del de unafuncion de variable real periddica, y eslasiguiente:

Definicion 4.11: Funcién booleana periddica
Una funcién booleana f : {0, 1}n — {0, 1}n es periddica si existe un vector booleano
nonulo T =(T1,Tp,...Ty) tal que verifica

f(x)=f(y)e y=x vy=x@T

Con X = (X1,X2,Xn )y Y=(Y1,Y2,Yn)ef0, 1"

Observacion 4.12

De la definicion anterior resulta que si f es una funcion booleana periddica, de periodo
T, y xg {0, 1}" entonces

[x 20"/ 1 (x)=1 (xo) |={x0 . xo®T }
Este resultado seratenido en cuenta cuando se analice e Algoritmo de Simon.

Ejemplo 4.13

Dada la funcién booleana f : {0,1}3—>{0,1}3definidapor f (X1,X2,X3)=(X1,X2,1).
Probar que f es periddica
Solucion
Sea x=(X1,X2,X3), Y=(Y1.Y2,¥3) con x #y. Se verd que existe un vector
booleano T =(T;,T,,T3) tal que

f(x)=f(y)e y=xoT.
Como f (x)=f (y) entonces (X1,X2,1)=(y1.Y.1). Deaqui resultael sistema

{X1=Y1 1]

X2=Y2
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Por otro lado, como y = x ©T entonces (y1,Y7,Y3)=(X; ®T1,Xo,®T,,x3®T3)
Luego

y1=X19©Ty

Y2=X2®T3 [2]

y3=X3®T3

Reemplazando [1] en [2] se obtiene
X1=X1©T
X2 =X ®T; [3]
y3=x3®T3

De la primera ecuacion de [3] resultaque

T]_ =0
Puessi T, =1 entonces x; = x; ®1= x; = x1, lo cual esun absurdo.
De manera similar, de la segunda ecuacion de [ 3] se obtiene que

T2:O

Finalmente, de latercera ecuacion de [ 3] resulta que

T3=1
Pues si Ts= 0= y3=x3= (Y1,¥2.¥3)=(X1,X2,X3), lo cual es una contradiccion
pues x =Y . En consecuencia, fesperiddicade periodo T :(0,0,1).

En base a los conceptos y propiedades previamente definidos, se procedera a describir
Algoritmo de Simon.

Algoritmo de Simon

Como se menciond anteriormente, este algoritmo consiste en halar e periodo
T =(Tg,T1,--Tn_1) de una funcién booleana periédica f : {0,1}" —{0,1}". Tienela
caracteristica de que es preciso gecutar més de una vez € circuito cuantico que
implementa el algoritmo.

Dicho circuito posee 2n entradas: Gy =0y =....=0p =0p4q =...=02p =|0). LOS

primeros n qubits forman e primer registro, mientras que los Ultimos n qubits
constituyen el segundo registro del circuito. Su representacion grafica es la siguiente:

q q' g g qv
||]n3}ﬁn; H@[I H@[I _4\ =
U
f
n
0> —% 7

Figura 4.4: Circuito cuantico del algoritmo de Smon.
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En este caso, € estado inicia del sistemaes
q =01 ®7z ©... 90y @... 0z =[0) ©[0)®...®|0)...8[0) = /0" }@|0" )

Aplicando la Proposicion 3.11, e siguiente estado del sistemaes:
21
q=H®"o")® [o")= 1)°%|x)|® |o" ®|o"
o 0| T oo - | Boslor

Es decir,
n
1 |22
q = > x)e O“>
\/27n x=0

Al atravesar lacompuertaf € sistemaevolucionaa siguiente estado:

_\/27[2%; ®‘0 of ( >J 1 [2%:1 )®|f (x >J anzol\/;—nﬂ@f (x))
Luego
_2”—1 1 ) y
=¥ s ) ® |f (x))

Segundo registro.
Ahora se efectiia la medicion del segundo registro, es decir, de los n dltimos qubits. En
este caso, se obtendra un n- qubit ‘f (xo )> paraaguin xg e{O,l,...,zn _1} (el n-qubit

|xo> esta expresado en base 10). Luego, por la Proposicion 2.26, y teniendo en cuenta
que

{x/ f(x)=f (xo)}:{xo,x()@T}

Entonces €l sistema colapsa a siguiente estado:

1 1 1 1
:(\/anxﬂ \/ZTXO @T>J ® |f (X0)>_(\/27X0> \/27“)(0 @T>] ® |f (X0)>_

el

— (o) [x0 @T))® [f (xo))

5
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Por lo tanto

=L Xp )+ [ Xo f (Xg
q Q/§(| ) ®T>/)®‘ (%0))

Y
Primer registro.

Al aplicar la compuerta de Hadamard a primer registro, y teniendo en cuenta la
Proposicion 4.9 inciso 3), se obtiene

A =1 (o) o OT)) @ [t (x0)= 5 (H =" xo)#H =0 0T ) [t (x0)-

I B T RS Ml D = S N
\/E[\/;Z( 1) ) \/272( 1) |V>J® |f(o)>

y=0

[ T L o) |y>]® 1 (x))-

= J;ﬁZZ::;l((_l)xo-y +(—1)xo-y(_1)T.y) |y>}® |f (xo)>=
| B b ) '”}9  (v0)-
[Zzl (e () m]@ f (x0)
y=0
Luego
- [2 (Y e () |y>]® f (xo)
ky_ _/
Y
Primer registro.

Finalmente se mide & primer registro. Si se define, parai =0,1,...,2" -1
P (y; ) =Probabilidad de que e primer registro, a ser observado, esté en el estado
Vi)

Entonces, por la Proposicion 2.9, setiene

2

P(yi ):‘ ot (-1y© (1+(—1)T'yi )
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2
1

2n+l

1
2n+1

(-1)°Y1(1+41)| s T.y; espa

()0 (2)

s T.y, espar

2

-5
-

(-1)°Y1(1-1)| s T.y; esimpar

(-1 (0)

s T.y; esimpar

2n+l

:

2n+1

-5

s T.y, espar s T.y; =0 (mod 2)

— 2”—1 — 2”—1
0 s T.y; esimpar 0 s T.y; =1 (mod2)
En consecuencia
1
s T =0 (mod 2
P(y;)=1 2" g ( )

Este resultado probabilistico indica que, a gecutar e agoritmo y efectuar la medicion
del primer registro, se obtiene un n-qubit |y; ) que verificalaecuacion

T.y; =0 (mod 2)
Puesel casoenque T.y; =1 (mod 2 )tiene probabilidad nula de ocurrir.
El andlisis anteriormente expuesto permite elaborar la siguiente:

Conclusion
Para halar e perfodo T =(Tq,Ty,....Th_1)de una funcién booleana periddica

f:{0 ,1}” — {0 ,1}n se procede asi:

1) Se gecuta € circuito cuantico de Simon tantas veces hasta obtener las mediciones
lyi) = ‘yi na Yinez Vi1 Vi ’0>, coni =1, 2,..., n-1, de modo ta que los vectores

Yi =(¥i0.Yi1:wYin2Yi n1) SeaN lineslmenteindependientes vV i=1,2,..., n-1.
2) Seresuelve e sistemalined

T.y;=0 (mod2)
T.y,=0 (mod2)

Donde T yl :To Vi 0 +Tl'yi ,1+---+Tn—1-yi n-1: Vi= 1, 2,..., n-1.

Se puede probar que dicho sistema tendra una tnica solucion no trivial (véase [10]), que
darén las componentes del periodo T.
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Ejemplo 4.14

Se desea hallar e periodo T =(Tg,T;,T2,T3) de una funcién booleana
f:{0,1" >{0,1}*.
1) Se gecuto tres veces el circuito de Simon y se obtuvieron los 4-qubits:
ly;) =|0100), |y, ) =]1000), |y3) =|1100)

¢Se puederesolver e sistema

T.y; =0 (mod 2)

T.y, =0 (mod 2)

T.y3=0 (mod 2)

Para hallar la Unica soluciéon no nula T?

2) Si a correr tres veces €l circuito de Simon se hubieran obtenido los 4-qubits:
ly1) =|0011), |y,) =]1010), |y3) =(0101)
¢Se puede hallar € periodo T?

Solucién
1) Como los vectores y; =(0,0,1,0), y, =(0,0,0,1), y3=(0,0,1,1) no son
linealmente independientes, € sistema no puede generar una Unica solucion no nulaT.

2) Como los vectores y;=(1,1,0,0), y,=(0,1,0,1), y3=(1,0,1,0)son

linealmente independientes, e sistema tendra Unica solucion no nula. Se resuelve
entonces €l sistema

T.y; =0 (mod 2) To-14T1.14T5.0+T3.0=0 (mod 2)
T.yp=0 (mod2) = <Tp.0+T1.1+T,.0+T3.1=0 (mod 2)
T.y3=0 (mod 2) Tp.14T1.0+T5.1+T3.0=0 (mod 2)

Para hallar la solucion de este sistema se aplica e Método de Sustitucion o bien €
Método de Eliminacion de Gauss. A modo de gjemplo se utilizara este Ultimo, teniendo

en cuentaque -1=0 (mod 2):

1 100:0) (1 1 00i0) (110 0i0) (11 00:0
010 1:0/»/0 1 0 1:0(={0 10 1:0|>[0 1 0 1i0 |=
1010:i0) 0 -110i0)l0110i0) (001 -1'0
110 0:0
=0 1 0 10
00110
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Por lo tanto, se resuelve € sistema
T2 +T3 =0 (mOd 2) [1]
Tl +T3 =0 (mOd 2) [2]
To+T1 =0 (mod 2) [3]

Delaecuacion [1] resultaque (T, =T3 =0) v (T, =Tz =1).

Primer Caso: T, =T3 =0

Delaecuacion [2] setiene

Ty +T3=0 (mod 2)=T; +0=0 (mod 2)=T; =0 (mod 2)=T; =0

De manerasimilar, de la ecuacion [3] resultaque Tg =0 . En consecuencia,

T =(0,0,0,0) essolucién del sistema.

Segundo Caso: T, =T3 =1

Delaecuacion [2] setiene

Ty +T3=0 (mod 2)=T; +1=0 (mod 2)=T; =-1 (mod 2)=T; =1 (mod 2)=T; =1
De manera similar, dela ecuacion [3] resultaque Ty =1 . En consecuencia,

T =(1,1,1,1) essolucién del sistema.

Luego, € conjunto solucién es {(0,0,0,0), (1,1,1,1)} . Como @ periodo es un vector

booleano no nulo, se deduce que e periodo delafuncién booleanaes T =(1,1,1,1).

Observacion 4.14
El Algoritmo de Simon combina la computacion cuantica con la clasica, ya que para
resolver e sistema T.y; =0 (mod 2),i=1.2,...,n-1se recurre a un ordenador

convencional.
Por otro lado, en un agoritmo clasico, como e periodo de una funcion booleana

f:{0, 1}n — {0, 1}” €s un vector no nulo de n componentes, en e peor de los casos
habria que evauar f sobre 2" —1 posibles vectores candidatos para ser € periodo T.
En cambio, en & Algoritmo de Simon, para obtener T se requiere repetir e circuito O(n)

veces que evaluar f. Por esta razon se dice que € Algoritmo de Simon es
exponencia mente mas eficiente que cualquier algoritmo clasi co.
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Capitulo 5

La Transformada Cuantica de Fourier

Como se sabe, la Computacién Cuantica opera con compuertas que matematicamente se
describen mediante transformaciones lineales unitarias. En este capitulo se analizara una
transformacion unitaria muy importante, que sera el corazdn del Algoritmo de Shor: La
Transformada Cuantica de Fourier (En inglés Quantum Fourier Transform). Su
definicién se basa en la Transformada Discreta de Fourier, como se verd a
continuacion.

Definicion 5.1: Transformada Discreta de Fourier
SeapeNy f: Zp—>C.la Transformada Discreta de Fourier de f es una funcion

f: Zp — C definida por

_ i p-1 2mi X.y
f(x)=—=) f(y)e P
(x) ﬁyzzc; (v)
ConxeZp={01,.,p-1}
Ejemplo 5.2
Sea f : Z, — C definida por
f(0)=1
f(1)=2
Calcular la Transformada Discreta de Fourier def.
Solucién
En este caso, p= 2. Luego
_ =" 2m Xy ;21 2ni x.y 1 &
X)= — f e P - f e 2 T f e Xy
f(x) @Z () ﬁz () ZZ (v)
y=0 y=0 y =0
Por lo tanto
- 1 < - 1 < 1 1
0)=— ) f e™ 0y -~ Y '¢ A= (f (0)+f (1))=—=(1+2)=
f(0)=5 2 0f () 520 ) = (1 (0)+f (1)=5(1+2)
y=0 y=0
_3
J2
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1 1 1

=——(f (0).1+f (1)(-1))=—=(1-2)=— ——
5 (1 0)1+F A)(-1))="(1-2)=- =
Para definir la Transformada Cuantica de Fourier sobre el espacio de los n-qubits, basta
definirla paralos elementos de una base de dicho espacio. Como se sabe, una base es:
{ |Xn-1 Xn—2 ~Xg Xg) cONX; =06 1,i=0,1,.,n-1}
Por otro lado, en e Capitulo 2 se vio que, para simplificar la notacion, se utiliza la
siguiente identificacion de los qubits de dicha base:

Xnq Xp_2 X1 Xg) = [X)

Donde x es la representacion en base 10 del nimero binario X,,_1 Xp_2 .... X1 Xq -
Como

[Xn 1 Xn- X1 %0) = [x)e{ [0}, 1) [2).s [27-1) |
A los elementos de esta base se los puede asociar con elementos de Z N Este hecho

sugiere definir la Transformada Cuantica de Fourier de manera simular a la
Definicion 5.1 considerando p = 2", como se indica a continuacion:

Definicion 5.3: La Transformada Cuantica de Fourier de n-qubits

Sea |X>e{ 0}, [1) . |2)...., ‘2”—1> }un elemento de la base del espacio de los

n-qubits. La Transformada Cuéantica de Fourier, simbolizada mediante la sigla QFT,
es la transformacion lineal definida por
on_1 2nixy

QFT |x) 2

Donde
|x) eslarepresentacion en base 10 del n-qubit |X,,_y Xp_p...X1 Xg)

|y) eslarepresentacion en base 10 del n-qubit |yn_1 Yoo Y1 y0>

Se puede comprobar que si n = 1, la Transformada Cuantica de Fourier es la compuerta
de Hadamard. El siguiente Ejemplo ilustra como calcular dicha Transformada.

Ejemplo 5.4

Sean=3. Calcular QFT |5).

Solucion
23 ] 2mixy 7 i Xy

QFT |5) = Zly 2? =%Zly>e ‘-
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1

/23
ni 25 ni 30 ni35]

i b ni 5 ni 15 _
[|0> +|1>e 4 +|2>e 2 +|3>e 4 +|4> e™! 24

+5)e 4 +6)e 4 +[7)e 4

Por lo tanto
ni 25 ni 35

5 . 15 .
Ql——r|5>i[|o>+|1> 4" 4[2)i+[3)ed  —|a)i[s)e 4 —[6)i+|7)e 4

23

O equivaentemente

1 En i En [ mi25
QFT |101>_—[|000>+|001> e4 +/010)i+/011) e4  —[100)+[101)e 4 +

J23

ni 35
-[110)i +| 111) e 4 J

Representacion matricial dela Transformada Cuantica de Fourier

La Transformada Cuantica de Fourier, por ser una transformacion lineal, tiene una
representacion matricial. Para halarla, se valuara la Transformada en cada uno de los
elementos de la siguiente base del espacio de los n-qubits expresados, para simplificar la
escritura, en representacion decimal:

Loy 1)+ [2).-

27

Entonces, si sedefinew =e 2" se obtiene
! 2N —1> )
¢2n

QFT [1)= ! (1 0) +w(1) + W2|2> forw2 ‘2”—1>]

QFT [0) =

(2 [0)+L [1) +. [2)+ .41

L l\ﬁ
>

QFT [2) = { 10} sw2 1) s [2) s e 22
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1 (2“-1).2 (2”—1).(2”—1

Jan

Por lo tanto, la matriz asociada a la Transformada Cuantica de Fourier sobre € espacio
delos n-qubits es:

QFT [2"-1) =10} + w?" *|1)+w 12)+...tw )\zn_1>

1 1 1 1 Co 1

1 w K wi S Wzn_l

1 w? w? w Coe WZ(Zn_l)
Fn = L 1w w w CoL Wg(zn_l)

R B e I

Se puede comprobar facilmente que F,, es efectivamente unamatriz unitaria.

Disefio del circuito cuantico para la Transformada Cuantica de Fourier

La Transformada Cuantica de Fourier puede ser disefiada eficientemente en un
ordenador cuantico, utilizando tres tipos de compuertas. la compuerta de Hadamard, la
compuerta de Desplazamiento de Fase y la compuerta Svap.

En esta seccidn se vera como crear un circuito cuantico asociado a esta Transformada.

Se probara ademas que requerira O (n2 ) compuertas cuanticas, donde n es el nimero

de qubits. Previamente se recordaran algunas definiciones y se demostraran propiedades
que seran utilizadas en el armado de dicho circuito.

Compuertas que intervienen en €l circuito de la transformada cuantica de Fourier

Como se menciond anteriormente, las compuertas que se emplearan para € disefio del
circuito son tres.

1- La compuerta de Hadamard para un qubit

Como sevio en el Capitulo 3, lamatriz asociada a esta compuerta es.

SRS
l—\ﬁ‘l_\

5l

Como
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H[0)=—7 ([0} + 1))

M= (10) ~ 1))

Entonces la compuerta de Hadamard puede expresarse del siguiente modo:

1 ( 2 i (0x) )
Hix)=—={10) +e 1
¥)=7z 10 [£)
Donde

Xe{O,l}

0.x esun numero binario, cuya representacion en base 10 es: Ox=x.2"1.
De este modo,

1 sx=0

, o1 .
e2 i (0X) _ 2 mix2™" _ g nix _
-1 sx=1

e =C0S (71X )+ sen(nx)z{

Esta nueva manera de expresar la compuerta de Hadamard sera utilizada en el disefio
del circuito de la Transformada Cuéntica de Fourier.

2- La compuerta R o de Desplazamiento de Fase

Dado un angulo g expresado en radianes, la representacion matricial de esta compuerta

es:
(T 0
<o o)

En particular, se define la siguiente compuerta, considerando g = 2—52
2
1 0
k
0 e?

Dicha compuerta opera sobre un determinado bit. Por ggemplo, s R¢ opera sobre €l bit
X1, entonces su expresion queda:

1 0
Rk = 2 TCi Xl
0 e 2K
Y su representacion gréficaes:
k

|xy= l
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3- La compuerta Swap

Esta compuertaintercambia dos qubits y se la define por

Swap | xy>=|yx> conx,y €{0,1}.

Larepresentacion gréficaes.

|x>

=
Swap

|y= | x>

La siguiente Proposicién se utilizara para demostrar otra forma de representacion de la

Transformada cuantica de Fourier.

Proposicion 5.5

S xj,y; €{ 0,1} Vi=1,2,...,n entonces

| 12”:1( xi)®ly;) ):[:Vi >J®[é‘yj>J

i=1j= i =

Demostracion

Se aplicara e principio de Induccion sobre n.

Paran=1

Se verifica pues

ZZ( xi )@y ;) )=|xl>®|y1>={§1|xi >j®[§l 7 >]

Se supone que la igualdad es valida para n (Hipotesis Inductiva).

Es decir,

Se probara gue la afirmacion es valida para (n+1)

O seq, severificardque

33 (paelys) )(Zl >]®{?ii\vj>J

i=1j=1

Entonces
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i=1j=1 i=1j=1
nili( % )®|y;) )+_”Z+l( Xi )®|Yns1) )= i i( xi)®ly;) )+
i=1j=1 =1 k|=11=1 Y
Hipotesis Inductiva
+j%l(|xn+1>®‘yj >)+TZ:‘11( |Xi >®|Yn+1> ):
= iZZ:l|Xi> ® ]Zill‘yj> +j%(|xn+1>®‘yj>)+:§(|xi>®|yn+1>)=
= iZ:i|>(i> ® ]Zill‘yj> +JZ (|Xn+1 ®‘yj>)+lé(|xi>®|yn+1>)+(|xn+l>®|yn+l>)
Por lo tanto
ETZ:( xi)8ly;) ):(ém >]®{é‘w >J+ji_l(|xn+l>®‘yj >)+
zl (% )@1Ynea)) + (0 2) €] Y1) 14

Por otro lado, por laProposicién 1.9, incisos 1) y 2) resulta

[Z|>]®(JZ\VJ>NZ|>|j {z\m mﬂJ
=élm}]%é\w}}{élm>]®|yn+l>+|xn+1 [Z\YQJ (Ixn+2)®[¥ni1))=

i=1 =1

= i%b(i >}®[j£‘,1|3’j>}+[i|xi>®|yn+1>j {Z|Xn+1 ®|yJ>J Xn+1>®|Yn+1>)
En consecuencia

S8 brelss) {3 o £ o S et

i=1j=1

£Z|Xn+1 ®|y1>} Xn+1>®|Yn+1>) [2]

j=1

De[1] y [2] se deduce que nilriﬂ( |Xi >®‘yj > ):[:§|xi >]®L?Z+i‘yj >] n

i=1j=1
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A continuacion se probara otra forma de expresar la Transformada Cuéntica de Fourier,
que se utilizara para € disefio de su circuito cuantico.

Proposicion 5.6
S x; €{0,1}Vi=0,1,.,n—1 entonces

1

QI——I' ‘Xn_l...X0>= \/_

(‘0>+E‘2n i0.xq ‘l>)®(‘0>+e2n i0.X1Xg ‘l>)®m®(‘0>+e2n i0.Xp_1 X0 ‘1>)
2n

Es decir

>

1
QFT [Xp_1Xp_2..X1Xg )= N

( |0>+e2 ni 0.X|_1X|_2...XQ |1> )
=1

Donde

0X| _1X| 2. X1Xg =X| 1.2 T +X| 9.2 2 +..+X, 2701 +Xp 27(1-0)

O equivalentemente
[

-k
0.X| _1X| _2..X1Xg = Zx| k-2
k=1

Demostracion

De acuerdo aladefinicion de Transformada Cuantica de Fourier, se tiene
oN_4 2mi Xy

1
22;? ;§;|y>e

QFT |x)= 2"

Donde
|x) eslarepresentacion en base 10 del n-qubit |X,_; X;_p ...X3 Xg)

|y) eslarepresentacion en base 10 del n-qubit |y, 3 Y, 2.1 Yo)

Por lo tanto, la expresion en base 10 del nUmeroy es

n-1
y=y02° +y;. 2t +vy, 2" =Yy 2K

k=0
Luego
2ni x y 2ni x & K L K . 1
= DoYK€ =2mi x Y y2" " =2ni x D}y ——=
2" 2" 3 k=0 o 2"

. S 1 . z 1
=2ni X Zym.z—I =2mi X Zym.z—l
I=1

 I=n )

Sesudtituyel = n- k
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Esdecir
27l Xy : - 1
——= =21 X ) Yo -—
2" Z‘ ol

Reemplazando esta expresion en la Transformada Cuantica de Fourier se obtiene

n
1 1 1 2mi XYn—I

Z Z ...... Z el= 1 2! |Yn-1Yn-2-Y1Yo0)

yn -1=0 ypn-_2=0 yo=0

QFT |x)

Aplicando la Proposicién 5.5, la propiedad de que la exponencial de una suma es €
producto de las exponenciales y que

Vo1 Yn2-Y1 Yo)=|Yn1)®|Yn2)®..0y;:)®|yo)

Entonces

n .
2w X
1 1 1 Y Yn-l

Ql-‘FIX):\/;—n Y Y et ? V1) ®|Yn_2)®..®y1)®|yo) =

Yn-1=0 yp-2=0  yp=0

1 2mi Xyn | 1 2ni Xyn ) 1 2ni X 0
1 | - 2 -
:\/_n Z e 2 Z e 2° L. Z e 2 Yn1)®|Yn_2)®..8|y1)®|yg)
2" ypg= Yn-2=0 yo =
1 2mi xy | 1 2mi xy ) 1 2mi xyo
1 n 2 N
=\/7n Z e 2 Yn1)® Z e 2 Y 2)®....® Z e 2 Vo) |=
2 Yn-1= Yn-2= Yo =
n 2ni X
1 I
_ﬁ X |[0) +e 20 1)
27 2
Por o tanto
2ni X
L@lo)-e 2 p gl
QFT |x)= +e
2" 14

Por otro lado, la expresion en base 10 del nimero x es

n-1
x =X 2% +x 28+ x4 2" =D x 2K
k=0
Luego

I\J|><
M

k| kS kI
K257 = D X 25T Y x24T
k=0 k=
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n-1 .
Teniendo en cuenta que Zxk 2%~ es un nimero natural y que e?™ "-1vneN
k=l

resulta
) | -1 n-1 -1 n-1
2ni X 2qi [Z xi 2Ky xk.zk_'J 27 [Z xk.zk_'J 27 [ D xk.2k_|]
I - = — —
~
=1
1 K|
2mi | Y xg 2"
—e k=0 :eZm 0.X] —1 X| =2 -...X1X0
Luego
2mi X
| .
e 2 :eZm 0.X] —1 X] =2 ...X1X0 2]

Sustituyendo [2] en [1] resultafinalmente

n .
QFT |Xn—1xn—2---X1X0>=—\/;T ®( 0)+e2 7 OX1aXi-2%0 1) ) "
=1

Circuito cuantico para la Transformada Cuantica de Fourier

En la Proposicion 5.6 se demostré que la Transformada Cuéantica de Fourier puede ser
“factorizada” como producto tensorial de n qubits. Este resultado permitira disefiar el
circuito cuantico asociado a dicha Transformada de una manera sencilla, empleando
solamente compuertas de Hadamard, de Desplazamiento de Fase y compuertas Swaps.
Por cuestiones didéacticas se mostrara como crear dicho circuito para un qubit, luego
paradosy tres qubits, para proceder finalmente ala generalizacion a n qubits.

Circuito Cuantico dela QFT de 1-qubit

En este caso, n = 1. Seglin la Proposicién 5.6, setienequesi xg €{ 0,1 } entonces

®( |O>+e2 mi 0X|_1X|_2...XQ |1> ):i( |O>+eZ mi 0Xg |1> ):

Q
u
>
o
[
r\ﬁ‘ P
|_\
w

2
1 .
75 10)+1)) s %0 =0
1 2 miX 21 1 I.X \/E
=——| [0)+e="'70= 1) |=——( |0)+e ™' 0 |1) =
l S %! ) ([0 ) s xo=1
=H|xo)

En consecuencia, la QFT paran = 1 es precisamente la compuerta de Hadamard.
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Circuito Cuantico dela QF T de 2-qubits

En este caso, n=2. Aplicando la Proposicion 5.6, se tiene que s
Xg.X1 €{ 0,1 }entonces
2

QFT |X1XO>ZL ®( |O>+e2 mi 0X|_1X|_2...XQ |1> ):

V22 5

L( |O>+€‘2 ni 0.xg |1> )®( |O>+e2 mi 0.X1Xg |1> )

V2?2

Su circuito es €l siguiente:

1 q' q" " gIv
|x3= H R, -
l Swap
| xg = H

Figura 5.1: Circuito cuantico dela QFT paran = 2.

Se probaréa que efectivamente este circuito genera la Transformada Cuantica de Fourier
sobre el espacio de 2-qubits.
Primeramente, €l estado inicia del sistemaes

a=|x1)®[xo)
L os siguientes estados del sistema son:

§ =H |x)® x0>=(%(0>+e2 xi 0 1>)j® %)

Teniendo en cuenta que

1 0
R2= 2mi Xg
0 e 2°

Entonces

o =Rp| ()42 ¥ 21 ) |6 Jxo) = F5(Re[0) 62 V1R [} [xo) -

2 mi Xg

_ LZ ‘0>+e2ni 0x1 o 22 ‘l> ® X0>:(L(0>+62 mi Oxg g2 mi 0.0xg 1>)j® ‘X0>=

V2 2

:(%(0)%2 i (0x1+00xq) 1>)j® x0>=(%(0>+e2 mi 0x1x0 1>))® IXo)

El proximo paso consiste en aplicar lacompuertaH al segundo qubit |Xq ):
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1

<[ {loyre = %0 ) o Jxo)-

[ (|0 o2 11 0X1X0 |1>)j®[%(|0>+ez ni 0Xg |1>)]

Finalmente, al aplicar la compuerta Swap se obtiene

gV :SNap[ (%(|0>+ez i 0x1X0 |1>)j®(%(|0>+ez i 0xg |1>)] j:

%(|O>+ez 71 0xg |1>)j®(%(|0>+62 xi 0x1XQ |1>)j:

( |0>+62 ni 0Xg |1> )®( |O>+e2 mi 0X1Xg |1> ):

7\

N[, DN ([P
N N

2
®( @2 mi 0X|_1X|_2..Xg 1) ):QI——F X1Xg)
I=1

Circuito Cuantico dela QF T de 3-qubits

En este caso, n=3. Aplicando la Proposicion 5.6, se tiene que s
Xg.X1,X2 €{ 0,1 }entonces
3 .
QI__I_ |X2X1X0 _ 13 ( |0>+ez ni 0.X]_1X]_2...XQ |1> )=
2% =
\/273( |O>+e2 ni 0Xg |1> )®( |0>+e2 mi 0.X1Xg |1> )®( |0>+82 mi 0X5X1Xg |1> )
Su circuito es €l siguiente:

q' q'lf

[ |
> —{ & |—132| A
|11

H RJ <
wap Swa
| :

qIV qV g7 ql/.'ﬂ g Vi g X

Swap

Figura 5.2: Circuito cuantico dela QFT paran = 3.

Nuevamente se probara que efectivamente este circuito genera la Transformada
Cuantica de Fourier sobre € espacio de 3-qubits. Primeramente, € estado inicial del
sistemaes

a4 =[x2)®|x1)®|xo)
Al aplicar lacompuertaH a primer qubit setiene:

@ =H[x2)8lx1)® [xo)=( (0} +¢ ™ 2 )] fels)® [xo)
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Como

1 0
R, = 2ni xq
0 e 2°

Entonces

o =Ry 15(10)+? * %2 1) 0lx)@ [xo0) [ (Rel0)+e? ™! 2Ry 1) e lxs)® [ro)-

2mixg
={\/1§{0>+e2“i 0x2 ¢ 22 1>D®Xl>® [%0)=

(i(|o>+e2 7i Oxp g2 mi 00X |1>)J®|X1>® IXg) =

{

Al aplicar la compuerta

[o)+¢? =1 ©x22099) )l [x0) <[ (j0)+e? = 24 )@ fxa) @)

i

1

q" =R (\/5(0>+ez T Ox2x 1>)j® [x1)®[x0) =

2 (Rsfo)+e? =1 0727 R3|1>)J® x1)®|x0) =

27i Xg
% 0)+e2 ™1 0x2x1 ¢ 23 1) |l@ [x;)®|xo )=
L 0 +eZTciO.X2X1 e21riO.OOX0 M ® Ix:\®|xn ) =
AN [1))]® [x1)®]x0)

(%(|o>+e2 xi 0x2x170 |1>)j® 1%1)8[x0)

Al aplicar lacompuerta H al segundo qubit se obtiene e siguiente estado

q"v :(%(|0>+e2 7l 0x2X1X0 |1>)j® H|x1)®|xg)=
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:[%(|0>+e2 i OXpX1X0 |1>)j® (%(|O>+e2 ni 0x1 |1>)J®|XO>

A continuacion se aplica a segundo qubit lacompuerta

1 0
0 e 2°

Con lo cua resultael siguiente estado:

:(%(|0>+e2 i OXpX1X0 |1>)j® R, [%(mmz i Oxq |1>)j®|xo>=

o]
<

:[%(|D>+e2 mi 0x2x1X0 |1>)j® (%(Rz 0)+e2 ™1 0X1 R, |1>)]®|x0>=

:(%(|0>+ez i OXpX1X0 |l>)j® (%(|0>+e2 ni 0X1XQ |1>)j®|xo>

Aplicando lacompuerta H a tercer qubit resulta:

o =(%(|O>+e2 mi 0X2X1X0 |1>)j® (%(|0>+ez 71 0X1XQ |1>)j®H 1x0) =

=(%(|o>+e2 71 0Xpx1XQ |1>)J® [%(|D>+e2 ni 0x1%0 |1>)j®[%(|o>+e2 ri 0xg |1>))

A continuacién se intercambian € Segundo y tercer qubit a través de la compuerta
Swap:

1

Qi { a (‘0>+ez i 0XpX1X0 1>)j® Mm(\%(o>+ez i 0x1XQ 1>)j®(\/1§(0>+e2 i 0xg 1>)j=

=(j§(o>+e2 i 0X2X1X0 1>)j® (\15(0>+ez i 0xg 1>)j®(\15(0>+e2 i 0x1xg l>)j

Luego seintercambian el primer y segundo qubit para obtener el siguiente estado:

Vi =Swap£\/l§(0>+e2 i 0X2X1X0 1>)j®£\/1§(0>+e2 i 0xg 1>)j®(\/1§(0>+ez i 0x1XQ 1>)):

:L\/l§(0>+ez i 0xg 1>)j®(j§(o>+ez i 0X2X1X0 1>)j®(12(0>+ez i 0x1%0 1>)J

Finalmente se intercambian € segundo y tercer qubit
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g :L\/l§(0>+e2 i 0xg 1>)j®SNap(\/l§(0>+e2 71 0XpX1X0 1))}@(\/15(0%6;2 71 0x1xQ 1>)j:

=(1(0>+e2 i 0xg 1>)j®(j§(o>+e2 i 0xqxQ 1>)J®(j§(o>+e2 i 0x2X1XQ 1>))=

N

3 .
:—13 ®( 0)+e® ™! OXI-1X1-2--%0 |7 )zQFr [X2X1X0)
27 121

Circuito Cuantico dela QF T de n-qubits (caso general)

El circuito cuantico que implementa la Transformada Cuantica de Fourier de n-qubits
utiliza compuertas de Hadamard, de Desplazamiento de Fase y compuertas Swaps. Para
simplificar su representacion grafica, se omitiran las compuertas Swaps. El circuito se
muestra a continuacion:

| %pe1 Sl R, |
) —— THE}
|

| %1} H
| %) & H b_

Figura 5.3: Circuito cuantico de la QFT de n qubits.

Como se puede comprobar, e qubit |x0> reguiere una compuerta de Hadamard, el qubit

|x1> requiere una compuerta de Hadamard y una de Desplazamiento de Fase y cada

gubit que le antecede precisa una compuerta adicional de Desplazamiento de Fase.

En la préxima seccion se analizara € costo que demanda construir € circuito cuantico
asociado a la Transformada Cuéntica de Fourier, contando la cantidad de compuertas
regueridas para su disefio.

Cantidad de compuertas requeridas para € circuito cuantico dela QF T de n-qubits

Primeramente se enunciard la siguiente Proposicion, que determina la cantidad de
compuertas Swaps utilizadas en el circuito cuantico de la Transformada Cuantica de
Fourier.

Proposicion 5.7
La cantidad de compuertas Swaps que se necesitan para transformar un n-qubit
|Xn_1Xp_2--X1Xg) ene n-qubit |XgX;..Xp_pXp_g) €S

n-1

. n(n-1)
-

i=1

Demostracion

Seradesarrollada por €l tesista Ariel Savarese. m

117



El siguiente cuadro muestra cuantas compuertas necesita cada qubit de entrada del
circuito cuantico parala Transformada Cuantica de Fourier:

Qubit de entrada Cantidad de compuertas
| X > 1 compuerta de Hadamard
| X 1> 1 compuerta de Hadamard y 1 compuerta de

Desplazamiento de Fase

| X > 1 compuerta de Hadamard y (n-2) compuertas
n-2 .
de Desplazamiento de Fase
| X > 1 compuerta de Hadamard y (n-1) compuertas
n-1 .
de Desplazamiento de Fase
. -y , n(n-1)
Por otro lado, seguin la Proposicion 5.7, se requieren —5 compuertas Swaps. Por

lo tanto, € total de compuertas necesarias paraimplementar € circuito cuantico es:
n-1
n compuertas de Hadamard + Zi compuertas de Desplazamiento de Fase +

i=1

n(n-1
% compuertas Swaps =

n-1

. n(n-1

=n+ ZI +¥compuertas= n+

i=1
= n® compuertas.

n(n-1) .\ n(n-1)
2

compuertas =

En consecuencia, € circuito cuantico de la Transformada Cuéantica de Fourier de
n-qubits contiene O(n?) compuertas cudnticas. Si se compara con la Transformada
Discreta de Fourier, se puede probar que ésta utiliza O(n 2") compuertas |dgicas, donde
n es la cantidad de bits. Por esta razén se puede afirmar que la Transformada Cuantica
de Fourier mejora exponenciamente ala Transformada Discreta de Fourier.
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Capitulo 6

Aplicacién de la Transformada Cuantica de Fourier

En este capitulo se mostrara como aplicar la Transformada Cuantica de Fourier para
hallar & periodo de una funcion exponencial modular.

Esta aplicacion es de suma importancia, pues desempefia un rol fundamental en €
Algoritmo de Shor. De hecho, es la parte del algoritmo que consume la mayor parte del
tiempo computacional.

Previamente se introducirdn agunas definiciones y se demostraran resultados
matematicos que seran utilizados para justificar € algoritmo cuantico que calcula €
periodo de este tipo de funciones.

Definicion 6.1: La funcién exponencial modular

Una funcion exponencial modular es una funcion f : Z, o — Z,, delaforma
f (x)=a" (mod n)

Donde neN y a esun elemento invertibleenz,, .Esdecir, med (a,n)=1.

Definicion 6.2: Funcion periodicaen 7,

Unafuncion f : Z. o - Z, esperiodicas 3 peN tal que
f(x+p)=f (x) VXxeZsg

En este caso, se dice que € periodo es
P=min{peN/f (x+p)=f (x) VxeZ,q |

La siguiente Proposicion prueba que la exponencial modular es una funcion periddica e
indica cudl essu periodo.

Proposicion 6.3
La funcion exponencial modular f (x )=a* (mod n)es peri6dica, y su periodo es
P:min{ peN/aP =1 (modn) }

Ademas, P < n.

Demostracion

Como a es invertible en 7z, entonces a* es también invertible y su inverso es
X

(a_l) =a*.

Por lo tanto
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f(x+p)=f (x) & a"P=a"ca.aP=a"= a*.a*.aP=a . a" o1l aP=1 &

< aP=1enZ, <aP =1 (modn).
En consecuencia,
f (x+p)=f (x) < aP =1 (modn) [1]
Luego
f (x)esperiddica <> IpeN ta queaP =1 (modn).

Por laProposicion 1.56 incisos 2) y 4) setieneque 3r e N conr<n ta que
r:min{ k eN/a* =1 (mod n) }

Teniendo en cuenta [1], se toma P = r. De aqui resulta que f (x)& periddica, de
periodo P, con P < n. [

A continuacion se definirala compuerta f asociada a una funcion exponencial modular.
Esta compuerta sera la encargada de guardar los valores de dicha funcion.

Definicion 6.4: La compuerta f de la funcion exponencial modular
Sea f : 7y g —7Z, definida por f (x)=a* (mod n), con neN y a un elemento

invertible en Z,. Sea meN tal que n<2™. La compuerta f de 2m qubits ,
simbolizada por Uz, esla transformacion lineal unitaria definida por

Ur (%) [y))=Dx) [y ®f (x))

Donde x ,y €Z,m

|x) eslarepresentacion en base 10 del m-qubit X, 1 X o - X3 Xg)

|y) eslarepresentacion en base 10 del m-qubit |ym_1 Ym_2 Y1 y0>

@ eslasuma modulo 2 bit a bit.

El siguiente Ejemplo ilustrara como calcular dicha compuerta.

Ejemplo 6.5

Sea f : 7, g —7Z, definida por f (x)=3% (mod4). Sea Us la compuerta f de 8
gubits. Calcular
3) U (0) [1))
b) Ut (|2) [2))
9 Ur (|2) [3))

Solucién

En este caso, m= n = 4. Entonces
3)
Ut (j0) [1))=[0) [1@f (0))=|0) |[1®1)=|0) |0001®0001)=0) 0000)=|0) [0}
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lL)J)f (1) [2))=[1) [2@f (1))=[1) [2®3)=|1) |0010 ©0011)=|1) |0001)=|1) |1)

(L:J)f (|2) [3))=[2) [3@f (2))=|2) [3®1)=|2) |0011®0001)=|2) [0010)=|2) |2)

La siguiente Proposicion muestra qué relacion existe entre los puntos del dominio de
unafuncién exponencial modular que tienen la mismaimagen.

Proposicion 6.6

Sea f (x)=a* (modn), con neN y a un elemento invertible en z,. Sea P ¢
periodode f (X) y x,xg €Zs o talesque x >x . Entonces
f (x)=f (Xg) (modn) < x=xg+j.P conjeN.

Demostracion

<) Sea x=Xg+j.P con jeN y tal que (xg+j.P)<n.Entonces, como P es e
periodo de f (x ) setiene:

f(x)=f (xo+j.P)=f (xg+(j —1)P+P)=f (xg+(j -1).P)=

=f (xo +(j —2)P+P)=f (xo +(i =2).P)=..=F (xo +(i —(i -1)).P)=
=f (xg +P)=f (xg) (mod n).

=) Como a esinvertible en z, entonces a*0 es también invertible y su inverso es
X
(a_l) PzaXo.
Por lo tanto
Como f (x)=f (xg) = a*=a" (modn) =a*.a™ =a*.a™ (modn)
Luego
a*™0 = 1 (mod n) [1]

En consecuencia, por la Proposicion 6.3, resultaque x —xg > P. Por otro lado, por €l
Algoritmo de la Division Entera, se tiene que

X—Xo=j.P+r, conjeNyoO<r<P [2]

Si se supone que r, >0 entonces, reemplazando [2] en [1] y aplicando |a Proposicion
1.51 resulta

1=a*>0 =gl P =5l P a1 z(ap)j al z(l)j al=a" (modn)
Por |o tanto,
a™ =1 (mod n)
Lo cua es una contradiccion pues, por la Proposicion 6.3,
P= min{p eN/aP =1 (mod n)}
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En consecuencia,

rn=0 [3]
Reemplazando [3] en [2] se obtiene finamente que

X—-Xg=].P
Es decir,

X =].P+Xq u

En la proxima seccion se introducira la nocion de “fraccion continua” y se mostraran
algunas de sus propiedades. Estos conceptos se utilizaran para determinar € periodo de
unafuncién exponencial modular.

Fracciones continuas

Definicion 6.7: Fraccion continua

Una fraccién continua es una expresion de la forma

Donde & €Z A g €N Vi =1,2,....

Notacion 6.8: A unafraccion continuax selasuele smbolizar por x =[a,a ,a;....]

Definicion 6.9: Convergentes de una fraccion continua

Dada una fraccion continua x =[g,a,a,....|, |0S convergentes de dicha fraccion son
[ ]=2
o020 ] =20+

el

1
[%0.2.8 ] =8 +—
&+

8
En general, € k-ésimo convergente es
1
[20.81,80.8 ]=a + T
& + 1
a2 +
a3 + 1
1
2+
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Notacién 6.10: Al k-ésimo convergente de una fraccion continua, por ser un nimero

racional, se lo simbolizara por

=D
=4,

[0 .8 .@...,

Como calcular una fraccion continua
Para hallar 1a representacion en fraccion continua del nimero real X, se procede asi:

Primer Paso: Se considerala parte enterade x, ssimbolizada por [x].
Segundo Paso: Se calcula “la parte fraccionaria de x”, es decir, x —[x]. Si laparte

fraccionariada O, €l proceso termina. En caso contrario se gjecutael Tercer Paso.
1

Tercer Paso: Se calcula el “reciproco de la parte fraccionaria”, es decir, x]
X —|X

1
x—[x]
El siguiente Ejemplo muestra como calcular la fraccidn continua de un nimero.

Sevuelve a Primer Paso, reemplazando x por

Ejemplo 6.11

Sea x =3.245

a) Cacular lafraccion continuade x.
b) Indicar todos los convergentes de la fraccidn continua de x.

Solucién

a) Sedisefiad siguiente cuadro:

Paso | NUmerox | Parteentera Parte Reciproco Parte Expresion en
de x fraccionaria fraccionaria (f) | fraccion mixta de

dex f
1 3.245 3 0.245= 245 1000 20
1000 245 245
2 20 4 20 245 L5
245 245 20 20

3 | 122 12 5 20 4

20 20 5
4 4 4 0 Fin

Por lo tanto 3.245 =[3,4,12,4]

b) Los convergentes de la fraccion continua de x son:

3]=3
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[3.4]=3+1-1
4 4
1 159
3,4,12|=3 =—
12
3.4,12,4]=3+— =9 3945
4+ 1 200
12+l
4

Algunas propiedades de las fracciones continuas

En esta seccién se enunciaran al gunas propiedades de las funciones continuas que seran
utilizadas en e agoritmo para determinar € periodo de una funcion exponencial
modular.

Teorema 6.12

Los convergentes de una fracciéon continua son fracciones irreducibles. Es decir, si

x=[ag,a,8...] Y I [q ,ai,az_,_,ak]zg_k es e k-ésmo convergente entonces
k

med (ny ,dy ) =1.

Demostracion

Véase [13].

Teorema 6.13
El desarrollo de una fraccién continua de x es finito sii x esracional.

Demostracion

Véase [13].

Teorema 6.14

Sean n,y, eN Yy P unafracciénirreducible tal que
q

-2t

2" g (2)2"
Entonces P - g_k para algun k. Es decir, P esun convergente de la fraccion continua
q k q
de ;—2.

Demostracion
Véase [13].
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Proposicion 6.15

Sean n,y,,k,r eN talesque y_?]zh .S heﬁirreducibleentonc&e
2 r r

K_M
rodyg
Para algin k, donde g_k es el k-ésimo convergente de y_?].
k 2

Demostracion
Seaplicael Teorema6.14con P _K  Entonces
q r
Yo K| g .1 |
2" (2) 2"
Por lo tanto E:S_k para agin k, donde g_k es e k-ésimo convergente de y_g_ n
k k 2

Proposicion 6.16

Sean ab,c,d e N tales que %:% con S y % fracciones irreducibles. Entonces

a=c A b=d

Demostracion

Como g y g son fraccionesirreducibles, entonces med (ab) =1 A med (c,d ) =1.

Por lo tanto, por el Teorema 1.27, 3 p,q,s,t e N talesque

{1 =pa+qb (1]

l=s.c+t.d

Por otro lado, como S:% entonces

_bec
S d
_ad
b

[2]

c

Reemplazando la primeraecuacion de[2] en laprimerade[1] resultal = p.bd—'c+q.b

Luego d =(p.c+q.d) b. Deaqui resultaque
d|b [3]

De manera similar, reemplazando la segunda ecuacion de [2] en lasegundade[1] se
obtiene

b|d [4]
De[3] y [4] setieneque T k; ,k, €N taesque
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b=k,d
{ ! [5]

d=k,.b
Multiplicando miembro a miembro las ecuaciones [5] setiene
bd=k; .k, bd [6]

Como b.d #0 entonces de [6] resulta

1=Kkq.ko
Como k; ,ko € N entonces
ky =kp =1 [7]
Sustituyendo [7] en [5] se obtiene que
b=d [8]
Finalmente, reemplazando [8] en [2] resulta
a=c [

Proposicion 6.17
k k

Sean n,y,.k,reN tales que y_?]:_ , con = fraccidn irreducible. Entonces r es
2" r r

igual al denominador de algun convergente de la fraccion continua de y_g_
2

Demostracion

Por la Proposicion 6.15, 5:2_k para algun k. Por otro lado de la Proposiciéon 6.16
rdyg
resulta r =d, . [

En base a estas nociones mateméticas previas, se detallara a continuacion e algoritmo
cuantico que determina el periodo de una funcion exponencial modular.
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Descripcion del algoritmo cuantico para el calculo del periodo de una funcién
exponencial modular

Como se mencioné anteriormente, €l algoritmo que se describira a continuacion
calculara el periodo P de unafuncion f : Z. o — Z,, delaforma

f (x)=a" (modn)
Donde neN y a esun elemento invertibleenz,, .
Primeramente setoma m € N que verifique
n?<2M<2n?.
Es decir, seelige m € N de modo tal que 2log, (n)<m<1+2log, (n).
El algoritmo consta de dos partes:

Parte cuantica: Es gecutada por una computadora cuantica. Es la encargada de obtener
un mequbit utilizando un determinado circuito cuantico.

Parte clasica: Es gecutada por una computadora convencional. Se encarga de hallar, a
partir de dicho m-qubit, posibles candidatos a periodo Py de chequear cudl de ellos es.

L os detalles de cada una de estas partes se muestran a continuacion:

Parte cuantica

Se disefia un circuito cuantico que posea 2m entradas:
01 =02 =-. =0 =0myg =--=02m =|0)

Los primeros m qubits forman & primer registro, mientras que los Ultimos m qubits
constituyen el segundo registro del sistema.

La representacion gréafica de dicho circuito es la siguiente:

Primer Paso  Segundo Paso Cuarto Paso  Quinto Paso
| 0™ > —r—— OEL QFT o —
Ut
m
0™ > - e
Tercer Paso

Figura 6.1: Circuito cuantico para el calculo del periodo de una funcién exponencial modular.
En este caso, €l estado inicial del sistemaes
G =01 ®7z @... Oy Om.1 - B2m =[0)®[0)®...®[0)...®[0)=[0™}@/0™)
Al expresar cadaregistro en base 10, €l estado inicial se escribe
q=[0)®|0)
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Primer Paso

Se aplica la Transformada Cuantica de Fourier a primer registro. Luego, por la

Proposicion 3.11, el sistema evoluciona a siguiente estado:

Zm,]_ 27nix.0
2m

@ -G08 o) 2y ® [0)- ELZ >®o>]

Es decir,
E[Zzl ) 0>J
Segundo Paso

Al atravesar lacompuertaf de 2m qubits, € sistema evolucionadel siguiente modo:

q" =Ut o' =Us [r[ 2, | >0>] Jz—m( Z_%) Us (Ix) 0>)J

Em[zzl )epoor <x>>]ﬁ T el <x>>]zxmzol Aol ()

Por lo tanto

2m—1

v

) ® |f (x))

Segundo registro.

De esta manera se ha obtenido en forma simultanea el valor de f (x) para 2 M valores

de x. Es aqui donde se pone de manifiesto &l paral elismo cuantico.

Tercer Paso

Se efectlia la medicion del segundo registro, es decir, de los m dltimos qubits. En este

caso, se obtendrd un m- qubit ‘ f (Xo )> , paraagun xg e{O,l,...,Zm —1}.

Para determinar a qué estado colapsara €l sistema, se analizaran qué puntos del dominio

def (restringidanzm)tienenimagenigual af (xg). Paradllo, sedefinen
zO:min{ X e{O,l,...,Zm —1}/f (x)=f (xq) }

A:{x e{O,l,...,Zm—l }/f (x)=f (x0) }
En consecuencia
A:{x e{O,l,...,Zm—l }/f (x)=f (z0) }

Entonces, de la Proposicion 6.6 resulta

A:{x e{O,l,...,Zm—l }/ X =29 +P.j , conjeZsyg ta que (zg +P.j)<2™ }
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. 2m —Zp
Como j < 5 entonces

j < 2m—20
P

Donde [x ] eslaparte entera del nlimero x. Luego, si se define
m
M {2 —%0 }1
P

A={z9,29+P,2g +2P,..,2g +(M —-1)P}

Resulta

Luego, por la Proposicion 2.26 (generalizada a un sistema de 2m-qubits), € sistema
colapsaa siguiente estado:

1 1
T o) 3 o)

card (A) veces

A T le) X o) X R (o)
Esdecir

1 Mot _
q" I j:ZO 29 +P.j) ‘f (x0)>

)

Primer registro.

m
2 _20]+1 , card (A): cantidad de elementos que tiene A.

Donde M =[

Cuarto Paso

Se aplica la Transformada Cuantica de Fourier a primer registro. En este caso, €
sistema evoluciona al siguiente estado:

Y QFT (|20 +P.i) ) |f (x0))=

X 2mi (zg+P.j)y

27 (Zo +P.j )y

B /Mzm o yzoe 2 |y> ‘f (X0)>
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Es decir
1 2 (ZO +P.j )y

v 1 M-1 2M_ . o )
T me e

Primer registro.

Quinto Paso
Se efectliala medicion del primer registro, es decir, de los primeros m qubits. Asi, se
obtendréd un m- qubit |yg ), paraalgin yq € {0 1,..,2M —1}.

Parte clasica

Se tratara de hallar el periodo P a partir del m+ qubit |yq ) que se observé. Como se
vera, en dicho m- qubit estaran “escondidos” los posibles candidatos a ser P.
Primeramente se analizara qué m-qubit |y ) tiene més chance de salir a efectuar la
medicion. Es decir, se calculara

Prob(y =yg) Vyp 6{0,1,...,2"‘ —1}-

Para hallar tal probabilidad, se debe tener en cuenta que los términos del estado

q'V cuyo valor de" y" es igual a yq son

2mi (29 +P.j )yo 27 (zg+P.j )yo

om Vo) |f (x0))= W ;— om

Yo) |f (xo))

\/M2m ;

Teniendo en cuenta e Tercer Postulado de la Mecanica Cuantica (confrontar las
Definiciones 2.4 y 2.9), la probabilidad de encontrar € primer registro del sistema en

estado y es:

B 21 (20 +P.] )yo | 2 |y 21 (29 +P-i o |°
Prob(y =yg)= z 2 = Z 2m -
\/M2m = \/M2m =
2 M 1 2ni(Zo+P.j)y0 2 21':20in 2 M -1 2mi P.jyp 2
1 = oM 1 om ~ om
=l—— | X e = —|e > e
Ym2m j=0 M2 —
=1
Por |la Férmula de Euler
Por lo tanto
M 1 2mi P.jyg z
1 ~ oM [1]
Prob(y =yg) - > e
M2™ | o
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Obsérvese que, por ladesigualdad triangular, se tiene que

2ni P.jyg 2

27i P.j
M 1 v | 2FiPive
m
2 e ?
j=0

> le |-

1 <L
M2™ | 5o

M2Mm

Prob(y =yg )=

2
M-1
L 1| =t m2-M
j=0

S M2m M 2™ 2m
Esdecir,
Prob(y =yo)< v e{01,..2"-1}
y=Yo)< i WoeiOl.
2ni Pyg
Esta cota superior de laprobabilidad esalcanzadasi e 2™ =1 pues
21iP.jyy [ 2 ri P i 2
M 1 Yo M 1 Y0
m 1 m
PrOb(y—yo)_ m e 2 = p e 2 —
2 2
1 M—1(1)j 1 |\/|—11 _M2 M
M2™ |5 M2™ |5 mM2m  2m

Al aplicar laigualdad de nimeros compleos expresados en forma exponencial resulta

2ni Py 2ni Pyg
e 2" 1eoe 2™ 160 o 27PYo g ok Yo K conkez
m m p
2 2
@MEZ
2m
Por |o tanto
2mi Pyg
e 2" _1 o YoP g
2m

En consecuencia, si existe yg € {O 1,..,2M —1} que verifique:
VO_PEZ
2m
Entonces e m-qubit |yq) esel que tiene méas chance de salir.

Pero ¢qué sucede si ningun y verificaque y0_mP 7 ? A pesar de que en lapracticaes
2

imposible chequear si y0_mP €S 0 N0 un nUmMero entero (pues en esta expresion figura el
2

periodo P, cuyo valor es desconocido), esta expresion brinda suficiente informacion
paraencontrar €l periodo P. Por estarazdn se consideraran dos casos:
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Primer Caso: Existe y e{O,l,...,Zm —1} tal que yomP <7
2
En este caso,
Z_Ong paraalgin k eZ. 2]

Como se vio recientemente, cualquier yq que verifique esta condicion sera e que
tendr4 més probabilidad de salir. Ademés, %se puede expresar en términos de una

fraccion irreducible simplificando los factores comunes ak y a P. Es decir,

k_k 3
5 [3]
Donde k, ,P; ,k, e N sontaesque
kzkl.kz ,PZPl.kz A mCd(kl,Pl):l
Luego, de[2] y [3] resulta
Yo _ka
2M R

Con X1 fraccién irreducible. Por la Proposicion 6.17, Py esigual a denominador de

P
alguin convergente de la fraccion continua de Y_%, Es decir,
2
d=R [4]

Donde
d: es el denominador de un convergente de la fraccién continua de y—r?].

2
Multiplicando en ambos miembros de la ecuacion [4] por k., resulta
Por lo tanto

d ko =P conky; eN [5]

Delaecuacion [5] se deduce que € periodo P es un multiplo del denominador de un
convergente de la fraccion continua de y_r?]
2
En consecuencia, |os posibles candidatos a ser € periodo P son:
d.k,

Con k, eN ytaque d.ky <n

Para hallar P basta chequear, aplicando € Algoritmo para e Caculo de la Potencia
Modular descripto en € Capitulo 1, cudl de ellos verifica que adk2 = (mod n).
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Segundo Caso: Y0P .7 vy, e{o,l,...,zm —1}

2m
En este caso, dado yq e{O,l,...,Zm —1}, s se efecttaladivision enterade y, P por

2™, resulta
Yo PZQO- 2m +1p
Donde qp,rgeZ yta que 1< g <2™
Por lo tanto
Yo _%__T
2™ P p.2M
Como ry y P son nimeros positivos entonces

Yo _ %

f
L R (6]

p.2Mm

Se puede probar (véase [5], pag. 678) que Prob(y =y, ) €smaximacuando ry < g :

Por lo tanto, de la ecuacion [6] resulta

P
Yo %|- o _ 2 _ 1
2m P p.2m p.2M (2)2M
Es decir,
Yo _ %) 1 _ (7]
2 Pl (2)2

Nuevamente, como se hizo en € Primer Caso, se expresa qFoen términos de una

fraccion irreducible, simplificando los factores comunes a gy y aP. De este modo

% _k 8
0 -4 [8]

Donde kl!PllkZ eN g)ntalesque do :kl'kZ P = Pl.k2 A mcd (kl,Pl)Zl
Sustituyendo [8] en [7] se obtiene

1
(2) 2™

Yo _ kif_
2 Py

k . .
Del Teorema 6.14 se deduce que P—1&s un convergente de la fraccion continua de

1

;/—21 Luego, por € Teorema 6.12 y la Proposicion 6.16, P, esigua a denominador de

dicho convergente. Siguiendo el mismo razonamiento utilizado para el Primer Caso, se
concluye que los posibles candidatos a ser € periodo P son:
d.k,
Donde
Yo

d: es el denominador de un convergente de la fraccién continua de -
2

ko eN ytaque d.ky, <n
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Cabe destacar que tanto € calculo de los convergentes como € de la potencia modular
se realizan en una computadora convencional.

Lo anteriormente expuesto permite elaborar €l siguiente algoritmo para determinar €
periodo P.

Algoritmo de blisqueda del periodo P de unafuncién f (x)=a* (mod n)

Parte Cuantica
1) Ejecutar losPasos 1 al 5.

Parte Clasica

2) S yg =0 entonces
Volver al inciso 1)
Sno
Calcular los convergentes de la fraccion continua de y—r?]
2

3) Tomar como candidatos al periodo P a expresiones de la forma:

d.k

Donde

d: esel denominador de un convergente de la fraccién continua de y—r?]
2

keNtalqued.k <n

4) Chequear cual de estos valores d. k resulta ser € periodo, verificando s
adk =1 (mod n)
S ninguno resulta ser € periodo, volver al inciso 1).

El siguiente Ejemplo ilustracomo hallar € periodo P.

Ejemplo 6.18

Seaf (x)=5" (mod8). Se deseahallar su periodo P.

a) Hallar el valor de mqueindicae agoritmo cuantico descripto anteriormente.

b) Al gecutar € Quinto Paso del algoritmo, se tomo la medicién de los primeros m
qubits del sistema, obteniendo e m-qubit | yg ) =|24) . Calcular el periodo P.

Solucion
a) En este caso, segun lo especificado en € agoritmo cuantico, n = 8. Como mes tal

que n® <2™ < 2n? entonces 64 <2M <128 .
Es decir,

log, (64)<m<log, (128) = 6 <m<7.
Por lo tanto m = 6.
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b) Se calculara primeramente la fraccion continua del nimero

x=JYo 24 24 o
2m 26 64
Para ello se disefia el siguiente cuadro:
Paso NUmero x Parte entera Parte Reciproco Parte | Expresion
de x fraccionariade | fraccionaria(f) | en fraccion
X mixta de f
1 E =0.375 s 0.375 = ﬁ % 2 E
64 64 24 3
2 22 2 2 3 1
3 Y > 15
3 2 2
3 = 1 1 2 2
2 2 1
4 2 2 0 Fin
Por lo tanto 0.375 =[0,2,1,2]
A continuacién se calculan los convergentes de la fraccion continua de y_% =0.375:
2
[0]=0
0.2]=0+1-1
2 2
1
[0,2,1]=0+ ==
2 +l 3
0.21,2]=0+—* -3
1 8
2+ 1
1+=
2
1 1 3
Luego, los convergentes son: O, 23’8

L os denominadores de estos convergentes no nulos son 2, 3, 8.
Obsérvese que el denominador del convergente [0] no se tiene en cuenta pues no aporta

ningunainformacion, ya que puede ser cualquier niUmero no nulo.
De este modo, los posibles candidatos a ser €l periodo P son:

2k, 3k, 8k
Con k eN ytal que 2k <n A 3k<n A 8k<n.Esdecir, ta que
2k <8 A 3k<8 A 8k<8

Por lo tanto, los candidatos a ser € periodoPson: 2,4,6, 3.
Como 52 =25 =1(mod8) entonces, por la Proposicion 6.3, € periodo de f (x)es
P=2
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L a siguiente Proposicion muestra otraforma de expresar Prob(y =y )-

Proposicion 6.19
o2
L M -1 2 i Fr;-l Y0
Si Prob(y =yg)= e 2 para yoe{o,l,...,zm—l} APM eN
M2™ |5
Entonces
M g YoP _,
2m 2m
Prob(y:yo): 1—-cos M
1 2m-1 YoP
- P S €L
M2 1 cos( nm_)ioj 2
Demostracion
Seay e{ 0,1,.,2M-1 } Entonces
p 2ni Py
S yom eZ ,secompruebafaciimentequee 2™  =1.Porlotanto
2
21iP.jyy [ 27 Py i [P
1 M -1 20 1 M -1 20
PrOb(y—yo)_ e 2 = e 2 —
2 2
M-1 . M -1 2
1 1 M M
- m (1)J - m 1= m_ om
M2™ | S, M2™ | S, M2™ 2
En consecuencia, si y_rgzh con k e Z seobtiene
2
M
PVOb(y=y0)=2—m [1]
2ni Pyp
. YoP m
Por otro lado, si —mgzZ entoncese 2 #1.Luego
2
2
2ni Pjyo 2 2ni Pyg j
LE! m 1 U
Prob(y =yg )= e e =
v =yo)=m j:zo M 2™ j:zo
Suma geométrica
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2ni Pyg M
1-le 2™ 2niPygM |?
1 1 |1-e 27 ~
M 2m 2 i Pyg _M2m 2 ni Pyg -
1-e 27 1-e 27
2ni Pyg M 2
1-e 2M 2
1_@3(2 TP yg M j_' Sen(z TP yg M j
1 2m 2m
M 2™ 27iPyg?  M2™ e[ 27P Y0 ) 2Py,
1-e 2" 2 2m
2nP M 2 2nP M
[1—cos( Tr Yo D + 2{ TP Yo J
m 2m
M 2 (1_005(2npy0 D +Sen2(2nPyo j
2 2m
2—2(:05[2 mPYyo M j 1—005( P yolM )
_ 2M _ 2M-
m m
M2™ 2 2cos(2npmy0] M2™ cos(ni_ﬁoj
Por lo tanto, S ymegz se obtiene
2
Prob(y =yg)=——— 2P [2]
M2m Cos(n yoj
om-1
De[1] y[2] resulta
M Si yOPeZ
2m 2
Prob(y:yo)z 1 -—cos M | ]
1 2m-1 YoP
S —¢Z
M2™ s TP Yo 2m
2m—1

El siguiente Ejemplo muestra como calcular la probabilidad de obtener un determinado
m-qubit a efectuar la medicion del primer o segundo registro del circuito cuantico
detallado en este capitulo.
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Si bien en la préctica esta probabilidad es imposible de halar en forma exacta, €
Ejemplo sirve para corroborar que efectivamente se puede obtener el periodo P a partir
del m-qubit que resultd al efectuar la medicion.

Ejemplo 6.20

Seaf (x)=2*(mod5)

a) Hallar €l valor de m que indica el algoritmo cuantico.
b) Calcular f (x) para x €Z,m-

c) Al gecutar e Tercer Paso del algoritmo, ¢qué m-qubit tiene mayor probabilidad de
sdir a efectuar lamedicion del segundo registro?

d) Suponga que, una vez gecutado el Tercer Paso del algoritmo, se obtuvo € m-qubit
‘f (o )>:|2> Al gecutar € Quinto Paso del agoritmo, ¢gqué m-qubit |yq )tiene
mayor probabilidad de salir?

€) De acuerdo al resultado obtenido en €l inciso anterior, si se selecciona un m-qubit
|y0 > gue tiene mayor probabilidad de salir, ¢es posible obtener e periodo P a partir de

dicho m-qubit?
Solucién
a) En este caso n = 5. De acuerdo a lo indicado en e agoritmo cuantico, el nimero
m e N debe verificar

n?<2M<2n?.
Es decir,

25 <2M <50

Por lo tanto, m= 5.

b) Se elabora lasiguiente tabla, que contiene losvaloresde f (x ) para x 6225 :

X f(x) X f(x) X f(x)
0 1 12 1 24 1
1 2 13 2 25 2
2 4 14 4 26 4
3 3 15 3 27 3
4 1 16 1 28 1
S 2 17 2 29 2
6 4 18 4 30 4
I 3 19 3 31 3
8 1 20 1

9 2 21 2

10 4 22 4

11 3 23 3

Cabe destacar que estos valores funcionales son desconocidos por € usuario, ya que se
encuentran “escondidos” en la compuerta Us.
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c) Antes de efectuar |lamedicion del segundo registro, € estado del sistemaes
2M_1

"= L X X
Q—Xgo \/2_m>®f()>

Segundo registro.
Al medir el segundo registro del sistema, se obtiene un m-qubit |f (x )). Por lo tanto,

por la Definicion 2.9 (generalizada a 2m-qubits), la probabilidad de halar €l segundo
registro en estado |f (xg )) €s

1
2m

Prob (f (x)=f (xg))= IZ
Xe f(XO
Donde

|f(XO)={x €01, 21} 11 (x)=1 (xo) }

%o )) : Cantidad de elementos que tiene €l conjunto | (0)"

)

card(lf(

Observando latabladel inciso b), setieneque f (xg)e{ 1,2,3,4 } . Por lo tanto,

1 {0,4,8,12,16, 20,24, 28 } 8 @
2 m
2 {1,5,9,13,17,21,25,29 } 8 8
2 m
3 {3,7,11,15,19, 23, 27,31 } 8 @
2 m
4 {2,6,10, 14, 18, 22, 26,30 } 8 @
2 m
En consecuencia, a medir e m-qubit correspondiente al segundo registro del sistema,
aquéllos que pueden aparecer, y todos ellos con probabilidad im = % =0.25, son
2 2
|1> = |00001>
|2)=|00010)
|3) =|00011)
|4> = |00100>

d) Al medir el primer registro del sistema, se obtiene un m-qubit |y, ). Luego, de la
Proposicion 6.19, la probabilidad hallar el primer registro en estado |y, ) es
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— S
2m 2
Pyo M
Prob(y =yg )= 1-cos| Y0
(¥=Yo) 1 ( om-1 j g YoP -
M2 1—cos( 10j
-

Observando latabla del inciso b) setiene:

2 =min{ x €{0,1,...2" -1}/ f (x)=F (xo) |=min{x {0.1,...31}/ f (x)=2 } =1

P=4

m— p—
M =[2 ZO]=[324 1}+1=[7.5]+1=7 11-8

Reemplazando estos datos en la expresion de la probabilidad resulta

0.25 s Yot .z
32
Prob(y =yq)= 1—cos(TMyOSJ =
1 16 g Yot
8(32) | oo F4Y0 32
16
0.25 § ez Yo
8 025 S ?EZ
=4 1 1-cos(2myq ) . Yo .., =
S —=¢Z 0 Yo .,
8(32) 1—cos(ny0j 8 s D¢
4

En base a estos datos, se elaborala siguiente tabla:

Yo Prob (y =yp) Yo Prob(y =ypq) Yo Prob(y =ypq)
0 0.25 12 0 24 0.25
1 0 13 0 25 0
2 0 14 0 26 0
3 0 15 0 27 0
4 0 16 0.25 28 0
5 0 17 0 29 0
6 0 18 0 30 0
7 0 19 0 31 0
8 0.25 20 0
9 0 21 0

10 0 22 0

11 0 23 0
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En consecuencia, a medir e m-qubit correspondiente a primer registro del sistema,
aquéllos que pueden aparecer, y todos ellos con probabilidad 0.25 , son

|0) =|00000)
8) =|01000)
|16 ) =|10000)
|24) =|11000)
€) Se supondra que, a gecutar el Quinto Paso del algoritmo y efectuar 1a medicion del

primer registro, se obtuvo el m-qubit |yq)=|16). Se verd que, efectivamente, a partir

de dicho m-qubit se puede obtener el periodo P. Primeramente se calculara la fraccion
continua del nimero

= =—=05
om 55 32
Para ello se disefia & siguiente cuadro:
Paso NUmero x Parte entera Parte Reciproco Parte | Expresion
de x fraccionariade | fraccionaria(f) | en fraccion
X mixta de f
1 1 _os 0 05-L 2 2
32 2
2 2 2 0 Fin

Por lo tanto 0.5 =[0, 2]

A continuacion se calculan los convergentes de la fraccion continua de y—r?l =05:
2

[0]=0

0,2]-0+2-1
2 2

L uego, los convergentes son: 0, %

L os denominadores de estos convergentes no nulos son: 2.
De este modo, los posibles candidatos a ser €l periodo P son:

2k
Con k e N yta que 2k <n . Esdecir, tal que

2k <5

Por lo tanto, los candidatos a ser €l periodo P son: 2, 4.
Como 2% =16 =1 (mod 5 ) entonces, por la Proposicion 6.3, e periodo de f (x)es
P=4
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Se finaliza este capitulo con un gemplo que ilustra cOmo se gecuta, paso a paso, €
algoritmo cuantico que calcula el periodo de una funcidn exponencial modular.

Ejemplo 6.21

Seaf : Z.q — Zs definidapor f (x)=3* (mod5).

Aplicar el algoritmo cuéntico para hallar el periodo de f (x).

Solucion

En este caso, n = 5 .Primeramente setoma m € N tal que n? <2M<2n?.

Por lo tanto, m = 5. De este modo, € circuito cuantico que implementa e algoritmo

tendra dos registros de 5 qubits cada uno, inicializados en estado 0. De este modo, el
estado inicial del sistema sera

q= |OOOOO>®|OOOOO>
Expresando cadaregistro en base 10 resulta
q=[0)®[0)
Primer Paso

Se aplica la Transformada Cuantica de Fourier al primer registro. Luego, € sistema
evolucionaa siguiente estado:

L5 o)
= —— X
T A
Segundo Paso

Al atravesar lacompuertaf de 2m qubits, € sistema evoluciona del siguiente modo:

—Ix) @ |f (x)
x =0 2m \_v_>/
Segundo registro.
Tercer Paso
Se efectlia la medicion del segundo registro, es decir, de los m Ultimos qubits. En este
caso, se obtendra un m- qubit ‘f (xo )> para agun Xq e{O,l,...,Zm —1} .Se supondra
que
f (x0))=I3)
Obsérvese que, a efectuar lamedicién, f (xq ) se conoce, pero se desconoce X .

Luego, el sistema evolucionaa siguiente estado:
1 M-
qm :\/—T Z ‘ZO +P]> ‘f (X0)>

j=0

Primer registro.
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Donde
Z0 :min{ X e{O,l,...,Zm—l}/ f(x)=f (xg) }zmin{ xef{0,1,.,31}/ f (x)=3}
P: periodo de f(x)

m_
P

Cuarto Paso

Se aplica la Transformada Cuantica de Fourier a primer registro. En este caso, €
sistema evoluciona al siguiente estado:

M1 oM _1 2mi (zg+P.j)y

v 1 o om «
e n R T

Primer registro.

Quinto Paso

Se efecttia la medicion del primer registro, es decir, de los primeros m qubits. Asi, se
obtendrd un m- qubit |yg ), paraalgin yq € {0 1,..,2M —1}. Se supondra que
Yo)=[8)

Para hallar € periodo P, se caculara primeramente la fraccion continua del niUmero
_Yo _8

X =—=0.25 . Para€lo se disefia e siguiente cuadro:
2m  2°
Paso NUmero x Parte entera Parte Reciproco Parte | Expresion
de x fraccionariade | fraccionaria(f) | en fraccion
X mixta de f
L2 oz 0 025 =2 19 4
32 100 25
2 4 4 0 Fin
Por lo tanto 0.25 =[0,4]
A continuacién se calculan los convergentes de la fraccion continua de y_% =0.25:
2
[0]=0
0.4]=0+1=1
4 4

Luego, los convergentes son: O, %

El denominador del Unico convergente no nulo es: 4.

143



De este modo, los posibles candidatos a ser € periodo P son:
4k
Con k e N yta que 4k <n.Esdecir, tal que

4k <5

Por |o tanto, € Unico candidato a ser P es: 4.
Como 3% =8l=1(mod5) entonces, por la Proposicion 6.3, & periodo de f (x)es
P=4.
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Capitulo 7

El Algoritmo de Shor

Uno de los problemas mas desafiantes para los mateméticos consiste en hdlar la
descomposicion de un nimero natural como producto de factores primos. Se sabe que
esta descomposicion existe gracias a Teorema Fundamental de la Aritmética,
enunciado en el Capitulo 1, que afirmalo siguiente:

Todo ndmero natural n mayor que 1 puede ser representado de una manera unica,
salvo el orden, como producto de potencias de nimeros primos. Es decir,

k
n=p;t.py2..pek = H p"
i=1

Donde
P < P2 <...< Pk Sonprimos A aj €N

Este Teorema fue demostrado por primera vez de forma completa en 1801 por Carl
Friedrich Gauss. De este modo, desde € punto de vista tedrico, €l Teorema asegura que
dicha descomposicion existe, pero ¢como hallarla en la préactica, cuando € numero
natural n es muy grande? La realidad es que no se conoce ningun algoritmo, aplicable
en una computadora clasica, que resuelva eficientemente este problema. De hecho, un
reciente intento por descomponer un nimero natural de 200 digitos consumié mas de
medio siglo de tiempo de calculo.

Esta gran dificultad en halar tal descomposiciéon fue aprovechada por los sistemas
criptograficos, cuya seguridad se basa en la imposibilidad de descubrir, en un tiempo
relativamente corto, la expresion de una clave numérica n como producto de factores
primos.

Sin embargo, en 1995 Peter Shor desarroll6 un algoritmo cuantico, llamado El
Algoritmo de Shor. El mismo consiste en hallar un divisor de un nimero natural n. De
esta manera, €jecutando sucesivas veces € agoritmo, se logra hallar la descomposicién
de n como producto de factores primos. Tedricamente, € tiempo que se tarda en hallar
la descomposicién es considerablemente menor a de un ordenador convencional.

Este algoritmo fue comprobado empiricamente por primera vez en 2001 por un grupo
de IBM, que descompuso e nimero n =15 en sus factores 3 y 5, utilizando una
computadora cuantica de 7 qubits.

En este capitulo se detallard paso a paso @ Algoritmo de Shor, mostrando ademas su
correspondiente justificacion matemética.
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Presentacion del problema

El problema que intenta solucionar €l Algoritmo de Shor es €l siguiente:

Dado un nimero natural n >1, encontrar un nimero natural d entre 1y n que divida a
n.

Hipotesis requeridas para aplicar €l Algoritmo de Shor

1) Se supone que € nimero natural n es impar, porque s fuera par, € problema esta
solucionado tomando d =2.

2) Se supone que n no es potencia de ningln nimero primo. Es decir, si a €s un nimero
primo entonces n # a“ vk eN,

Porque si n =aK para algun primo a y para agun k e N, & problema también estaria
resuelto considerando d = a. Por lo tanto, por la Proposicion 1.59, se supondra que

n=p.q
Conp A g coprimos.

Para chequear que n = ak vk eNaVa primo basta verificar, segin e Corolario 1.62,
que

/n¢N Vk eN conk <log, (n)

Esta comprobacion se puede llevar a cabo utilizando una computadora clasica.

Descripcién del Algoritmo de Shor

El algoritmo utiliza una computadora cuantica y una convenciona. Los detalles se
muestran a continuacion:

Primer Paso

Se elige aleatoriamente un nimero natural atal quel < a<n.

Segundo Paso

Secalcula med (a,n).

Para hallarlo se aplica el Algoritmo de Euclides (véase Capitulo 1), implementandolo en
una computadora clésica.

Tercer Paso

Si med (a,n) #1 entonces
Setoma d =med (a,n) y el proceso termina.
Sino
Se consideralafuncion f (x)=a* (mod n) y se calculasu periodo P.
Para hallar dicho periodo se utiliza el algoritmo cuéntico descripto en el Capitulo 6.
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Cuarto Paso
Si P esimpar entonces

Sevuelve a Primer Paso.
Sino
P P
Si a2 =-1 (mod n)o equivalentemente, st a2 =n -1 (mod n) entonces
Se vuelve a Primer Paso. La verificacion de esta congruenciasellevaa cabo
mediante una computadora convencional, aplicando el Algoritmo de Célculo de una
Potencia Modular, visto en e Capitulo 1.

Quinto Paso

P P
Los factores no triviales del nimero n son mcd {a2 +1,n] A mcd [aZ —1,nJ y €

proceso termina. El calculo de estos maximos comunes divisores se realiza en una
computadora clésica, aplicando nuevamente & Algoritmo de Euclides.

Justificacién matematica del Algoritmo de Shor

En e Primer y Segundo Paso del algoritmo se elige aleatoriamente un nimero natural a
tal quel<a< nysecacula mcd (a,n).

Tercer Paso
Si med (a,n) =1, e proceso terminayaque el med (a,n) esun divisor no trivial den,
Si med (a,n) =1, por e Teorema 1.41 resultaque a esinvertibleen Z,, .

En este caso, se calculael periodo P delafuncién f (x)=a* (mod n).
DelaProposicion 6.3 se tiene que

P:min{ x eN/a* =1 (modn) }
Con lo cual, de acuerdo ala Definicion 1.55, P estambién el orden de a.

Cuarto Paso

Setratade hallar un elemento ainvertibleen Z,,, de orden par P y tal que
P
a2 #-1 (mod n)

Laexistenciadetal elemento a € Z,, quedaasegurada por e Teorema 1.60.

Quinto Paso

El elemento a € Z , que se encontrd esinvertible, de orden par P y verifica:

a” =1 (mod n) [1]
P
a2 »-1 (mod n) [2]
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P P
Se probard que mcd {az +1,n] A mcd [aZ —l,nJ son efectivamente factores no

triviales del nUmero n.
Primeramente, se observa que de la ecuacion [1] setiene

a” -1=0 (mod n)

P e L
Como P es par entonces > e N . Por lo tanto esta Ultima ecuacion se puede expresar

{az —1} {az+1}so (mod n) [3]
nJ [az —1] [4]

P P
Pues si se supone por el absurdo que n | [az —1} entonces a2 =1 (mod n) lo cua

como

Por otro lado

es una contradiccion pues P= min{ peN/aP =1 (modn) }

P
n)([a2 +1J [5]

P
Pues s se supone nuevamente por e absurdo que n| [az +1] entonces

Ademés,

P

a2z =-1 (mod n) lo cual es unacontradiccién por [2]. A continuacion se probara que

P P
mcd {a2 +1,n]¢1 A mcd {az —1,n}t1

A fin de ssimplificar la notacion, se define

E
u=a2+1

P
v=a2-1

Reemplazando estas expresiones en [3] se obtiene

u.v=0 (modn)

Esdecir
u.v=k.n paraadgink €Z [6]
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Si se supone por € absurdo que mcd (u, n) =1 entonces, por € Teorema 1.27, existen
s, t eZ tdesque

s.u+t.n=1 [7]
Al multiplicar miembro a miembro la ecuacion [7] por v y aplicando la ecuacion [6] se
tiene
s.uv+t.nv=v =>s.k.n+t.nv=v=(s.k +t.v)n=v.

Por lo tanto
n | Vv

o

Pero esto es una contradiccion por [4]. De manera similar se prueba que mcd (v, n) #1.

Es decir

P P
En consecuencia, mcd [az +1,nJ A mcd [az 1,nJ son factores no triviales de n.

Observacion 7.1

1) La parte mas costosa del Algoritmo de Shor es €l Tercer Paso, pues el célculo del
periodo de una funcidn exponencial modular demanda muchisimo tiempo de cémputo si
se llevara a cabo en una computadora cladsica. Sin embargo, s se utiliza una
computadora cuantica y se aplica la Transformada Cuantica de Fourier, e tiempo de
clculo del periodo se reduce drasticamente, gracias a la propiedad del Paralelismo
Cuéntico que poseen las particulas subatébmicas. Es ali donde radica la genialidad del
algoritmo.

2) Por otro lado, cabe preguntarse lo siguiente:

¢Cuantas veces habrd que repetir el algoritmo hasta encontrar el nimero “a”
conveniente?

Se puede probar que e agoritmo debe repetirse O (Iog (log (n)))veces hasta hallar
dicho “a”. La demostracion de este resultado escapa al objetivo de este trabajo.
3) También se puede demostrar que € Algoritmo de Shor tarda un tiempo

0] ((Iog (n))g) en descomponer en factores primos el nimero n. Por esta razon se dice

que su orden de complgidad es polinomia. A modo de comparacion, uno de los
mejores algoritmos clésicos de factorizacion es e Algoritmo de Pollard y Strassen,
m

creado en 1976. Su orden de complgjidad es O {24.m2J donde m es la cantidad de

digitos del nimero n. Esto prueba que e Algoritmo de Shor resuelve el problema de
factorizacion en un tiempo considerablemente menor a de cualquier otro agoritmo
conocido hasta ahora.
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En la siguiente seccion se desarrollardn dos Ejemplos que ilustrardn la forma de
implementar el Algoritmo de Shor.

Ejemplo 7.2

Aplicar el Algoritmo de Shor para halar la descomposicion del nimero n = 15 como
producto de factores primos.

Solucién

Primero Paso

Se elige aleatoriamente un nimero natural a tal que 1 < a <15. Por gemplo, se toma
a=13.

Segundo Paso
Secalcula med (a,n)=med (13,15 ) =1.

Tercer Paso

Como med (13,15) =1, se consideralafuncién f (x )=13* (mod15) y secaculasu
periodo P. Es decir, se busca
P=min{ x eN/13* =1 (mod15) |

Seobtieneque P = 4.

Cuarto Paso
P 4

Como P es par secalcula a2=132 =132 =169 =4 (mod 15)
P
Severificaque a2 = -1 (mod15) pues 4 = -1 (mod15).

O equivalentemente, de la Proposicion 1.30 inciso 9), porque 4 =15 —1=14 (mod 15)

Quinto Paso

P P
Los factores no triviadles del nimero n=15 son mcd {az +1,n] A mcd [aZ —1,nJ.

Esdecir,

P
med| a2 +1,n |=med (13 +1,15 ) = med (170,15) =5

P

med | a2 ~1,n |=med (13 ~1,15 ) = med (168,15 ) =3

Por |o tanto, 5y 3 son factoresde n = 15.
Como 15=(5)(3), la factorizacién de 15 como producto de nimeros primos fue

hallada
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Ejemplo 7.3

Sean = 1617.

1) Aplicar €l Algoritmo de Shor para hallar dos divisores de n.
2) Hallar la descomposicion de n como producto de factores primos.

Solucion

1) Primero Paso
Se elige deatoriamente un nimero natural a tal que 1 < a <1617. Por giemplo, se toma

a= 50.
Segundo Paso
Secalcula med (a,n) =mced (50,1617 ) =1.

Tercer Paso

Como mcd (50,1617 )=1, se considera la funcién f (x)=50* (mod1617) y se
calcula su periodo P. Es decir, se busca

P=min{ x eN/50% =1 (mod1617) |
Aplicando el algoritmo cuéntico detallado en e Capitulo 6, Se obtiene que P = 10.

Cuarto Paso
P 10

Como P es par secalcula a2=502 =50° =197 (mod 1617 )
P
Severificaque a2 = -1 (mod 1617 ) pues 197 # -1 (mod 1617 ).

Quinto Paso

P P
Los factores no triviales del nimero n=6175 son mcd [az +1,nJ A mcd [az 1,nJ.

Esdecir,

P
med | a2 +1,n |=mcd (505 +1,1617 ):33

P
med | a2 —1.n |=med (505 —1,1617):49

Por lo tanto, 33y 49 son factoresden = 1617.

2) Para halar la descomposicion de n como producto de factores primos, se buscaran
otros posibles factores de 1617. Para ello se aplica nuevamente el Algoritmo de Shor a
nimero que resulta de dividir 1617 por alguno de sus divisores hallados. Es decir, se
aplicael Algoritmo de Shor a

1617 . 1617
—  obiena —/——.

33 49
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Como % =49 =7%es potencia de un nimero primo, €l Algoritmo de Shor no puede

aplicarse a dicho nimero. Pero % =33 no es potencia de un nimero primo. Por lo

tanto, se aplicara e algoritmo a nimero 33. Es decir que, en este caso, n = 33.

Primero Paso

Se elige aeatoriamente un numero natura a tal que 1 < a <33. Por gemplo, se toma
a=10.

Segundo Paso

Secalcula med (a,n)=med (10,33) =1.

Tercer Paso

Como med (10,33) =1, seconsideralafuncion f (x )=10* (mod 33) y secaculasu
periodo P. Es decir, se busca

P=min{ x eN/10% =1 (mod 33) |
Se obtiene que P = 2.

Cuarto Paso
P 2

Como P es par secalcula a2 =102 =10 (mod 33)
P
Severificaque a2 = -1 (mod 33) pues 10 = -1 (mod 33).

O equivalentemente, porque 10 =33 —1= 32 (mod 33)
Quinto Paso

P P
Los factores no trividles del nimero n=33 son mcd [az +1,nJ A mcd [az 1,nJ.

Esdecir,

P
med| a2 +1,n [=med (10" +1,33) = med (11,33) =11

P
med| a2 -1,n |=med (10 -1,33) =med (9,33) =3

Por lo tanto, 11 y 3 son divisores primos de n = 33. Asi,
33=(11).(3)
1617 2
Como = -~=33 = 1617= (49).(33)=(49).(11).(3)=(7?).(12).(3)

De este modo, la descomposicion de 1617 como producto de factores primos es
1617= (77).(11).(3)
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Lenguajes de programacion para computadoras cuanticas

Uno de los lengugjes de programacién para una computadora cuantica es €l qGCL. La
explicacion de cada una de sus sentencias y reglas especificas para gecutarlas figura en
[16]. A modo de gemplo, en la siguiente Figura se muestra €l codigo fuente del
Algoritmo de Shor, escrito en dicho lenguaje.

For natural numbers z and y, we write r U y for their maximnm and ged(z, y)
for their greatest-common divisor. Shor’s algorithm is
vart: B a.d.p:0..(nt+1) e
L=\
do —if
a:E2..n
d = godia, n)
if d #1 =1
| d=1 @Q(a, n;p)
if P odd ti=1
[| p even
d = I|,H'f£'[u""'2— 1. n) U ged( a® 241, n)
t = (d#1)
fi
fi
od

Figura 7.1: Cédigo fuente del Algoritmo de Shor, escrito en lenguaje qGCL.

Vulnerabilidad del sistema criptografico RSA ante el Algoritmo de Shor

El sistema criptografico RSA (desarrollado en 1979 en el MIT por sus creadores Rivest,
Shamir y Adleman) es uno de los algoritmos mas utilizados para cifrar mensajes, emitir
claves bancarias y firmar digitaimente. Contiene una clave para encriptar, que es
publica, y otra para desencriptar, que es privada.

Estas claves contienen un niUmero natural n gigantesco (de 200 o més digitos) y que se
expresa como producto de dos nimeros primos. Es decir,

n=p.q
Donde p A g son primos.
El nimero n se conoce, pero se desconocen p y g. Descubriendo cudles son estos dos
ultimos nimeros, & mensgje puede descifrarse facilmente.
La seguridad de este algoritmo radica en que, si se utiliza una computadora tradicional,
no hay maneras rapidas de expresar un nimero muy grande como producto de factores
primos.
Sin embargo, la computacion cuantica puede proveer una solucion a este problema de
factorizacion gracias a Algoritmo de Shor.
Por esta razon se prevé que en un futuro proximo las computadoras cuanticas haran
vulnerables numerosos algoritmos criptograficos y, en particular, € tan difundido
sistema RSA.
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Capitulo 8

Conclusiones

El Algoritmo Cuéntico de Shor resuelve e problema de factorizacion de un nimero
natural en un tiempo considerablemente menor a de cualquier otro agoritmo que se
implemente en una computadora clasica.

Mas especificamente, resuelve este problema en tiempo polinomial, mientras que otros
algoritmos lo resuel ven en tiempo exponencial.

Su aporte innovador radica en e uso de la Transformada Cuantica de Fourier para
calcular € periodo de una funcidon exponencial modular. Gracias a€llo, € Algoritmo de
Shor se torna sumamente eficiente.

En este sentido, cabe mencionar € pensamiento del Prof. Jesis Soto (Universidad
Catolicade Murcia), quien en su articulo de la paginaweb citada en [14], manifesto:

“El Algoritmo de Shor ha pasado a ser considerado un paradigma de los algoritmos
cuanticos y su fama, en cierta medida, se debe al trasfondo de su utilizacion. Asi por
giemplo, la descomposicién en factores primos es la clave para atacar al RSA y otros
sistemas criptograficos mundial mente utilizados.

Ademas, pone de manifiesto que la venidera era de los computadores cuanticos dgjara
obsol etos |os actual es sistemas criptograficos”.

Por otro lado, €l presente trabagjo de tesis brinda un enfoque matematico, con
demostraciones detalladas de las propiedades que se aplican, paso a paso, en los
algoritmos cuanticos desarrollados.

El rigor matematico utilizado facilitara el entendimiento del funcionamiento de otros
algoritmos y circuitos cuanticos.

Por Ultimo, en relacion a los desafios planteados al inicio de esta tesis, se considera la
meta cumplida, ya que se incorporaron numerosos ejemplos que facilitaran al lector la
comprension de los temas.
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