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Resumen

Desde hace muchos afios, 1os seres humanos han entendido el vinculo entre los latidos
del corazén y lavida, sin comprender plenamente los mecanismos involucrados. En la
actualidad se conoce mucho acerca del comportamiento cardiaco, sin embargo, dada la
complejidad de los tejidos que lo conforman, todavia hay mucho que estudiar.

En particular, una de las anomalias méas comunes que alteran €l correcto funcionamiento
del corazdn se produce cuando éste no late a ritmo correcto.

Para solucionar este problema se inventd, a mediados de la década de 1970, un pequefio
dispositivo llamado marcapasos. Su funcion es mantener la frecuencia cardiaca
correcta. Pero ¢se podria monitorear y asegurar su correcto su funcionamiento antes de
fabricarlo? En caso de ser esto posible, disminuirian notablemente los costos de
produccion, ya que ayudaria a probar los marcapasos antes de ser implementados, 1o
que, ademés, incrementaria la seguridad para el paciente.

Afortunadamente, esto se puede lograr gracias ala utilizacion de model os mateméticos,
que ayudan a andizar, en este caso, € funcionamiento del marcapasos y a prevenir
alguna anomalia que pudiera surgir.

En este trabgjo de tesis desarrollaremos la publicacion presentada por May Cen y
Tamayo Loeza ([1]), donde se modela matematicamente e funcionamiento de un
marcapasos mediante una ecuacion diferencial logistica.

Posteriormente elaboraremos una simulacion, utilizando € software Wolfram
Mathematica 10.0, donde se podra comprobar, en cada instante, la magnitud del voltagje
que el marcapasos aplicaa corazon.

Palabras claves:

Modelo Matemadtico, Ecuacion Diferencial Logistica, Modelado de Circuitos Eléctricos,
Marcapasos.
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Capitulo 1

Nociones matematicas previas

En este capitulo expondremos |os principal es conceptos mateméti cos que utilizaremos a
lo largo de este trabajo. Primeramente, definiremos las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, para luego desarrollar algunos modelos mateméticos que
aplicaremos para describir € funcionamiento del marcapasos.

1.1 Ecuacionesdiferenciales ordinarias

Definicion 1.1: Ecuacion Diferencial Ordinaria

Una ecuacion diferencial ordinaria (simbolizada mediante la sigla EDO) es una
ecuacion que contiene las derivadas de una funcion real de variable real, llamada
y(X). En este caso, la incognita de la ecuacion es la funcion y(x).

Ejemplo 1.2

L as siguientes expresiones son ecuaciones diferenciales ordinarias:
1) y'(x)=2x e*
2) 3y" (x)-4y'(x)=2y(x)

Definicion 1.3: Orden de una ecuacion diferencial ordinaria

El orden de una ecuacion diferencial ordinaria es la derivada de mayor orden que
figura en la ecuacion.

Ejemplo 1.4

Indicar el orden de |las ecuaciones diferenciales del Ejemplo 1.2
Solucién

1) Orden 1 o de primer orden.
2) Orden 2.

Resolucion de EDO de primer orden

En esta seccion explicaremos € Método de Separacion de Variables, que permitira
resolver ciertas ecuaciones diferenciales de primer orden. Este método lo utilizaremos
para hallar 1a solucién del modelo matemético del marcapasos. Para poder aplicarlo, la
ecuacion diferencial debe ser separable. Este concepto |o daremos a continuaci on.
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Definicion 1.5: Ecuacién separable

Una ecuacién diferencial de primer orden es separable si es de la forma

y'(x)=9(x)h(y)

Método de Separacion de Variables

Como mencionamos anteriormente, este método se aplica para resolver ecuaciones
diferenciales de primer orden y separables. Es decir, ecuaciones de laforma

y'(x)=9g(x)h(y) [1.1]
L os pasos a seguir para su resolucion son |os siguientes:
Primer Paso

En la ecuaciéon [1.1] reemplazamos y'(x) por su correspondiente cociente de

diferenciales, es decir, por g_y . De este modo,
X

g—iz g(x)h(y) [1.2]
Segundo Paso
Enlaecuacion [1.2], separamos” dx" y" g(x)' de"dy" y "h(y)':
dy _
h(y)_g(x)dx [1.3]
Tercer Paso

Integramos miembro a miembro la ecuacion [1.3]:
dy
——=|0g(x)dx

H(y)= G(x)+c [1.4]

Por lo tanto

donde

H (y)y G (x ) son, respectivamente, |as antiderivadas de h(ly) y de g(x),
y C s una constante.

Cuarto Paso

En caso de ser posible, despejamos “y” de la ecuacion [1.4] afin de obtener la solucion
explicitade la ecuacion diferencial.

Observacion 1.5
No es necesario utilizar dos constantes en la ecuacion [1.4], porque si escribimos

H(y)+ ¢ =G(x)+c;
Entonces ladiferencia ¢, —c; se puede reemplazar por una sola constante c.
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Ejemplo 1.6

Resolver la ecuacion diferencia (1+x2)y'(x)=y(x) con condicion inicial
y(0)=2
Solucién

Aplicaremos el Método de Separacion de Variables, siguiendo los pasos que indica €
método:

Primer Paso

En la ecuacion diferencial separable reemplazamos y' (x)por j—y y eliminamos,
X

ademés, el argumento alafuncién incognita y (x ):

dy 1
Segundo Paso
En la ecuacion anterior, separamos las “x* de las “ y “:
d = ! dx
y (1 +x2 )
Tercer Paso

Integramos miembro la ecuacion anterior:

f%ﬁm x

Entonces
In|y|=arctg (x)+c;

Cuarto Paso
Despejamos “y” de la Gltima ecuacion:

infy|=arctg (x)+op = [y[=e* 00 = |y] =) e y=se, eT9)
Si definimos ¢ = +e“ entonces la solucion general de la ecuacion es
y (x)=c.e¥9()

Calculo de la constante ¢

Como y (0) = 2 entonces, reemplazando esta expresién en la solucién hallada, resulta

arctg(0)

y(0)=2=c.e =2=c.e’=2=c=2

Por o tanto
y (x)=2. @9 (x) ]
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1.2 M odelos matematicos basados en ecuaciones diferenciales
de primer orden

En esta seccion veremos cémo crear ciertos modelos matematicos que conduciran al
planteo y resolucion de una ecuacion diferencial de primer orden, los cuales seran
aplicados en el Capitulo 4. Las primeras preguntas que surgen, al abordar este tema,
son: ;Qué es un modelo? ;Qué significa un modelo matematico? Las respuestas estan
dadas en las siguientes definiciones:

Definicion 1.7: Modelo

Un modelo es una representacion simplificada de la realidad, una aproximacion a la
misma, con €l objeto de poder analizar y describir esta realidad.

Definicion 1.8: Modelo Matematico

Un modelo matematico es la descripcion matematica de un fenémeno de la vida real.
Dicha descripcion puede llevarse a cabo mediante una funcidn, una ecuacion
algebraica o una ecuacion diferencial.

Los model os matematicos nos permiten estudiar el fenébmeno, comprenderlo y predecir
Su comportamiento.

Numerosas ramas de la ciencia requieren describir matematicamente el comportamiento
de cierto fendmeno, ya que esto ayuda a tomar decisiones correctas.

Por ejemplo, un ecologista podria estar interesado en determinar cuantas toneladas de
peces pueden recogerse a afio, para no exterminar la poblacion.

O un médico desearia saber qué le ocurriria a su paciente, en caso de duplicarle ladosis
del medicamento que debe ingerir.

Para disefiar modelos matematicos basados en ecuaciones diferenciales, es necesario
comprender la interpretacion fisica de la derivada. De esto nos ocuparemos a
continuacion.

La derivada como velocidad o tasa de cambio de una funcion

Los cambios de cualquier funcion f (X ) son controlados por los cambios de la variable
x. Pues bien, uno de los objetivos fundamentales del Calculo Infinitesimal es estudiar
cuanto esta variando f (X) en relacion a lo que estd cambiando su variable
independiente x.

Para llevar a cabo este analisis, consideramos que si X cambia de Xy a X1 entonces la

variacion que experimenta recibe el nombre de incremento. Se lo simboliza con AX y se
calcula de la siguiente manera:
AX =X1 —Xqp
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Como dijimos, los cambios en la variable independiente afectan a la funcion. Entonces,

la funcién f (X ) también se incrementa, y esto se denota con el simbolo Ay . Es decir,
Ay =f (x1)-f (xo)

Estevalor nosinformasi f (x ) creci¢ o decrecié cuando X pasé de Xg a Xj .

En efecto, suponiendo que AX >0, si Ay >0 significa que f (X )creci6, mientras que

si Ay <0 resulta que f (X ) decrecid.

Sin embargo, en numerosas ocasiones interesa saber ademas cuan rdpido esta creciendo
o decreciendo f (X )en relacién alo que estd cambiando su variable independiente x ,

cuando ésta pasade Xy a X . En este caso, lainformacion que brinda Ay no acanza
El siguiente ggemplo aclarara nuestra hipotesis.

Ejemplo 1.9

Supongamos que f (x ) representa la distancia recorrida en km. por un movil al cabo de
x segundos. Por lo tanto, Ay indicaraladistanciarecorrida por el objeto en un lapso de
Ax segundos. Si por gemplo Ay =f (xq)—f (Xg)=20km, podemos afirmar que e
movil fue mas rapido cuando Ax = 1seg. que cuando Ax = 3600 seg. porque habra
recorrido lamisma distancia en un lapso menor de tiempo. =

Luego, para medir cuan répido varid f (x) cuando x pasd de xga X1, deberemos
“repartir” Ay entre el total de unidades contenido en Ax . Esto selograsi efectuamos el
siguiente cociente:

Ay _F(xa)-f (%)
AX X1 —Xp

Esta tltima expresion da lugar ala siguiente Definicion.

Definicion 1.10: Velocidad o Tasa de cambio promedio de una funcién

La velocidad o tasa de cambio promedio de f (x)con respecto a x , en € intervalo
[XO , Xl] es

Ay _f(xa)-f (%)
AX X1 —Xp

- A .
Geométricamente, A—y representa la pendiente de la recta secante que pasa por los
X

puntos (Xo ,f (xg)) Y (x1,f (x1)) , segin ilustramos en la siguiente figura
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Grafica de f

Q=(x fx))

Ay
P =% fixg)

I
|
I
1 >
* X
] 1

Figura 1.1: Latasa de cambio promedio de f en [%, X;] esla pendiente de la recta que une P con Q.

Como su nombre lo indica, la velocidad de cambio promedio mide solo € promedio de
la velocidad con que varié f (x)en el intervalo [xo , xl] y no detecta las velocidades

de los cambios de f (x ) cuando x pasade xg aalgun punto interior de dicho intervalo.

En este sentido puede suceder por gjemplo que, en un subintervalo de [xg, X1 |, f (x)
varie mas rgpido que en otro. LaFigura 1.2 ilustrala situacion que estamos planteando.

cecccecccccecceceececececdecccee-

»

» X

Xn=1 Xo=2 X1=3

Figura 1.2: La velocidad promedio del cambio def en [Xo, Xi] es 1/2, en [Xo, X;] €s 2, mientras que en
[%2, X1] es-1.Por lo tanto, en [Xo, Xo] f cambid méas répido que lo que cambid en [xg, X4].

Por esta razon, para lograr mejor precision, se intenta hallar la velocidad de cambio de
f (x) en cuaquier x =xgq . Pero, ¢(como conseguimos esto? Lo logramos calculando

las velocidades promedio de f (x ) sobre intervalos cada vez mas pequefios. Para €llo

haremos que x; Se aproxime a X tan cerca como podamos. O equivalentemente,
haremos que Ax tiendaa0. Es asi como surge € siguiente concepto:
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Definicion 1.11: Velocidad o Tasa de cambio instantanea de una funcion

La velocidad o tasa de cambio instantnea de f (X )con respecto a x , cuando
X =Xp €S
F()-f (%)

. A :
lim 2= lim
Ax—0 AX x5y

Observamos que esta (ltima expresién es precisamente la derivada de f (x) en

X =Xq y representa geométricamente la pendiente de la recta tangente a la grafica de

f (x)en el punto (g, (Xg))-

*

¥

b

;

|

]

|

Figura 1.3: La velocidad de cambio instantanea de f en x es f’(xg), es decir, la pendiente de la recta
tangente a la grafica def en (X, f(xo)).

Como podemos comprobar graficamente, cuando la derivada es grande (y, por lo tanto,
la gréfica de la funcion estd empinada), los valores de f (x)cambian con rapidez. Y
cuando |a derivada es pequefia, la gréfica es relativamente planay los valores de f (x)

se modifican con lentitud. En base a lo anteriormente expuesto, podemos elaborar la
siguiente:

Conclusion 1.12: I nterpretacion fisica de la derivada de una funcion

Dada una funcién f : D c R - R derivable en xg €D, la derivada f'(xg)

representa la velocidad o tasa de cambio instantanea de f (X) con respecto a X,

cuando X =Xq.

Esta interpretacion de la derivada de una funcion de una variable es la que utilizaremos
para crear los modelos matematicos que desarrollaremos en este capitulo. Previamente,
daremos un gjemplo ilustrativo de los conceptos hasta aqui definidos.
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Ejemplo 1.13

Se han registrado las siguientes temperaturas (en °C), a partir de la medianoche y hasta
las 15.00 hs. en un dia de junio en la ciudad de Buenos Aires. El tiempo x se mide en
horas:

X (horas) T(°C) X (horas) T(°C)
0 6.5 8 6.1
1 6.1 9 8.3
2 5.6 10 10
3 4.9 11 12.1
4 4.2 12 135
5 4.0 13 12
6 4.0 14 11
7 4.8 15 10

a) Hallar la velocidad promedio de cambio de la temperatura T con respecto a tiempo
desde las 7.00 hs. hastalas 10.00 hs.
b) Estimar la velocidad instantanea de variacion de latemperaturaalas 7.00 hs.

Solucion

a) En este caso nuestra funcion es la temperatura T y la variable independiente x
representa el tiempo. Desde las 7.00 hs. hasta las 10.00 hs. la temperatura cambia de 4.8
°C al0 °C, de modo que

AT :T(lo)—T(7):10 °C-48°C =5.2°C
En tanto que e cambio en €l tiempo es
Ax=10hs. —7hs. = 3hs.

Por |o tanto, la velocidad promedio del cambio de la temperatura entre las 7.00 hs. y 10
hs. es

AT 52°C_ 5 °C

AX 3 hs. hs.

Esto significa que, en promedio, entre las 7.00 hs. y las 10.00 hs. la temperatura esta
aumentando 1.73 °C cada hora.

b) Lavelocidad instantanea de variacion de latemperaturaalas 7.00 hs. es precisamente
la derivada T' (7 ) . Si bien no tenemos la formula explicita de la funcién temperatura

paracalcular T (7 ) , existen dos métodos para hallar una estimacion de dicha derivada:

Primer Método

Se representan graficamente los datos y |os utilizamos para trazar una curva suave que
se aproxime a la gréfica de la funcién temperatura, segun se ilustraen la Figura 1.4. A
continuacion, se traza la recta tangente ala gréfica de la funcion temperaturaen x = 7'y,
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luego de medir los lados del triangulo ABC, estimamos que la pendiente de la recta
tangente es

BC o o

BEl . 3°C 493 C

|AC|  32hs. hs.

En consecuencia, alas 7.00 hs. la temperatura estéa aumentando a una velocidad de 0.93
°Clhs.

‘T
/
/
A B
//
7//
A<t---t---L---| C

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 1.4: Grafica aproximada de la funcién temperatura.

Sequndo Método:

Como

T(7+h)-T (7
h—0
entonces, si h es pequefio, podemos afirmar que
T(7+h)-T(7)
h

El valor atomar para 7 + h debe figurar en la tabla, y estar |o mas cerca posible del
valor 7. Por lotanto, 7+ h=86 7 + h = 6. Luego,

T '(7)=

1) S 7+ h= 8 entonces h = 1. Entonces

T '(7);T U +hr3_T )T (S)IT ") _61-48-13

2) Si 7+ h=6entoncesh = - 1. Luego,
T@+h)-T(7) T(6)-T(7) 4-48

T'(7)= = 0.8
") h -1 -1
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En consecuencia, s tomamos e promedio de estos valores, podemos afirmar que

T '(7);—1'3;0'8 ~1.05 hi

Si bien los resultados obtenidos mediante estos dos métodos no coinciden, pues estamos
hallando un valor estimativo de T'(7) a partir de los registros tabulados de la

temperatura, podemos considerarlos aceptables ya que la diferencia entre elos es
pequefia. Para lograr mejor precision, se deberian tomar registros de temperatura en
interval os de tiempo de menor longitud. m

En la proxima seccidén analizaremos dos modelos matematicos a los que haremos
referenciaen el Capitulo 4: El Modelo Exponencial y El Modelo Logistico. Si bien estos
modelos fueron creados para predecir la cantidad de individuos que habra en una
determinada unidad de tiempo, también pueden ser aplicados para estudiar otro tipo de
fendmenos.

El Modelo Exponencial

El economista inglés Thomas Malthus fue uno de los primeros en modelar, en 1798, €
crecimiento poblacional humano por medio de la Matemética. Sus resultados fueron
bastante precisos para predecir la poblacion de Estados Unidos, durante |os afios 1800 —
1860. El Modelo de Malthus se basa en |os siguientes conceptos. indice de natalidad e
indice de mortalidad. Estas definiciones |as damos a continuacion.

Definicion 1.14: Indice de natalidad en & tiempo t

El indice de natalidad en €l tiempo t es
n(t

a(t):—)

(t)
donde
n(t) : Cantidad de individuos que nacen en una unidad de tiempo, en € tiempo t.

P (t): Cantidad total de individuos existentes en una poblacién, en el tiempo t.

Definicion 1.15: Indice de mortalidad en & tiempo t

El indice de natalidad en €l tiempo t es

b(t)zﬁ

P(t)
donde
m(t) : Cantidad de individuos que mueren en una unidad de tiempo, en el tiempo t.

—

P (t ) : Cantidad total de individuos existentes en una poblacién, en el tiempo t.
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En este caso, los individuos pueden ser personas, bacterias, insectos o células. En
general, cuando se trata de poblaciones humanas, la unidad de tiempo es € afio.
Supondremos gue la poblacion que se estudia tiene indices constantes de natalidad y de
mortalidad, alos que llamaremos a y b respectivamente. Por |o tanto, de acuerdo alas

Definiciones 1.14 y 1.15 tenemos que:
Cantidad de individuos que nacen en una unidad de tiempo =a . P(t)

Cantidad de individuos que mueren en una unidad de tiempo =b . P(t)

Luego, podemos concluir que, en At unidades de tiempo, nacen a . At .P(t)
individuosy mueren b . At.P(t) individuos.

Si consideramos:

P (t +At) = Cantidad total de individuos que hay en el tiempo t + At ,

entonces

P (t+At)= (Cantidad total de individuos en e tiempo t) + (Cantidad de individuos

gue nacieron en At unidades de tiempo) — (Cantidad de individuos que murieron en At
unidades detiempo) = P(t)+ a . At.P(t)—b . At.P(t)

Por |o tanto,
P(t+A)-P(t)_P(t)+a .AtP(H)-b . APE)-PW) . )5

At At

es decir
P(t+At)-P(t)
At

=(@-b)P(t)

Tomando miembro amiembro |jm resulta:
At —0

R L

P'(t)=(a-b)P(t)

Esta ecuacion diferencia recibe un nombre especial, y es e siguiente:

Luego

Definicion 1.16: Ecuacion de Malthus

La Ecuacion de Malthus es una ecuacion diferencial dela forma
P'(t)=(a-b)P(t)
donde

P (t): Cantidad total de individuos en el tiempot.

a : indice de natalidad.
b : indice de mortalidad.
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La Ecuacion de Malthus es un modelo matemético que permitira hallar, en cualquier
instante t, la cantidad de individuos que habra en una poblacion, cuando los indices de
natalidad y de mortalidad son constantes. Observemos que

1) S (a—b)>0entonces P'(t)>0. Luego, P(t)es creciente. Esto ocurre ya que
a > b, es decir, el indice de natalidad es mayor que el de mortalidad.
2) Si (a —b)<0entonces P (t)<0. Luego, P (t)es decreciente, debido a que a <b,

es decir, el indice de natalidad es menor que el de mortalidad.

La Ecuacion de Malthus da lugar al planteo de un modelo matematico mas general,

llamado EIl Modelo Exponencial. En este caso, la funcion P (t ) es mas amplia, ya que

no necesariamente representa la cantidad total de individuos existentes en una
poblacion, en el tiempo z.

Definicion 1.17: EI Modelo Exponencial

El Modelo Exponencial es una ecuacion diferencial de la forma
P'(t)=k P(t)

donde

P (t): Funcién derivable cuya variable independiente es el tiempo't.

k : Constante.

Béasicamente, EI Modelo Exponencial afirma que la velocidad con que varia la funcion
P(t) esdirectamente proporcional a P(t).

La ecuacion diferencial recibe este nombre porque su solucién es una funcion
exponencial, como mostraremos a continuacion.

Proposicion 1.18:

Dado e Modelo Exponencial

su solucion es

donde k, C son constantes.

Demostracion

Para resolver esta ecuacion aplicamos el Méodo de Separacion de Variables:
dP dP

P'(t)=k P(t)= EZK'P = F:k dt = dFP:Ik dt = In|P|=k t+c;
De esta Ultima ecuacion resulta
|P|:ektJrCl =3 |P|:e"t.eC1 = P= +e% k!

Llamando C= +€% resulta que P (t)=C ekl m
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Como mencionamos anteriormente, la Ecuacion de Malthus es valida si 1a poblacion
tiene indices de natalidad y de mortalidad constantes. Pero tiene una falla, porque no
contemplalos casos de inmigracién o emigracién de habitantes.

Sin embargo, se puede comprobar experimentalmente que funciona bien si 1a poblacion
es pequefia (una poblacién es considerada pequefia cuando |0 es en comparacion con la
poblacion maxima que & medio ambiente es capaz de sostener) y los periodos de
tiempo son cortos. Por gemplo, es utilizado satisfactoriamente para modelar €
crecimiento de bacterias en un lapso de dias. El siguiente gemplo corroborara estas
afirmaciones:

Ejemplo 1.19

La siguiente tabla muestrala poblacién mundial en e siglo XX.

ARo Poblacion (en millones)
1900 1650
1910 1750
1920 1860
1930 2070
1940 2300
1950 2520
1960 3020
1970 3700
1980 4450
1990 5300
1996 5770

a) Utilizar el Modelo Exponencial para determinar P(t), es decir la cantidad de

habitantes que hay en el mundo en € afo t.
b) Representar gréficamente |los datos de latablay lafuncién P (t) hallada en el inciso

a. ¢Cuan bien se gjusta e modelo alos datos?
Solucion
a) Al utilizar e Modelo Exponencial, estamos suponiendo que los indices de natalidad y

de mortalidad son constantes. Luego, para halar P(t), resolvemos la ecuacion
diferencial con condicion inicial:

{P‘(t):k P(t)

P(0)=1650

Donde suponemos que € afio 0 es 1900. Por la Proposicion 1.18, lasolucién genera de
esta ecuacion es

P(t)=C ek-!
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Calculo de las constantes C v k

Como
P (0)=1650
P (10)=1750
entonces
k.0 _ C =1650
c ek 16508 <10 1650 &% 10 _ 1750 = gk- 20 _ 1790
c K10 _ 1750 C e =1750 1650
=k.10 = In(@j = k= iln(@j = k =0.00588
1650 10 (1650

Por lo tanto, la cantidad total de habitantesen el tiempo t es

P (t)=1650 e*0088 !

Observemos que, como P’ (t ) =k P (t) =P’ (t ) =0.00588 P (t ) , lo cual significa
que la poblacion mundial esta creciendo alrededor del 0.6 % por afio.

b) Para representar graficamente los datos de latabla 'y la funcion P (t) , utilizamos €

software Wolfram Mathematica 10.0. Esto nos permitira comparar € modelo
exponencia planteado con los datos reales:

A Poblacion (millones) &

[ ®
5000 |

[ L
a000

[ L
3000 f P(1)
2000 |
1000 |

- AFio

1920 1940 1960 1980

Figura 1.5: Representacion gréafica de los datos de la tabla y de la funcion P(t).

Se puede comprobar que las predicciones de este modelo se tornan muy inexactas
después del afio 1930. =

Observacion 1.20

El valor de k que obtuvimos en €l Ejemplo anterior es estimativo, pues varia segin €
dato de la poblacion que se utilice. Por g emplo, si se emplea la poblacion existente en
1950 en lugar de 1910, se obtiene que k =0.0084 . En & Ejemplo 1.24 utilizaremos una
formamés precisade hallar €l valor de k.
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El Modelo Logistico

Como pudimos verificar en el Ejemplo anterior, el Modelo Exponencial de Malthus no
siempre se gusta a la realidad, ya que predice un comportamiento exponencial de la
poblacion, algo que no ocurre en larealidad. Si 1a especie considerada dispone de todos
los medios para vivir, como espacio, aire, alimento, entonces su crecimiento sera de tipo
exponencial. Pero puede haber una limitacién de espacio o de recursos alimentarios que
provocan una menor natalidad y/o mayor mortalidad (a causa de un aumento de las
enfermedades y quizas también como resultado de la lucha por escasos recursos). Por
esta razén se buscan otros model os que se gjusten mejor alarealidad. La experienciay
los registros estadisticos muestran gque muchas poblaciones empiezan creciendo de una
manera exponencial pero luego se estabilizan cuando se acercan a su capacidad de
contencion C, que es la poblacién maxima que el medio ambiente es capaz de sostener.
Para construir un nuevo modelo que tome en cuenta esta informacion, estableceremos
dos hipétesis:

1) Aproximacion Exponencial:

Si P(t)es pequefio en comparacion con C, entonces P' (t)~k P(t).

Es decir, lafuncién P(t) se comportaen formaexponencial.

2) Valor Limite:

Si P(t)—C entonces P' (1) —>0.

Luego, P (t)serfacasi constante. Es decir, P (t) tiende a estabilizarse cuando se acerca
aC.

Uno de los modelos matemaéticos mas sencillos que incorpora estas hipotesis es El
Modelo Logistico, cuya definicidon damos a continuacion.

Definicion 1.21: EI Modelo Logistico

El Modelo Logistico es una ecuacion diferencial dela forma
C-P(t
P'(t)=k P(t) (#j
@
donde

P (t): Funcién derivable cuya variable independiente es el tiempo't.

k : Constante.

C: Constante, llamada *““capacidad de contencion”. Es e maximo valor que puede
tomar P(t).

Este modelo matematico fue introducido por e bidlogo y matematico belga Pierre
Francois Verhulst en 1838.

Béasicamente, afirma que la velocidad con que varia la funcion P (t) es proporciona

tantoa P (t ) como a la cantidad faltante para llegar a su méximo valor C.
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V eamos que efectivamente EI Modelo Logistico verificalas dos hipétesis mencionadas:

1) Aproximacion Exponencial:
Si P (t)es pequefio en comparacion con C entonces
C-P(t) _C _
C C
Por lo tanto, al reemplazar esta expresion en el Modelo Logistico resulta:

P (t)=k P(t) [C_Tp(t)jzk P(t) .1
Es decir, P' (t)=k P(t)

2) Valor Limite:

Si P(t)—C entonces

C_—P(t)_)gzo
C C

Sustituyendo este limite en la Ecuacion Logistica tenemos:
P'(t)=k P(t) (C_Tp(t)jak P(t).0=0
Luego, P' (t)—0.

Ejemplo 1.22

En e desarrollo de un embrion, el 6vulo fecundado comienza adividirsey el nimero de
células comienza a crecer en forma exponencial: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, etc. Pero € feto
solo puede crecer hasta un tamafio que € Utero pueda soportar. Asi, otros factores

comienzan a disminuir el incremento del nimero de células. En este caso, P (t)es el

numero de células que tiene un feto en e tiempo t, mientras que C es la cantidad total de
células que puede abergar € Utero. De este modo, € Modelo Logistico se adapta a
estudio del crecimiento embrionario. m

En la siguiente Proposicion mostraremos la solucion del Modelo Logistico:

Proposicion 1.23:

Dado el Modelo Logistico

con condicién inicial

su solucion es
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Demostracion

Para halar la solucion de la ecuacién, aplicaremos € Método de Separacion de
Variables:

P'(t)=k P(t)(l—?j = %_f:k P(l—gj :sp(f—;)k dt =
C

:j (1_0) jk dt

Por lo tanto

——=k.t +C1 [15]
e
C

La integral del primer miembro la resolvemos mediante el método de Fracciones
Simples:

——l?r:é+—j%f::1:A@—EJ+BP:>A%F—A}P:1
SR e
C C
Entonces
A=1 A=1
B-2_0 ™ |g=i
C C
Luego
1
j——%%r:.[1+—i%;-dpﬂmm+ij——%rupﬂmm—m —15‘
IRl S
C C C
Como 0 <P (t)<C entonces | P |= P A | C-P |=C —P . En consecuencia
I—JEB—=|MPym{C;PJ| &fp]
P 1-) P
C
Es decir
'—Jf%rzn{éﬂ%j [1.6]
. P[l—j -
C

Sustituyendo [1.6] en [1.5] se obtiene

C1
In(£]=k-t+01 _, CP _kt+cp P kit €7
C-P C-P C-P C
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e“1
Llamando C, = < tenemos

P _ c, ekt
cC-P

Al despejar P de esta ecuacion se obtiene

P(t)s ————— [1.7]
1+ie_k't
Ca
Calculo de C»
Como
PO)=R = ;:P = ¢ =R :>1+L:£:>L:£—l
0 1 _xo ° 1 C, B C, R
1+—e 1+— 2 0 2 0
2 Ca
entonces
1. R [1.8]
C R

Finalmente, reemplazando [1.8] en[1.7] setiene

P(t)_l{c —(F:’o} okt

)

La funciodn solucion del Modelo Logistico recibe el nombre de “funcion logistica”. Su
gréfica recibe el nombre de “curva logistica” o “curva en forma de s”, como veremos en
el siguiente Ejemplo.

Ejemplo 1.24

En la década de 1930, € bidlogo G.F. Gause realiz6 un experimento con e protozoario
paramecio. En la siguiente tabla se muestra P (t ) , lacantidad diaria de paramecios:

t
(dias) |O| 2|2 |3|4|5|6|7|8|]9|10{11(12|13|14|15]| 16

Pt) | 2|3(22]|16|39|52|54|47|50|76|69|51|57|70|53]|59 |57

a) Ubicar los datos en una gréficay utilizarla para estimar la Capacidad de Contencién
C delapoblacién de paramecios.

b) Encontrar un modelo logistico para estos datos.

¢) Encontrar un modelo exponencial para estos datos.
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d) Representar graficamente los Modelos Logistico y Exponencial y compararlos con
los datos de latabla. ¢Qué modelo se ajustamejor alos datos?

Solucién

a) Para representar graficamente los datos de la tabla, recurrimos a software Wolfram
Mathematica 10.0, con lo cual obtenemos:

Cantidad de i
paramecios

01 &

a0

e Ticmpo

1] 5 10 15
Figura 1.6: Representacion gréafica de los datos de la tabla.

Observamos que a medida que transcurre € tiempo, la poblacién tiende a estabilizarse
hacia un valor comprendido entre 60 y 70. Por |o tanto, es razonable elegir la Capacidad
de Contencion como el promedio de estos valores, Es decir, tomaremos C = 65.

b) Para hallar e Modelo Logistico resolvemos la ecuacion diferencial logistica con

condicioninicial
P'(t)=Kk P(t)(l—%]

P(0)=2
Por la Proposicion 1.23, lasolucion es
Pt)= CCP:
14| 20 | gkt
Po
es decir,
65
P(t)=————t
1+315 e

Para estimar € valor de k, partimos de la ecuacion diferencial
P(t)
P'(t)=k P(t)|1-—~=
(t) <>[ — ]
de donde
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e
P'(t)
P(t)(l—PG(St)j

promedio de estos valores. M s precisamente,

Entonces, calculamos k = paat =0, 1,.., 16 y luego hallamos €l

L e

2

(=0 P(t)[l—z(st)]
k = 17

Paracalcular P’ (t ) ,t=0,1,..., 16 procedemos de la misma manerague en el Ejemplo
1.13, inciso b, cuando aplicamos & Segundo Método. Es decir,

P'(t) P(Hhr?_P(t) cont=0,1,...,15 A h=1

16 +h)-P(16)

1N

con h=-1

P
P'(16)= (
De este modo, €l resultado obtenido es
k 20.634
Por lo tanto, el Modelo Logistico de la poblacion de paramecios es

P(t)

~ 65
1+315 ¢ 0634t

c) Parad Modelo Exponencial resolvemos la ecuacién diferencial con condicion inicial
P'(t)=k P(t)
P(0)=2

y se obtiene la solucion
P(t)=2 ek!

Nuevamente, para estimar € valor de k (que no necesariamente es el mismo valor de k
de la ecuacion logistica) partimos de la ecuacion diferencial

P'(t)=k P(t)
de donde
)
k_m
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P'(t)
P(t)

Entonces, calculamos k = paat=0,1,..., 16 y luego hallamos €l promedio de

estos valores. Es decir,
N J0

S Pt

17
El calculo aproximado de P'(t), t =0, 1,..., 16 esigua & del inciso anterior. Asi,

obtenemos

=~
IIl

k =0.607

Por lo tanto, el Modelo Exponencial de la poblacion de paramecios es
P (t ) 92 e0.607t

d) Recurrimos a software Wolfram Mathematica 10.0 para graficar la curva logisticay
los datos de la tabla:

Cantidad de § Py
paramecios & &
Muadelo Logistico
60 . & & P
® » .
ot ®
| L )
w *
/
D 1 1 | P T
0 3 10 15 Tiom

Figura 1.7: Representacion grafica de los datos de la tabla y del Modelo Logistico.

Observamos la forma de s que tiene la gréfica de la funcién solucion. Por otro lado, la
graficadel Modelo Exponencial es.

Cantidad de §
paramecios |

60~

40+

" - » Tiempo

(=]
(¥

Figura 1.8: Representacion gréfica de los datos de la tabla y del Modelo Exponencial.
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Advertimos claramente que el Modelo Exponencial es bastante inexacto, en tanto que el
Modelo Logistico se gjusta en forma razonabl e a las observaciones.

Cabe destacar que € bidlogo Gause estimé la capacidad de contencion C como 64 vy €
valor de k, tanto para € Modelo Logistico como para € Modelo Exponencia, como
0.7944. Bastante similar alo que obtuvimos. =
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Capitulo 2

M odelado de un Circuito Eléctrico

En este capitulo desarrollamos una serie de conceptos, definiciones y propiedades
pertenecientes a campo de la Fisica, més precisamente a la Electricidad. Nuestro
propésito serd adentrarnos en la modelacion de un circuito eléctrico, que sera
fundamental para construir e modelo matemético que describe € funcionamiento de un
marcapasos.

2.1 Introduccion

En la actualidad, nuestra vida diaria depende extraordinariamente de la “electricidad”,
que es aguello que circula por nuestras instalaciones, para producir los efectos
luminosos en las lamparas y permitir e funcionamiento de nuestros dispositivos
eléctricos.

No obstante, hace poco méas de un siglo, solo se disponia de algunalampara eléctrica. Si
bien el comienzo del uso de la electricidad es relativamente reciente, su estudio tiene
origen en la Antigliedad, més precisamente arededor del afio 600 A.C., en la Antigua
Grecia

Los griegos observaron que a frotar un trozo de ambar (un plastico natural), éste atraia
pequefios cuerpos livianos, como pgjitas o plumas. De hecho, la palabra electricidad
proviene del griego elektron, que significa “ambar”.

Pero evidenciariamos los mismos resultados si sustituyéramos el ambar por e plastico
comun o €l vidrio, y los mencionados cuerpos livianos por otros pequefios, constituidos
por caucho o telgopor.

. Vidrio frotado
\\ \

Figura 2.1: Atraccion gjercida por una varilladle vidrio frotada.

Hilo

Telgopor

Experimentos sencillos de este tipo nos muestran gque algunos de estos cuerpos frotados
se atraen entre si, mientras que otros se repelen, como veremos a continuacion.

Pero, ¢qué es lo que en realidad ocurre cuando estos objetos son frotados? Para
responder a esta pregunta, necesitamos introducir e concepto fundamental de carga
eléctrica.

2.2 Carga €eléctrica

L os experimentos mencionados en € punto anterior muestran |os siguientes resultados:
Frotando una varilla de vidrio suspendida de un hilo, para luego acercarle una segunda

varilla de vidrio frotada, observaremos que éstas se repelen, como lo muestra la
siguiente Figura.
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Vidrio

Vidrio t/ﬂjﬂ}

Figura 2.2: Dosvarillas de vidrio frotadas se repelen.

Ahora bien, una regla de pléstico frotada atrae a la varilla de vidrio, esté esta Ultima

frotada o no.
‘; Vidrio

Plastico fﬂ

Figura 2.3: El plastico frotado atrae al vidrio.

Por otra parte, s tomamos dos reglas de pléstico frotadas, observaremos que éstas
también se repelen, como lo muestrala Figura

ﬂmﬂiﬁﬂm

Plistico .-ﬂ

Figura 2.4: Dosreglas plasticas frotadas se repelen.

Finalmente, podemos comprobar con facilidad que, en ausencia de frotamiento, no se
produce atraccion o repulsion alguna en ninguna de las tres experiencias anteriores.

A lo largo del estudio de la Electricidad, se ha experimentado con todos los materiales
disponibles, y se han probado todas las combinaciones posibles, ademas de vidrio —
pléstico, obteniéndose en cada caso los mismos resultados. Estos fenomenos producidos
al frotar un cuerpo reciben el nombre de “fenomenos electrostaticos”.

Podemos concluir entonces que determinados cuerpos frotados adquieren una propiedad
que antes no tenian: la de atraer o bien repeler a otros cuerpos.

De esta conclusion surge la siguiente definicion, fundamental en el estudio de la
Electricidad.

Definicion 2.1: Carga Eléctrica

Carga Eléctrica esla capacidad que adquiere un cuerpo de atraer o repeler a otro.
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Diremos que, en tal caso, dicho cuerpo queda cargado eléctricamente, o simplemente,
cargado. En base a los experimentos mencionados anteriormente, deducimos que
existen

dos clases de carga y que éstas pueden atraerse o repelerse. Esto da lugar a la siguiente
Definicion.

Definicion 2.2: Tipos de Carga

Existen dos tipos de carga: la “vitrea” y la “resinosa”, comunmente llamadas
“positiva” y ““negativa” respectivamente. Cargas del mismo tipo o ““del mismo
signo” se repelen, mientras que cargas de distinto tipo o “de distinto signo™ se
atraen.

Podemos concluir entonces que un cuerpo puede estar cargado 0 no. En el primer caso,
el cuerpo estard cargado positivamente o negativamente, mientras que, si no esta
cargado, no atrae ni repele a ningun otro cuerpo que se encuentre en la misma
condicion, por lo que solemos decir que se encuentra en estado neutro o que es
eléctricamente neutro.

Con el fin de contar con una base tedrica que explique los hechos experimentales
mencionados y que justifique las conclusiones obtenidas, necesitamos un modelo
elemental de estructura de la materia desde sus componentes basicos, como veremos a
continuacion.

2.3 El Atomo

Definicién 2.3: Atomo

El Atomo es la unidad més pequefia de materia.

Su nombre proviene de la unidén de dos vocablos griegos: a, que significa sin, y tomos,
que significa seccion. Literalmente significa “que no se puede cortar, indivisible” y tfue
el nombre que se dice les dio Democrito de Abdera (460 a.C.- 370 a.C.) a las particulas
que ¢l concebia como las de menor tamafo posible. Los atomos son microscopicos; los
tamafos tipicos son alrededor de la diez mil millonésima parte de un metro.

Principales elementos que componen un dtomo

Las largas décadas de investigaciones y experiencias de laboratorio permitieron
elaborar, en 1913, una hipdtesis acerca de los elementos que componen un atomo,
llamada la Teoria o Modelo Atomico de Bhor. Si bien este Modelo ha sido corregido
por la Fisica Cuantica Moderna, nos referiremos a ¢l para facilitar la explicacion de este
tema. Esta teoria sugiere que un atomo, en estado natural, esta compuesto por tres
clases de particulas llamadas elementales: los protones y los neutrones, que
constituyen el nucleo del 4&tomo, y los electrones, que se encuentran alrededor de este
nucleo y en igual nimero que los protones.
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AN

x\' - Protones

[] Neutrones

B Electrones

Figura 2.5: Estructura elemental de un atomo.

El nucleo constituye un centro pequefio y denso, de dimensiones del orden de los

5 x10 0 metros, mientras que los electrones se despliegan hasta distancias que rondan

el orden de los 2 x10 -10

metros. Esto significa que, si un atomo tuviera un diametro de
3 kilémetros, su nticleo seria aproximadamente del tamafio de una pelota de tenis.

Los electrones giran alrededor del nucleo, describiendo 6rbitas. Lo hacen de manera
similar a los planetas, que giran alrededor del Sol.

Los electrones que se encuentran mas lejos del nucleo reciben el nombre de electrones
superficiales, y se dice que estan débilmente ligados con el atomo, ya que pueden
separarse temporalmente de ¢l. Cuando esto sucede, los electrones superficiales se
convierten en electrones libres. Este fenomeno puede producirse cuando se entrega
energia al electron, por ejemplo, a través del calor.

Esta forma estructural del atomo ha conducido a los investigadores a elaborar las
siguientes conclusiones:
1) El 4&tomo, en su estado natural, es una particula en estado neutro.

2) Loselectronesde un atomo son atraidos por los protones por la fuerza
electromagnética. Los protones y los neutrones en el nucleo son atraidos el uno al otro
por una fuerza diferente, la fuerza nuclear, que es generalmente mas fuerte que la fuerza
electromagneética, por la cual los protones se repelen entre si.

3) La carga de los electrones debe ser de distinto tipo que la de los protones, mientras
que los neutrones carecen de carga.

4) Por convencion, los protones tienen carga positiva y los electrones carga negativa.

5) Los electrones libres no estan ligados a ningun atomo en particular, y recorren el
espacio libre en torno a un atomo.

6) En un atomo neutro, el nimero de electrones es igual al de protones.
Representacion grdfica de los electrones y de las cargas positivas

Graficamente, representaremos al electrén mediante un pequefio circulo con un signo
“menos” en su interior, haciendo alusion a su carga negativa:©. En cuanto a las cargas
positivas, graficamente las representaremos por el signo +.

Finalmente, en base a este modelo simple de estructura de la materia y a las
conclusiones derivadas, podemos mencionar a continuacion como se pudo explicar lo
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que durante siglos desvelo a los cientificos griegos: el por qué ciertos cuerpos, al ser
frotados, atraen o repelen a otros.

2.4 Explicacion de los fenomenos electrostaticos

Una vez descubiertos los elementos basicos que componen un atomo, se lograron
elaborar las siguientes conclusiones:

1) En algunas sustancias, como el vidrio, es posible “arrancar”, por frotamiento,
algunos electrones superficiales, quedando, entonces, el cuerpo positivamente cargado.

La conclusion anterior explica por qué se repelen dos varillas de vidrio frotadas, pues
cargas del mismo signo se repelen.

2) Otras sustancias, como los plasticos, tienden a captar electrones del material que los
frotd, quedando asi con exceso de electrones, y, por lo tanto, cargados negativamente.
Es lo que explica la repulsion entre las dos reglas plasticas frotadas, ya que las cargas
negativas se repelen entre si.

3) Puesto que las cargas positivas y negativas se atraen, evidenciamos la atraccion
electrostatica entre el exceso de cargas positivas en la varilla de vidrio frotada y el
exceso de electrones en la regla pléstica frotada.

4) Cuando en un cuerpo, el nimero total de protones es igual al de electrones, la carga
eléctrica total es cero y el cuerpo, en su conjunto, es eléctricamente neutro.

Y explicamos asi que, en ausencia de frotamiento, no se experimenta atraccidon ni
repulsion. Es asi, pues, como nuestro modelo atémico fundamenta los fendémenos
electrostaticos.

2.5 Medicion de la carga eléctrica

En los experimentos podriamos observar que la carga eléctrica que adquiere un cuerpo
es susceptible de aumentar o disminuir, es decir, es una magnitud. Por ende, es medible,
lo que nos conduce a adoptar una determinada unidad de medida.

Vimos que la carga eléctrica de un cuerpo es consecuencia de un exceso (carga
negativa) o defecto de electrones (carga positiva). Esto nos da lugar a introducir la
siguiente:

Definicion 2.4: Cantidad de carga eléctrica

La cantidad de carga eléctrica, simbolizada por Q, es el nimero de electrones que €l
cuerpo pierde 0 gana. Segun la convencién adoptada para los signos, resulta:

1) S Q > 0 significa que € cuerpo esta cargado positivamente, es decir, perdio
electrones.

2) S Q < 0 dignifica que & cuerpo estéd cargado negativamente, es decir, gano
electrones.

3) S Q = 0 significa que & cuerpo esta en estado neutro, es decir, no perdié ni gand
electrones.

Pagina | 33



Esta manera de expresar el valor de la carga no resulta practica, pues se sabe que en un
proceso comun de electrizacion (por ejemplo, por frotamiento) el cuerpo pierde o gana
un numero muy elevado de electrones. De este modo, el valor de Q quedaria expresado
en términos de nimeros sumamente grandes.

En la practica se procura entonces emplear una unidad de carga mas adecuada. En el
Sistema Internacional (SI) se adopta la siguiente unidad de carga eléctrica:

Definicion 2.5: El Coulomb

Un Coulomb, simbolizado con la letra C, es una unidad de medida de carga eléctrica.
018 electrones. Es degir,
1 C =6.25 x10*® dectrones

Representa 6.25 x1

De ahora en més, cuando hablemos de carga eléctrica de un cuerpo nos referiremos ala
cantidad de electrones que gand o perdid dicho cuerpo. Asi, cuando decimos que un

018

cuerpo posee unacarga Q = 1C, significa que perdio 6.25 x10~" electrones, con lo cual

quedd cargado positivamente.

Ejemplo 2.6

Si la carga eléctrica del cuerpo 4 es Q=-6.4 x1071%9¢ , calcular el niumero de
electrones en exceso.

Solucion

Como Q < 0 entonces el cuerpo 4 gand electrones. La cantidad de electrones ganados
es 6.4x10719C = 6.4x1071% x 6.25 x10*8 electrones =4 electrones.

Es decir, la carga del cuerpo 4 consiste de 4 electrones en exceso. m

2.6 Aislantes y conductores

En algunos materiales, como el plastico, podemos comprobar que, al frotar un cuerpo de
dicho material en un extremo, las cargas eléctricas quedan localizadas en el extremo
frotado. Este comportamiento caracteriza a los materiales aislantes como el vidrio, el
caucho, el plastico, etc.

Por su parte, si frotamos una barra de aluminio, sujeta a un mango de vidrio o de otro
material aislante, comprobariamos que toda la barra queda cargada. Esto se debe a que
las cargas eléctricas fluyen distribuyéndose por todo el cuerpo, independientemente del
lugar donde fue frotado. Este fenomeno caracteriza a los materiales conductores como
el cobre, el hierro, el aluminio, y, en general, la mayoria de los metales.

En un conductor, cada 4tomo tiene uno o mas electrones que no permanecen ligados al
nucleo, constituyendo electrones libres que se desplazan al azar de un 4tomo a otro, a
través de toda la estructura del material. En virtud de lo expresado, podemos concluir
que: En un conductor, siempre tiene lugar un desplazamiento desordenado de
electrones.
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Convencion 2.7

Debido a que solo analizaremos y consideraremos el desplazamiento de electrones a
través de un conductor, al referirnos a cantidades de carga utilizaremos el valor absoluto
de las mismas, dando por sobreentendido que se trata, en realidad, de cantidades
negativas.

Asi, diremos, por ejemplo, que se desplaza una carga de 4 C, en lugar de — 4 C.

2.7 Induccion. Generador de fuerza electromotriz

Un dispositivo indispensable en los circuitos que analizaremos, es el que definiremos en
esta seccion. Pero previamente presentaremos los siguientes conceptos.

Definicién 2.8: Seccién normal de un conductor

La seccion normal de un conductor, o simplemente “seccion de un conductor”, es
cualquier interseccion del mismo con un plano perpendicular a él, en un punto
interior a su extension longitudinal.

1'., \".,

| & 0

¥ / 4
1 Interseccion
Interseccion

Figura 2.6: La seccion de un conductor esta representada por
cualquier interseccion de éste con un plano perpendicular.

Decimos que un conductor tiene seccion constante cuando todas sus intersecciones con
planos perpendiculares son congruentes, es decir, tienen la misma forma y area.

2 o

Figura 2.7: Un conductor de seccion constante.

Definiciéon 2.10: Hilo conductor

Un hilo conductor es un conductor cuya seccion es constante y de area despreciable
en relacion a su longitud.

Figura 2.8: Dos cuerpos Ay B unidos a través de un hilo conductor C.
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Definiciéon 2.11: Induccién Electrostatica

La Induccion Electrostatica es el fenomeno por el cual, en un conductor (cargado o
en estado neutro), se produce un desplazamiento ordenado de electrones libres y, por
ende, una distribucion heterogénea de cargas, debido a la presencia de un cuerpo
cargado, llamado inductor, que se encuentra en las proximidades del primero.

Ejemplo 2.12

Si a un conductor metalico le acercamos el extremo frotado de una regla plastica, es
decir, un cuerpo con exceso de electrones, entonces los electrones libres del metal se
desplazaran a través de éste, alejandose de las cargas negativas del inductor por
repulsion electrostatica.

= -+
= = it e =

o | (+
P &
©e® + 4+, = O

Plastico frotado

Conductor

Figura 2.9: Por induccion electrostatica, los electrones libres se desplazan
hacia el extremo mas alejado del inductor. m

Observacion 2.13

1) Comprobariamos experimentalmente que, si el extremo hacia el cual se desplazaron
los electrones, se pone en contacto con un segundo cuerpo conductor, los electrones
libres que vienen desplazandose pasan del primer conductor a este segundo,
sosteniéndose de esta manera el desplazamiento existente.

=
= = S
< =p %o Z

Segundo conductor
Conductor

Figura 2.10: En su desplazamiento, los electrones libres son transferidos a un segundo conductor puesto
en contacto con €l primero, para asi proseguir con su trayecto.

2) Asi mismo, podriamos comprobar que, al alejar el cuerpo inductor del conductor
inicial, los electrones que habian sido desplazados experimentan ahora, durante cierto
lapso de tiempo, un desplazamiento en sentido opuesto al que tuvo lugar durante la
induccion, hasta restituir por completo la distribucion de cargas que tenia inicialmente
el conductor.

L SR
@@@ +®++@ ®+@
I =
@ S e
©g +° et g +®

Figura 2.11: Enreferencia al giemplo anterior, se ha restituido la distribucién inicial de cargasen el
conductor.
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En base a esta ultima observacion, definimos el estado final del conductor de la
siguiente manera.

Definicion 2.14: Equilibrio eectrostatico de un conductor

El Equilibrio electrostatico de un conductor (cargado o en estado neutro) es el
estado en el cual no existe movimiento ordenado de cargas eléctricas.

A continuacion, definiremos de manera elemental un concepto inherente a todos los
sistemas fisicos: la Energia.

Definicion 2.15: Energia

Energia es la capacidad que hace que un cuerpo se desplace.

El simbolo y la unidad correspondientes a la Energia son, respectivamente,
E = Energia, [E]=Joule=1J

En un conductor, se cumple que, cuanto mayor sea la energia, mayor sera la cantidad
de electrones desplazados por unidad de tiempo.

Definicion 2.16: Voltaje entre dos puntos de un conductor

Dado un dispositivo capaz de suministrar energia, el voltaje entre dos puntos Ay B
de un conductor es la cantidad de energia suministrada por el dispositivo a dicho
conductor, para desplazar 1 Coulomb desde A hasta B.

La notacidn correspondiente es

V ap = Voltaje entre los puntos Ay B.

La unidad utilizada es

Joule
\/ =————=Volt =V
[ AB ] Coulomb

Esto significa que entre dos puntos de un conductor, uno inicial y uno final, el voltaje es
de I Volt cuando le es transferido / Joule de energia para desplazar [Coulomb =

=6.25 x1018 electrones desde el punto inicial hasta el punto final.

Ejemplo 2.17

Si A y B son dos puntos de una varilla metalica, y un dispositivo le suministra 5 J por
cada carga de / C desplazada desde A4 hasta B, entonces Vg =5 V.

-—r— -

Conductor

Figura 2.12: Ejemplo 2.17.
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Como funciona un generador de fuerza electromotriz

Exponemos, ahora, un modelo de funcionamiento de un generador de fuerza
electromotriz, concepto que veremos en breve.

La figura que sigue muestra dos conductores 4 y B. Inicialmente estan cargados, el
conductor 4 negativamente, y el conductor B, positivamente. Si los conectamos
mediante un hilo conductor, el nuevo sistema se comporta, en un instante, como si fuera
un unico conductor, en el cual ha tenido lugar una separacion de cargas por
desplazamiento de electrones, es decir, como si todos o parte de los electrones que,
ahora, tiene en exceso el cuerpo 4, provengan de haberse alejado de un inductor cargado
negativamente y puesto en las proximidades del cuerpo B. Al no existir, en realidad,
cuerpo inductor, entonces, segin la Observacion 2.13, foda o parte de la carga negativa
de A, al estar constituida por electrones libres, se desplaza a través del hilo hasta B,
durante un cierto tiempo, hasta que el nuevo sistema alcance el equilibrio electrostatico.

Hilo conductor

Figura 2.13: Durante un corto tiempo, €l ectrones en exceso
de A se desplazan por €l hilo hasta llegar a B.

Si desearamos mantener la circulacion de electrones a través del hilo conductor,
deberiamos reponer permanentemente los electrones que salen de 4 y, simultdneamente,
eliminar los que llegan al conductor B, de modo que, en el sistema formado por ambos
conductores y el hilo, se sostenga la separacion de cargas inicial.

Un generador es, béasicamente, un conductor capaz de suministrar una cantidad
constante de energia, y por ende, de sostener un voltaje V 5' g' entre sus extremos,

voltaje que es responsable de que una determinada cantidad de electrones se desplace,
por unidad de tiempo, de uno de sus extremos hasta el otro, siempre en el mismo
sentido, como mostramos en la Figura 2.14.

Al introducir tal dispositivo en el sistema anterior, los electrones que llegan a B pasan,
de acuerdo con la Observacion 2.13, al extremo A4’ del generador, eliminandose de esta
manera las cargas que llegan a B. Ya en 4’, son desplazados hacia el otro extremo del
generador, B’, en virtud de la misma Observacion y por ser, el generador, un conductor.
Seguidamente, estos electrones pasan del extremo B’ al conductor A, conforme a dicha
observacion, con lo cual, son repuestas las cargas negativas en 4, y que, por mantenerse
de esta manera la separacion de cargas, comienzan a circular nuevamente por el hilo,
repitiéndose asi el ciclo y sosteniéndose la circulacion de electrones.
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Generador

B .° A’

Figura 2.14: En presencia de un generador, se sostiene
la circulacion de cargas a través del hilo conductor.

Observacion 2.18

La cantidad de voltaje V 5' g+ proporcionado por el generador determina, como ya

dijimos, la cantidad de cargas que desplazadas por unidad de tiempo, desde 4’ hasta B’,
vale decir, de acuerdo al modelo que acabamos de exponer, desde 4 hasta B a través del
hilo conductor, razén por la que decimos que el voltaje entre los extremos del hilo es
igual al voltaje entre los extremos del generador al que se encuentra conectado, es decir

Vag =Va'p' -

Podemos, finalmente, definir a un generador de fuerza electromotriz, de la siguiente
manera.

Definicion 2.19: Generador de fuerza electromotriz

Un generador de fuerza electromotriz fem (electromotriz = movimiento de carga
eléctrica), o bateria, es un dispositivo que, conectado a un hilo conductor, es capaz
de generar y sostener una circulacion de electrones a través de éste, y en un unico
sentido.

&l

Figura 2.15: Una pila es un generador de fem, pues, conectada a los
extremos de un hilo de cobre, hace circular electrones a través de él.

—
1) 0

—_—
@ @ E Hilo de cobre

Pasamos, ahora, a analizar la circulacion de electrones producida por un generador.
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2.8 Corriente eléctrica

Uno de los conceptos fisicos fundamentales para nuestro trabajo, y que es consecuencia
inmediata de lo expuesto en el punto anterior, es el de corriente eléctrica.

Definicion 2.20:; Corriente eléctrica

La corriente eléctrica, o simplemente “corriente”, es el movimiento ordenado de
electrones a través de uno o mds conductores, como consecuencia del efecto de un
agente inductor o bien de un generador.

Como vimos, un conductor metalico tiene electrones libres en movimiento desordenado,
a través de la estructura del material. Como consecuencia de este movimiento, pasan
tantos electrones en un sentido como en el otro, a través de la seccion. Si conectamos el
conductor a un generador, se produce el desplazamiento, en un tnico sentido, de sélo
una parte de los electrones libres, pues el movimiento no deja de ser desordenado,
aunque ahora, pasan mas electrones en este sentido que en el opuesto.

Convencion 2.21

El fendmeno de la corriente eléctrica se analiza suponiendo que la totalidad de los
electrones libres constituye dicha corriente, desplazandose con velocidad constante y en
un unico sentido, a través de la seccion del conductor.

Generador Generador

——

) @) (8

(&) fc)

Figura 2.16: Movimiento de electrones libres de un conductor.
() Sinconexion. (b) Con conexién a un generador.
(c) Comportamiento idealizado, segiin la Convencién 2.21

Continuamos, ahora, con las definiciones relativas al concepto que acabamos de ver.

Definicion 2.22: Carga eléctrica hasta €l instante t

La carga eléctrica hasta el instante t, es la cantidad total de electrones de una
corriente que han atravesado la seccion del conductor, desde un instante inicial ty =
0 hasta dicho instante t.

El simbolo para esta magnitud es

Q(t) = Carga eléctrica hasta el instante t.
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Mientras que, naturalmente, la unidad es
[Q(t)]=Coulomb =C
En general, al referirnos a una igualdad que relaciona el simbolo de la magnitud tiempo

con la cantidad seguida de la unidad correspondiente, omitiremos la escritura de esta
ultima. Por ejemplo, escribiremos t =6 en lugarde t =6 seg.

Ejemplo 2.23

Suponiendo que un conductor comienza a analizarse al ser conectado a un generador, y
determindndose luego que después de /7 segundos ha pasado, por su seccion, una carga

total de 1.28 x10™1° C , entonces

Q(0)=0Cy Q(11) =128 x10 > C

Saccion
1
—g—
6 @=1,28x10"¢ Q
e
t=11
Figura2.17: Ejemplo2.23. =
Ejemplo 2.24

En base al Ejemplo anterior, calcular la carga que atraveso la seccion entre los instantes
t=11y t =18,sabiendo que la carga eléctrica hasta este Ultimo instante es

224 x10°1° ¢,

Solucion

Si a la carga que atraveso la seccion hasta los /8 segundos, le restamos la que pas6 hasta
los 11 segundos, obtenemos la cantidad pedida. Recordando que

Q(11) =1.28 x10™™ C , resulta
Q(18)-Q(11) = (224x1071° -1.28 x10™™® ) C=96 x107'° C.

Es decir, entre los // y los I8 segundos, han atravesado la seccion
9.6 x10 718 C =9.6 x107%6 x 6.25 x10'8dlectrones =6000 electrones. m

Este ultimo ejemplo da lugar a la siguiente definicion.
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Definicion 2.25: Carga eléctrica entrelosinstantest y t+ Dt

Dado un conductor, en el que tiene lugar una corriente eléctrica, la carga eléctrica
entre los instantes t y t + At es la cantidad total de electrones que atraveso la
seccion entre dichos instantes, es decir, es la diferencia

Q(t+At)-Q(t)

Definicion 2.26: | ntensidad media de corriente en un intervalo de tiempo [t; t + D]

La Intensidad media de corriente en un intervalo de tiempo [t it +At] es el cociente

entre la carga eléctrica entre los instantes t y (t + At), y la longitud de dicho
intervalo. Es decir,
Q(t+At)-Q(t)

At

Im[tit+At] =

La unidad utilizada para esta magnitud es

Coulomb C
] = =

[ I [tst+at .

=Ampere =A

Ejemplo 2.27

Si entre los instantes t; =3 y t, =7 , pasa una carga de 3.2 x10 18 C através de la

seccion de un conductor, en el que tiene lugar una corriente, entonces la intensidad
media de la misma, entre dichos instantes, es

-18
Im[3:7]=22220 7 C 5,100 © _g.10729A

4seg. seg.

Por lo tanto, se encuentra circulando, en promedio, una carga de 8x1071%¢C por
segundo. O equivalentemente, como 1 C =6.25 108 electrones, entonces

8x10719A 28x10719 C _g 410719 425 x1018 HECONES _  electrones

&g seg. seg.

En consecuencia, por la seccion del conductor estan pasando a razén de 5 electrones por
cada segundo de dicho intervalo de tiempo.

0~ T

t,+1
Figura 2.18: Dos instantes en una misma seccion.
En promedio, pasan a través de ella 5 electrones por segundo. m
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Nos interesa, ahora, conocer el promedio de carga eléctrica por segundo, que atraviesa
la seccion del conductor, en un instante, es decir, el caso en que el intervalo de tiempo
tiende a cero. Surge asi el concepto de intensidad instantanea de corriente.

Definicion 2.27: | ntensidad instantanea de corriente

La Intensidad instantanea de corriente, o bien intensidad de corriente en un instante

t, o simplemente intensidad de corriente, simbolizada por | (t ) , es

L (t)= lim Im[t;t +At]
At —0
Esdecir
t+At)-0Q(t
At—0 At

Naturalmente, la unidad utilizada para la Intensidad de corriente es la misma que para la

Intensidad media de corriente, es decir

[1(t) ]:L:Ampere:A
seg.
Observemos que | (t ) es precisamente la derivada de la funcién Q (t), suponiendo que

Q (t ) es derivable Vt >0. Luego,
H(t)=Q'(t)

Esta ultima ecuacion nos permite elaborar la siguiente conclusion.

Conclusion 2.28
Puesto que Q' (t)=1 (t) entonces, por definicién de funcién primitiva, Q (t)es una
primitivade | (t). Esdecir,

Q(t)=[1(t) o

O equivalentemente, por & Primer Teorema Fundamental del Calculo Integral,

Q(t):ju (u) du
0

Ejemplo 2.29

La carga eléctrica que ha atravesado la seccion de un conductor entre los instantes 0 y ¢
esQ(t)=3 t* . Hallar:

a) La funcidn intensidad de corriente en el instante z.
b) La intensidad de corriente a los 7 segundos.
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Solucion

a) De acuerdo a la Definicion 2.27, tenemos que | (t)=Q' (t)=(3 t4) =12 t3.

Luego, | (t)=12 t3A.
b) Al ser ¢t = 7, la intensidad buscada es | (7 ) =12 (7 )3 A=4116 A. =

Ejemplo 2.30

La intensidad de corriente en cada instante ¢, sobre la seccidn de un conductor, viene

dada por | (t)=3 t3 -6 t2. Calcular la carga eléctrica hasta los 5 segundos.

Solucion

De acuerdo a la Conclusion 2.28 y aplicando la Regla de Barrow, tenemos

5 5 5
Q(5):II (u) du:j(3 us-6 u2) du:{E ut -8 u:ﬂ _3 54 2,53 0-
4 3 o 4
0 0
=218.75 . Por lo tanto
Q(5)=218.75 A =

2.9 El circuito eléctrico y su modelado

Hemos ya, de alguna manera, expuesto ejemplos sencillos de circuitos eléctricos, mas
precisamente en las Figuras 2.14 y 2.15, asi como también lo hemos presentado,
inevitable e implicitamente, en las Definiciones 2.19 y 2.20 de generador y de corriente
eléctrica, respectivamente. Estamos, pues, en condiciones de definir este concepto, el
cual es objeto del modelado que nos proponemos mostrar.

Definicion 2.31: Circuito € éctrico

Un Circuito eléctrico, o simplemente circuito, es todo dispositivo constituido por uno
0 mas cuerpos conductores conectados dos a dos, de los cuales, por lo menos uno de
ellos es un hilo conductor, y por lo menos, otro, es un generador, gracias al cual
repite su ciclo una corriente eléctrica, luego de haber circulado ésta, de alguna
manera, a traves de todo el sistema.

En un circuito, el sentido que se adopta para la corriente eléctrica es el opuesto al
sentido de desplazamiento de los electrones. Ademaés, indicaremos dicha corriente

mediante el simbolo de una de las dos magnitudes que la mide, en este caso | =1 (t),

ya que en un circuito, es su intensidad instantanea lo que suele resultar de interés a
medir, razén por la cual, diremos que es esta intensidad | lo que se desplaza o circula
por dicho circuito.
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Figura 2.19: Circuito eléctrico. El sentido convencional
dela corriente, representado por su intensidad, es opuesto
al sentido del movimiento real de los el ectrones.

Para obtener el modelo del circuito, recurriremos a algunas Leyes de la Fisica, que
permitiran determinar e voltaje existente en los componentes basicos de dicho circuito.

Cabe aclarar que, en lo sucesivo, a escribir Vg, Q o |, daremos por sobre entendido
gue se trata de funciones dependientes del tiempo, es decir,

Vag =Vag (1), Q=Q(t), I =1 (t).
Elementos o componentes de un circuito eléctrico

Exponemos a continuacion los elementos tipicos que suelen formar parte de estos
sistemas.

Hilo conductor

Constituido por uno o varios tramos que unen a los componentes restantes del circuito.
Generalmente vienen recubiertos de algin material aislante como el plastico. Los cables
son los hilos conductores més comunes. Graficamente se 1o representa mediante
segmentos de recta.

A B
@ @

Figura 2.20: Representacion de un hilo conductor y de dos de sus puntos.

Supondremos que €l voltge entre dos puntos A y B de un hilo conductor es nulo, ya que,
por su funcién, la resistencia que ofrece a paso de los electrones es despreciable. Es
decir,

Vag =0
I nterruptor.

Consiste basicamente en un pequefio conductor que permite interrumpir la circulacion
de corriente. Lo designaremos graficamente de la siguiente manera:

< Imterrupior

Hilo

Figura 2.21: Simbolo del interruptor a lo largo de un hilo conductor.
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Generador

Seguin la Definicion 2.19, es e encargado de proporcionar, en cada instante t, un voltgje
VaB (t) entre sus extremos A y B. En este caso, ad voltge suministrado por €

generador 1o simbolizaremos por

F (t)=Voltaje del generador en el instante t.

Naturamente, la unidad utilizada es

[F(t)]= ey gy
Coulomb

Dentro del circuito, € generador sera simbolizado segun la siguiente figura:

AC::B

Figura 2.22: Simbolo del generador dentro del circuito.

Resistor

Se trata de un cuerpo conductor gque ofrece resistencia u oposicion a paso de los
electrones. En consecuencia, es un dispositivo utilizado para limitar la intensidad de
corriente. Su simbolo sera el que muestralaFigura 2.23.

A A A AMN B

Figura 2.23: Resistor de un circuito.

Para determinar €l voltgje existente entre los extremos A y B de un resistor aplicaremos
laLey de Ohm, que expresalo siguiente:

Ley de Ohm

S la temperatura a la que se encuentra € resistor no varia, € cociente entre €
voltaje entre sus extremos y la intensidad de corriente que circula en cada instante,
es una constante. Es decir,

V?B -R
donde

V ap : Voltaje entre los extremos del resistor.

I: Intensidad de corriente que circula por el circuito.

R: Constante de proporcionalidad. Recibe €l nombre de resistencia eléctrica del
resistor.
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Launidad correspondiente a esta magnitud es

[R]=—YA _ohm=0
Ampere

De estaley se desprende que el voltgje entre los extremos Ay B de un resistor es
Vag =R .1

Existen materiales, como € silicio, para los cuales no se cumple la Ley de Ohm. Por
otro lado, independientemente del material, cabe destacar que todos los conductores
ofrecen resistencia eléctrica.

Capacitor

Es un dispositivo capaz de almacenar carga eléctrica de manera temporal y de liberarla
en el momento que se requiera. Graficamente lo simbolizamos como en la figura que

sigue.
A I I B

Figura 2.24: Capacitor conectado a un hilo conductor.

Sea cual fuere el tipo de capacitor, su estructura produce los mismos efectos que en el
caso de que ésta fuera como lo indica su simbolo grafico, es decir, formado por dos
placas metalicas separadas y paralelas, entre medio de las cuales se encuentra una
sustancia aislante. Explicaremos brevemente su funcionamiento:

A’ B’ A B
o L F CRE—
—Bg o ke

le of
=TE

al b)
Figura 2.25: Carga y descarga de un capacitor.
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Inicialmente, las placas estan en estado neutro (Figura 2.25 a)); al conectarlas a un
generador (Figura 2.25 b)), éste, como si estuviera cargado positivamente en una
porcién correspondiente al extremo B’, hace que electrones de la placa B tiendan a
restablecer el equilibrio electrostatico del sistema conductor formado por la placa B, el
hilo entre B y B’, y la porcion B’ del generador. Asi, dichas cargas se desplazan por el
hilo hasta el extremo B’, atraviesan el generador y llegan asi a la placa 4, en virtud del
funcionamiento de éste; de esta manera, esta ultima se carga negativamente, la porcion
B’ conserva su carga positiva, y la placa B se carga positivamente. Al no existir, en
realidad, electrones libres que repitan un ciclo, debido naturalmente a la separacion
entre las placas conductoras, la corriente cesara en algin momento, precisamente
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cuando el sistema formado por la placa B, el hilo BB’, y la porcion B’, esté en equilibrio
electrostatico y con carga positiva, al haber permanecido la mencionada porcion B’
cargada positivamente, al igual que el tramo de hilo BB’. Andlogamente sucede con el
sistema formado por la porcion 4’ del generador, el tramo 4’4 de hilo, y la placa 4,
sistema éste, cargado negativamente y ya en equilibrio. Es éste el periodo de carga del
capacitor. Puesto que la carga negativa acumulada por la placa 4, es la que provino de
la placa B a través del circuito, ambas placas quedan con cantidades opuestas de carga,
es decir Q4 = —(p, siendo, en el caso de la siguiente figura, (J5 negativa y (Jg positiva,
y decimos que la carga eléctrica del capacitor es el valor absoluto de estas cantidades.
Cabe aclarar que, en caso de no desconectar el generador, tanto la duracion del periodo
de carga como la carga eléctrica con la que resulta el capacitor, dependen del voltaje
constante con que cuente dicho generador.

Si desconectamos el generador en cualquier momento (Figura 2.25 c)), ya sea después
de haberse logrado el equilibrio mencionado en el parrafo anterior, o antes de que éste
llegue a producirse, el capacitor queda cargado, en mayor o en menor medida
respectivamente, conservando la carga que recibi6 cada placa durante el periodo de
carga. Cabe destacar que las placas se mantienen cargadas porque, al estar muy cerca
una de la otra y tener cargas de distinto signo, éstas se atraen y, por ende, tienden a
mantenerse en su lugar.

Si a continuacion, unimos las placas mediante un hilo conductor, la carga negativa de la
placa 4 se desplazara por el hilo hasta neutralizar la placa B, hasta lograrse el equilibrio
electrostatico del nuevo sistema constituido por las dos placas y el hilo: ha tenido lugar
asi el periodo de descarga.

Observacion 2.32

Naturalmente, la carga eléctrica del capacitor en un instante t, es precisamente la carga
que ha atravesado cualquier seccion del circuito, hasta ese instante. Es decir,

Qcapacitor (t ) =Q (t )
Para determinar e voltge existente entre los extremos A y B de un capacitor
recurriremos ala Ley de Coulomb, que afirmalo siguiente:

Ley de Coulomb

El cociente entre la carga eléctrica del capacitor y € voltaje entre sus extremos, o
sea, entre sus placas A y B, es una constante. Es decir,

Q(t)
Vas

=C

donde
Q (t ) : Carga eléctrica del capacitor.
V ap : Voltaje entre los extremos del capacitor.

C: Constante de proporcionalidad. Recibe e nombre de capacitancia del
capacitor.
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Launidad correspondiente a esta magnitud es

Coulomb
[C ] B Volt

= Faradio

De estaley se desprende que € voltgje entre los extremos A y B de un capacitor es

I nductor

Se trata de un elemento que se opone a cualquier cambio en la corriente el éctrica, por 1o
que, en particular, impide que se produzca un cambio brusco de intensidad de corriente.
Su simbolo en € circuito es el siguiente.

Figura 2.26: Simbolo gréafico de un inductor.

Para hallar e voltge existente entre los extremos A y B de un inductor, aplicaremos la
Ley de Faraday, queindicalo siguiente:

Ley de Faraday
En un inductor, el cociente entre € voltaje entre sus extremos y la velocidad de
variacion de la intensidad de corriente, es una constante. Es decir,
Vv
AB _ |
" (t)
donde

V ag : Voltaje entre los extremos del inductor.

| (t ) . Derivada de la intensidad de corriente.

L. Constante de proporcionalidad. Recibe el nombre de inductancia del inductor.

Launidad correspondiente a esta magnitud es

[L]= s = Hemy =Hy
seg
De estaley se desprende que € voltgje entre los extremos A 'y B de un inductor es
Vag =L .1'(t)

De esta ultima férmula podemos deducir o siguiente:
1) Si no existe variacion en la intensidad de corriente, entonces | (t)es constante.

Luego, 1" (t)=0. En este caso, el voltgje entre los extremos del inductor es nulo. Es
decir,
Vag =0
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Por |o tanto, cuando no hay cambios en la intensidad de corriente eléctrica, € inductor
se comporta como si fuera un hilo conductor.

2) Si se produce una variacion en e valor absoluto de F (t) es decir, en € voltge del
generador, entonces tendra lugar una proporcional variacion en e valor absoluto V pg
del inductor. En consecuencia, a ser L constante, variard |1'(t) en la misma
proporcion. Luego, una variacion brusca en el voltge F(t)del generador, traerd

aparejado un cambio brusco en laintensidad de corriente.
Y precisamente, esta clase de dispositivos tiende a neutralizar dichos “saltos de
corriente”, basandose en propiedades inherentes a su estructura de espiras y d

Electromagnetismo.

Convencion 2.33

En lo que sigue, al indicar agunos de los elementos que acabamos de ver, sera
indistinto utilizar e nombre del dispositivo o la letra que simboliza a la magnitud
correspondiente. Por giemplo, seralo mismo escribir “resistor” que “R”.

Finalmente agrupamos, en la siguiente tabla, |as expresiones resultantes a utilizar.

Dispositivo Voltaje entre sus
extremos
Resistor (R) R.I
Capacitor (C) Q(t)
@
I nductor (L) L.1'(t)
Generador F (t )
Tabla 2.1

Las Leyes de Kirchhoff

Para efectuar €l andlisis de cualquier circuito eléctrico y poder expresar la relacion
matematica entre las magnitudes que intervienen en cada instante, suele recurrirse a dos
reglas practicas conocidas como Leyes de Kirchhoff. La aplicacion de tales leyes, junto
con los datos contenidos en la Tabla 2.1, nos permitira obtener el modelo del circuito
eléctrico.

Antes de enunciarlas, necesitamos definir dos conceptos involucrados.
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Definicion 2.34: Nodo y Malla

Nodo de un circuito e éctrico es cualquier punto donde dos 0 mas dispositivos tienen,
mediante hilos conductores, una conexion comun.

Llamamos malla de un circuito a cualquier camino que parta de un nodo, pase por
componentes de dicho circuito y vuelva al mismo nodo.

Figura 2.27: Cuatro nodos a, b, ¢y d en un circuito.
El camino a b ¢ d a constituye una malla.

Enunciamos, entonces, |as leyes mencionadas.

Primera Ley de Kirchhoff

La suma de las intensidades de corriente que llegan a un nodo es igual a la suma de
las intensidades que salen de aquél.

Ejemplo 2.35

Si a nodo a de la Figura 2.28 llegan las intensidades de corriente 1, =5A, 1, =7A e
l;,ydeéd sden |, =10A elg =4A , cdcular 1.

I3
N O
“"H,_\___'a e
_..—.-_‘.5 ]
JTJ | i o Jr
IlTi .
Figura 2.28.

Solucion

Teniendo en cuenta la Primera Ley de Kirchhoff y despejando, nos queda

Porlotanto I3 =2A =
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Segunda L ey de Kirchhoff

La suma algebraica de los voltajes de |os dispositivos existentes en una malla es cero.

Cuando apliquemos esta Segunda Ley, recurriremos a tres reglas practicas, que
exponemos en la siguiente Convencion.

Convencién 2.36: Reglasa utilizar cuando se aplica la Segunda Ley de Kirchhoff

1) Si entre dos puntos 4 y B del circuito no existen dispositivos, entonces
Vag =0

2) Cuando la corriente atraviesa un generador, tiene lugar una elevacion de voltaje. En
este caso, para agilizar la notacion gréafica, diremos que se produce un “pasaje de menos
amas” en lugar de decir un “pasaje de menor voltaje a mayor voltaje”.

En efecto, de acuerdo con lo explicado en el modelo de funcionamiento de un
generador, éste suministra voltaje, hecho que no puede mas que significar un aumento
de dicha magnitud.

Por el contrario, si la corriente pasa através de cualquier otro dispositivo —que no sea un
generador ni un hilo conductor —, se produce una disminucién o caida de voltaje. En
este caso, diremos que se produce un “pasaje de mas a menos” en vez de un “pasaje de
mayor voltaje a menor voltaje”.

Esto ocurre debido a la resistencia el éctrica que ofrece cualquier otro dispositivo que no
sea un generador, motivo por e cual tiene lugar una disminucion de la energia que fue
suministrada al circuito, junto con € hecho de que dichos dispositivos carecen de la
capacidad de suministrar energia por si mismos.

3) Si en el recorrido de la corriente a través de una malla se produce una elevacion de
voltaje (pasaje de menos a mds) al atravesar un dispositivo, el voltaje entre los
extremos de dicho dispositivo se considera positivo.

En caso contrario, si la corriente pasa por un dispositivo en €l que se produce una
disminucion de voltaje (pasaje de mds a menos), el voltaje entre los extremos de dicho
dispositivo se considera negativo.

Pasamos, ahora, a resolver g emplos en los que aplicaremos ambas leyes, en un circuito
dado, y llegaremos asi al modelo mateméatico de un circuito.
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Ejemplo 2.37

Consideremos el circuito eléctrico de la siguiente figura:
R - R

= ?_J\f'\u"'\"”\"—‘_ J\fﬁj\’\’—'_ﬁ'

®1: z

ae

|

|1

C
Figura 2.29.

Donde F (t)= 2e™' V,R, =R, =10 Q ,C=05F, L =2Hy.

a) Aplicar la Segunda Ley de Kirchhoff a la malla abcdea, a fin de plantear una
ecuacion diferencial que permitahallar laintensidad de corriente | (t).

b) Hallar y representar gréficamente | (t) en € intervalo [0,50], suponiendo que
1(0)=1"(0)=0.

Solucion

a) Hallamos la ecuacion diferencial segun |os siguientes pasos:

Primer Paso

Utilizando la Convencién 2.36, recorremos la mallay asignamos, seguin corresponda, €l
signo + o — a cada extremo de los dispositivos del circuito, como indicamos en la
siguiente figura.

R . R
'+ A e AN e

+ — +
® 1 _| &=
2 Fi &
ae o .
C
Figura 2.30.

Segundo Paso

Recorriendo nuevamente la malla, y teniendo en cuenta los signos + y - que hemos
agregado a cada dispositivo resulta que, nuevamente por la Convencion 2.36, a las

elevaciones de voltaje, es decir, alos pasges de - a +, corresponden voltajes positivos,

mientras que a las caidas de tal magnitud, esto es, a pasgjes de + a -, corresponden
voltajes negativos.
Por o tanto, aplicando la Segunda Ley de Kirchhoff obtenemos

Vab— Voc— Ved — Vd e_Vea:O
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Sabiendo queV, p =F (t)y utilizando laTabla 2.1, resulta
F(t)= Ryl ()= Ry.1 (t)- L.|-(t)_%t):o

Reemplazando ahora segin los datos, y omitiendo la escritura de las unidades, la
expresion anterior es

23101 (t)- 0.1 (t)- 2.1" (t)—%zo

o bien
2.1'(t)+20.1 (t)+2Q(t)=2 o3t

que, dividiendo miembro a miembro por 2, equivale a
1" (t)+10.1 (t)+Q(t)= e~

Ahora bien, buscamos como model 0 matemético a una ecuacion diferencial que permita
hallar la funcién incognita | (t). Como desconocemos la cantidad de carga Q(t),
derivaremos miembro a miembro esta Ultima ecuacion respecto de t:

1"(t)+10.1'(t)+ Q' (t)= -3
Y, finalmente, considerando que Q' (t ) =1 (t ) segtin la Conclusién 2.28, obtenemos
1" (t)+10. 1" (t)+1 (t)= -3~

Esta ecuacién diferencial de orden 2, en laincognita | (t) es e modelo matematico
asociado al circuito eléctrico de la Figura 2.30.

b) Para hallar | (t ) , resolvemos la ecuacion diferencial con condiciones iniciales

1" (t)+20. 1" (t)+1 (t)= _3e73t
1(0)=0
1'(0)=0

Para ello aplicamos el software Wolfram Mathematica 10.0, ejecutando el siguiente
comando:

DSolve| {1"(1)+10.1" (t)+1 (t) = ~3e7,1 (0)=0,1" (0)=0}.1 (1), t

Obtenemos la solucion:

| (t):%e—(5+2£)t [—6 +\/6——(6 +\/6—)e4£t +12€2(1+\/6—)tJ

Su grafica se muestra en la siguiente figura
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Figura 2.31: Grafica dela funcion solucion 1(t).
Observando el grafico, podemos comprobar que la intensidad de corriente tiende a 0 a
medida que transcurre el tiempo. Ello se debe a que, al estar presente en el circuito un

capacitor, éste impide la circulacion de la corriente una vez que quedd completamente
cargado. m

Ejemplo 2.38

Consideremos €l siguiente circuito:

i o -
! ®—1T = (F)>—
I I
+ I

R’
£ ==
= (—_l_ = +

Figura 2.32.

donde
Fl(t): 12V,F2(t): 9V ,R =10 Q,R, =8Q , L =2 Hy.

Ambos generadores sostienen corriente en el mismo sentido.

a) Aplicar laPrimeraLey de Kirchhoff a nodo b.
b) Aplicar la Segunda Ley de Kirchhoff a las mallas abefa y bcdeb, para obtener una
EDO que permita determinar laintensidad de corriente 15 (t).

c) Resolver la ecuacion diferencial obtenida en el inciso anterior, suponiendo que en €l
instante t = 0 no circula corriente por € circuito.

d) Representar graficamente la intensidad de corriente Iz(t) en los 10 primeros
segundos.
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Solucion

a) Al aplicar la Primera Ley de Kirchhoff a nodo b obtenemos

b) Habiendo considerado ya, en la Figura 2.32, los signos + y - correspondientes a las
elevaciones y caidas de voltaje, aplicamos la Segunda Ley ala malla abefa, por lo que
resulta

Vab~ Vpe— Vet = Via=0
Teniendo en cuenta que V4, =F (t), el hecho de que, en e nodo e, convergen las

intensidades 1, (t) el3(t), y que V¢, =0 pues e voltgje entre dos puntos de un hilo
conductor es nulo, resulta, aplicando los datos contenidos en la Tabla 2.1:

Fi(t)- R.13(t)- Ro.11(t)-0=0 [2.2]

Delaecuacion [2.1] tenemos que
l3(t)=12(t)-12(t) [2.3]

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion [2.2] obtenemos

F(t)— Ry (I (t)—12(t))- Rp. 14 (t)=0

Luego
12 - 18'1(t)+10|2(t)=0
Por lo tanto
12+10I2(t)
1 (t)=———%~L [2.4]

Hacemos, ahora, 1o propio con la malla bcdeb. Previamente, debemos tener presente
que, € tramo desde e hasta b, es decir, € recorrer la malla en sentido opuesto al sentido

convencional de la corriente |3 (t) , que es la que circula en dicho tramo, equivale a
considerar que se produce una elevacion de voltaje al atravesar €l resistor R; , en lugar
de unacaida. Luego, € voltaje correspondiente aparecera sumando. Resulta, asi,

Vbhe+ Ved = Vde + Vep =0
Teniendo en cuentaque V. =F» (t ) ,queV.q =0 pues entrelos nodos c y d del hilo
conductor no hay dispositivos, y haciendo uso nuevamente de la Tabla 2.1 obtenemos

Fp(t)+ 0—L.15(t)+ Ry.15(t)=0
Por lo tanto
9- 215 (t)+ 1015(t)=0 [2.5]
Aplicando las ecuaciones [2.3]-[2.4] para sustituir I3 (t)en [25] y reduciendo
expresiones, obtenemos la EDO buscada:
215()+ 1200 -
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c) Resolvemos la ecuacién diferencial con condicion inicial

- 40 47
215 (t)+ — lo(t)=—
20+ 21, 0)=4
12(0)=0
Recurriendo al software Wolfram Mathematica, ejecutamos el comando:

40 a7

DSoIveHZI'Z(t)Jr o |2(t)=?,|2(0)==0},|2(t), t}

La solucion obtenida es

d) Para graficar |, (t) en los 10 primeros segundos ejecutamos el siguiente comando:

20
- =
Plot 1;%1 1-e 9 |,{t,0,10},GridLines—> Automatic,AxesStyle — Arrowheads[0.04

La grafica obtenida es la siguiente:

L

o

; — = Tiemipo (seg.)
0 2 4 6 B

Figura 2.33: Graficadel, (t).

Observamos la intensidad de corriente |5 (t)tiende a estabilizarse a un valor
aproximado de 3.6 Amperes. m
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Ejemplo 2.39

Consideremos € circuito:

iy 4 Fa S
o &%@ L
- #/’ f I S "

Figura 2.34.

con los datos

F(t): 200V, R =R, =R3=1Q,L; =L, =1Hy,C=1F.

Aplicar la Primera Ley de Kirchhoff al nodo b, y la Segunda Ley a las mallas bdecb y
abcefgha, para probar que las intensidades de corriente |1 (t) e I3(t) verifican el

sistema de ecuaciones diferenciales

{zllu)—l‘ga)—slg(t)—o

110213 ()11 (1) + 213 (1) =0

Solucion
Por la Primeraley de Kirchhoff aplicada al nodo b, resulta

11 (t)=12(t)+13(t) [2.6]
Aplicando la Segunda Ley alamallabdecb, tenemos

—Vphd = Vde+ Vec+ Vcp =0

Entonces
_Ll |3(t)— R3.|3(t)+ R2.|2(t)+ Rl' |2(t)=0

Luego

—l3(t)=I5(t)+ 12(t)+ 12(t)=0
de donde resulta

—lI5(t)-13(t)+ 21, (t)=0 [2.7]
Despejamos | , (t) de[2.6]:

o (t)=1q(t)-13(t) [2.8]

y reemplazamos en [2.7] obteniendo
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~13(t)= 13(t)+ 2 (11(t)-13(t))=0

de donde resulta
211 (t)-13(t)-315(t)=0 [2.9]
Y aplicando ahoralamismaley alamallaabcefgha, tenemos

Vab — Vbec— Vee+ Vet Vig Vgh tVha=0

Entonces
- . Z(t)_ R2.|2(t)+O—T —L2|1(t)+F(t)—o
Utilizando los datos del enunciado y sustituyéndol os en esta Ultima ecuaci on obtenemos
21, (t)-Q(t)- 17 (t)+200 =0 [2.10]
Reemplazamos [2.8] en [2.10] y tenemos
-2 (11(t)-13(1))-Q(t)- 11 (t)+200 =0

Derivando miembro a miembro respecto de t, y teniendo en cuenta que Q' (t) =14 (t)
obtenemos finalmente

—1q(t)=211(t)=14 (t)+215(t)=0 [2.11]
De[2.9] y[2.11] resulta e sistema

{ 1 (1)-13(t)-3 15(t)=0
I1(t)-211(t)~11(t)+213(t)=0 m
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Capitulo 3

Nociones basicas del funcionamiento del corazén
y del mar capasos

En este capitulo expondremos someramente el funcionamiento de las células del
corazén, partiendo de su anatomia para luego mencionar las propiedades eléctricas del
tgjido cardiaco. Posteriormente haremos una breve descripcion de un marcapasos. Estos
conceptos ayudaran a comprender el modelo matematico del marcapasos que
desarrollaremos en e capitulo siguiente. Primeramente, necesitaremos agunos
conceptos previos, que |os enunciamos a continuaci on.

3.1 Nociones previas

Atomos cargados

Como mencionamos en e capitulo anterior, cuando un cuerpo esta cargado, lo puede
estar positiva o negativamente. Lo mismo vale, naturalmente, para €l propio &omo. Es
mas: salvo, en general, en el caso de los metales conductores, € hecho de que un cuerpo
esté cargado no puede ser més que una consecuencia de que lo estén sus &omos
constituyentes. Un atomo con carga recibe el nombre de ion. Si el aomo perdi6é algun
electron, en cuyo caso esta cargado positivamente, se dice que es union positivo.
Mientras que, s gan0 algun electron, es decir, si estad cargado negativamente, se dice
gue es un ion negativo.

Para hacer referencia a su carga, suele colocarse, al simbolo correspondiente a la clase

de &omo, € signo + o - como superindice.

Ejemplo 3.1

Sabiendo que e simbolo correspondiente a un domo de potasio es K, entonces, la
escritura K* indica que nos estamos refiriendo a un &omo de potasio con defecto de
electrones, es decir, aun ion positivo de potasio. m

3.2 El corazon y sus propiedades eléctricas

Anatomia del corazon

El coraz6n humano es un érgano muscular contractil y hueco; generamente su peso
varia entre 250 y 300 gramos. Se encuentra dividido internamente en cuatro cavidades:
dos superiores llamadas auriculas (izquierda y derecha) y dos inferiores |lamadas
ventriculos (izquierdo y derecho). En la auricula derecha desembocan las venas cavas,
mientras que, alaizquierda, las venas pulmonares. Por otro lado, del ventriculo derecho
parten las arterias pulmonares, mientras que el ventriculo izquierdo se conecta a la
aorta. La siguiente figura muestra estas partes mencionadas.
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Aorla

Auricula tzquierda

Venacavasuperior ] If" ~

Vena pulmanar

Ndodulo sinoauricular
Vantriculo izquiardo

Auricula derecha

Vena cava infarior

Vantriculo derecho

Figura 3.1: Anatomia del corazon.
Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Corazon.

Capas del corazon

De adentro hacia afuera, €l corazén presenta las siguientes capas.

Endocardio: Tapiza las cavidades internas del corazon, tanto auriculas como
ventriculos.

Miocardio: Es la capa més ancha y representa la mayor parte del grosor del corazon.
Esta formado por tejido muscular y es el encargado de bombear |a sangre, mediante su
contraccion, por € sistema circulatorio.

Pericardio: Es una membrana que envuelve a corazon, separdndolo de las estructuras
vecinas. Forma una especie de bolsa 0 saco que cubre completamente a corazon.

Figura 3.2: Capas del corazdn.
1: Miocardio. 2: Endocardio. 3: Pericardio.
Fuente: htps://es.wikipedia.org/wiki/Corazon.

Los tegidos del corazéon estan formados por fibras que tienen la capacidad de
intercambiar iones de diversos elementos en e érgano cardiaco. En consecuencia, les es
posible la conduccion y produccion de corriente eléctrica. EI miocardio, por gemplo,
tiene la propiedad de iniciar sefiales eléctricas. De esto nos ocuparemos més adel ante.
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Fisiologia del corazon

El Sistema Circulatorio esta formado por vasos sanguineos que transportan sangre desde
y hacia € corazon. Las arterias transportan la sangre desde €l corazén a resto del
cuerpo, Y las venas latransportan desde el cuerpo hasta el corazon.

Para que la sangre vigje por todo € aparato circulatorio es necesario que exista una
diferencia de presion, la cua es generada por las contracciones del corazon. Primero se
contraen ambas auriculas simultdneamente e instantes después se contraen los
ventriculos. El circuito completo del recorrido de la sangre consta de los siguientes
pasos:

e Laauricula derecharecibe sangre poco oxigenada desde los diferentes 6rganos a
través de lavena cavainferior y la vena cava superior.

e Laauriculaderechatraspasalasangre a ventriculo derecho.

o El ventriculo derecho impulsala sangre haciala arteria pulmonar y los pulmones.

e Lasangre se oxigena a su paso por los pulmones y vuelve a corazon, entrando en
laauriculaizquierda.

o Desdelaauriculaizquierdala sangre pasaa ventriculo izquierdo.

o Desde € ventriculo izquierdo, la sangre es propulsada hacia la arteria aortade la
gque parten numerosas ramas para proporcionar oxigeno a todos los teidos del
organismo.

o Unavez que los diferentes érganos han captado € oxigeno de la sangre arteria, la
sangre pobre en oxigeno entraen el sistema venoso y retorna ala auricula derecha a
través de las venas cavas inferior y superior, cerrandose € circuito.

Funcionamiento eléctrico del corazon

El corazén tiene la capacidad de generar un impulso eléctrico que, a propagarse,
provoca la contraccion de sus auriculas y ventriculos, con lo cual la sangre es
“bombeada” hacia resto del organismo.

Veamos en qué consiste € impulso eléctrico cardiaco, con ayuda de la siguiente
figura

_§
Mkl Exterior de 1a célula l
_— ]
calular el Ma Sodio
K Potasio
Cl Cloro
Ca Calcio

Figura 3.3: Propagacién del impulso eléctrico del corazon.

Estos impulsos son generados en una parte especifica del miocardio, € nodulo
sinoauricular, mediante células especializadas para esta funcion.
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Cada una de estas células tiene la particularidad de que, a través de un punto de su
membrana, que es la delgada capa que recubre ala célula, tiene lugar una secuencia de
pasajes e intercambios de iones, entre la superficie exterior y la superficie interior de
dicha membrana; se trata, pues, de un desplazamiento transversal de cargas, en etapas,
gue comunmente se llama impulso eléctrico del corazon. Notemos, en la Figura 3.3, que
la secuencia comienza con la entrada de iones positivos de sodio, y finaliza con la salida
de los propios de potasio, restableciéndose asi la distribucion inicia de cargas que
existia en ese punto. Producida dicha secuencia, ésta se propaga multidireccional mente
hacia € resto de la membrana, es decir, se repite de la manera descripta en € resto de
esa célula, para luego, transmitirse a las cdlulas de que estdn compuestos ciertos
conductos que unen e nédulo sinoauricular con las cavidades auriculares y
ventriculares. Asi, e impulso es transmitido a las células de esas cavidades. Como
resultado de esto, dichas cavidades se contraen en dos etapas que, juntas, conforman un
latido del corazon.

Son oportunas, aqui, las siguientes definiciones.

Definicion 3.2: Latido cardiaco

Un latido cardiaco es una accién de bombeo en dos fases que dura aproximadamente
un segundo. La primera fase, llamada diastole, consiste en la contraccion de las
auriculas, afin deimpulsar la sangre hacia los ventricul os.

La segunda fase, Ilamada sistole, consiste en la contraccién de los ventriculos para
expulsar la sangre hacia los tejidos.

Figura 3.4: Fases del latido del corazon.
Izquierda: Diastole. Derecha: Sistole.
Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Corazon.

Definicion 3.3: Latidos uniformes

Tres o mas latidos consecutivos son uniformes cuando existe un periodo constante de
tiempo entre la finalizacion de uno y el comienzo del siguiente.

Definicion 3.4: Frecuencia cardiaca

Frecuencia cardiaca es €l numero de latidos por unidad de tiempo, suponiendo que
éstos son uniformes en e tiempo.

Dicho todo esto, podemos enunciar la siguiente conclusion:
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Conclusion 3.5

En condiciones normales, cada impulso eléctrico genera un latido cardiaco, vale decir,
la frecuencia cardiaca es consecuencia de la frecuencia con que son emitidos los
impulsos, resultando, ambas, numéricamente iguales.

Por ultimo, necesitamos una nocidn que nos permita pensar en € corazén como un
cuerpo conductor de corriente eléctrica. Esto o exponemos del siguiente modo:

El corazon pensado como un conductor de corriente eléctrica

Los pasgjes de iones que tienen lugar en un impulso constituyen, segun lo explicado
cuando analizamos €& funcionamiento eléctrico del corazon, pasgjes de cargas, como lo
€S uUna corriente, pues ésta consiste en un pasaje de electrones, de acuerdo con la
Definicion 2.20. En consecuencia, podemos considerar esos pasgjes de iones como
corrientes eléctricas, y en virtud de esto, a corazén como un conductor.

El umbral de estimulacion

En la naturaleza existe un sistema de células denominado “tgidos excitables”. Un
giemplo de este tipo son las células cardiacas y las neuronales. Los tejidos excitables
tienen la caracteristica de que cuando son sometidos a una estimulacién, reaccionan de
acuerdo a la intensidad de la estimulacién recibida. Sin embargo, para que puedan
reaccionar, se precisa que la estimulacién tenga unaintensidad minima. El valor minimo
necesario para provocar una respuesta de los tejidos excitables recibe el nombre de
“umbral de estimulacién”. En particular, cuando los tejidos excitables son las células
cardiacas y la estimulacion consiste en aplicar un voltagje, las células cardiacas
reaccionan provocando su contraccion. Este fendmeno se conoce como
“despolarizacion cardiaca”. En este caso, el umbral de estimulacion es el minimo valor
de voltaje que se debe aplicar alas células cardiacas para que éstas se puedan contraer.

& Volraje (V)

Umbral de

esttmulacion |

04 T T r T » Duracion (msegl
0 02 04 06 08 1.0 1.2

Figura 3.5: Representacion grafica del voltaje enviado al corazon y del umbral de estimulacion.
Fuente: https://mww.revespcardiol.org/es-pdf-S1131358707752585
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3.3 El marcapasosy su funcion

De acuerdo con la Conclusion 3.5, las anomalias en la frecuencia de generacion de los
impulsos el éctricos pueden causar diferentes tipos de alteraciones en € latido cardiaco.
Entre estas alteraciones, estén las llamadas arritmias, tales como la taquicardia (latidos
rapidos del corazon) y la bradicardia (latidos lentos). Para solucionar este tipo de
anomalias, se cred el marcapasos. Su definicién la damos a continuacion.

Definicion 3.6: Marcapasos

Un marcapasos es un pequefio dispositivo alimentado por una bateria, que ayuda al
corazén a latir con un ritmo constante.

De este modo, un marcapasos ayuda a mantener la frecuencia cardiaca normal del
corazon. Para ello, claro esta, debe uniformar sus latidos, pero dentro de la frecuencia
adecuada. Asi, s sucede agun inconveniente que impida que las células cardiacas
gjecuten su labor de contraccion, el corazon no latira de manera uniforme, por lo cual se
reguerira de un marcapasos que auxilie al corazon en sus funciones.

Elementos gue componen un marcapasos

El marcapasos es aproximadamente del tamafio de una caja de fosforos y consta de dos
partes:

« Ungenerador deimpulsos, que incluye la bateriay varios circuitos el ectronicos.
o Alambres o0 cables denominados eectrodos, que se fijan a la pared del corazon.
Segun las necesidades del paciente, e marcapasos puede tener uno o dos el ectrodos.

El marcapasos se implanta cerca de la clavicula. Si solo se necesita un electrodo, éste se
coloca en € ventriculo derecho. Si se necesitan dos electrodos, €l segundo se coloca en
laauricula derecha. Luego, se conectan |os electrodos al marcapasos.

Una vez implantado el marcapasos, 10s el ectrodos transmiten las sefiales del corazén. El
generador de impulsos “lee” estas sefiales y la bateria envia impulsos eléctricos al
corazén para estimularlo ritmicamente.

Derivaciones cel
marcapasos

Auricula ; ,. .
deracha !

Ventriculo
derecho = “ADAM

Figura 3.6: Marcapasos.
Fuente: hitps://medlineplus.gov/spanish/ency/article/007369.htm
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La bateria del marcapasos tipicamente dura unos 7 u 8 afos. Cuando ésta se agota, debe
implantarse un nuevo marcapasos.

Funcionamiento del marcapasos

Cuando los impulsos el éctricos generados en €l nddulo sinoauricular son insuficientes, o
no son uniformes, el dispositivo emite, durante un breve lapso, una corriente eléctrica
[lamada pulso, que, al llegar alas cavidades del corazon (auricula o ventriculo), genera
el impulso eléctrico requerido parala contraccion de aquéllas.

Este pulso se caracteriza, particularmente, por un pronunciado y rapido incremento de la
intensidad de corriente, y un posterior descenso de similares caracteristicas, hasta su
valor inicia cero, como lo muestra el gréfico siguiente.

I A

» [ (tiempa)

Figura 3.7: Pulso enviado por €l marcapasos hacia €l corazon.

¢COmo se controla un marcapasos?

Los marcapasos se controlan a través de programadores, que son equipos que tienen la
capacidad de obtener toda la informacidén amacenada en el generador en relacién a
estado de los catéteres, lavida Util de la bateria, la programacion y e porcentaje de uso,
etc., y permite también cambiar la programacion del dispositivo segln sea necesario y
acorde a los requerimientos individuales. Los controles se realizan cada 4 a 6 meses
aproximadamente.

¢Se puede modelar matematicamente un marcapasos?

Como veremos en e proximo capitulo, es posible modelar matematicamente el
mecanismo responsable del funcionamiento de un marcapasos mediante un circuito
el éctrico.

Mas especificamente, podemos suponer que €l marcapasos consiste, basicamente, en
una bateria de voltgje constante F (t ) =Fy con Fy >0, un capacitor de capacitancia

C , uninterruptor, y los cables, que se conectan a las cavidades del 6rgano, que son las
responsables de contraerse para producir los latidos.
La modelacion matemética, aquella descripcion matematica simplificada de un
fendmeno de larealidad, es una herramienta sumamente Util en Biotecnologia.
En particular, la modelacion matemética del marcapasos favorece la prueba de su
funcionamiento antes de ser implementado, 10 que incrementa la seguridad para €
usuario. De esto nos ocuparemos en e préximo capitulo.
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Capitulo 4

M odelado del mar capasosy su ssmulacion

En este capitulo modelaremos mateméati camente un marcapasos, partiendo de la idea de
una ecuacion diferencial como modelo matematico.

Plantearemos dos modelos: El Modelo Exponencial y EI Modelo Logistico, para luego
compararlos. Finalmente efectuaremos una simulacion de ambos modelos utilizando e
software Wolfram Mathematica 10.0.

4.1 Presentacion del modelo

Asumiremos que un marcapasos es un circuito eléctrico compuesto por:

« Unabateriade voltgje constante F (t)=Fy.

e Un capacitor de capacitancia C.
o El corazdn que funciona como resistor, con resistencia constante R.
e Loscables (0 electrodos) que conectan cada uno de estos dispositivos.

e Un interruptor S, que se activa y desactiva mediante un micro controlador y un
transistor.

La siguiente figura ilustra este modelo:

Figura 4.1: Circuito fundamental del modelo eléctrico de un marcapasos.

La bateria tiene, como funcién principal, la de generar corriente eléctrica cuyas cargas
serédn amacenadas en una de las placas del capacitor, durante los periodos de carga de
éste, para luego ser liberadas, durante sus periodos de descarga, en forma de pulsos
secuenciales.

Mientras e interruptor S se encuentra en la posicion p, € capacitor se carga, y cuando
pasa a ocupar la posicion q, comienza a descargarse, |0 que permite gque empiece a
generarse un pulso que llegard hasta d corazoén.
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Figura 4.2: Etapa de descarga del capacitor.

V eamos con més detalle como es el procedimiento de carga-descarga:

Durante un intervalo de tiempo [O ,tl) , € interruptor S esta en la posicion p y €
capacitor se cargaen e tiempo t,; , cuando la bateria envia su corriente al capacitor. Esta
instancia constituye e primer periodo de carga del capacitor.

Luego, en € intervalo de tiempo [t1 1 +t2) el interruptor S pasaalaposicién g, con lo
cual e capacitor se descargay enviaun impulso a corazon durante un tiempo t, .

En el instante t; +t,, S retoma la posicion p y e capacitor vuelve a cargarse en el

intervalo de tiempo [t +t,,(t; +t,)+t; ). Estamos en e segundo periodo de carga del
capacitor.

Posteriormente, en el intervalo [ty +ty+t;,(t; +t, +t;)+t, ), €l interruptor S vuelve a
la posicion g, para descargarse nuevamente.

De este modo, al mover Sentrep y g, lacargay descarga en los interval os de tiempo de
duraciones t; y t, serepite de formaindefinida

La siguiente figura muestra los |apsos de tiempo de carga-descarga.

carga descarga carga descarga

f) s f t,

I I ' I I I

0 f t+t, ! [

(f, )+

(1, +1,)+1; +1¢,
Figura4.3.

Como vemos, estos lapsos de tiempo aseguran la frecuencia cardiaca. Ademas, puesto
que F (t)=Fy =constante, las corrientes enviadas a capacitor son constantes, con o
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cual lo seran, sucesivamente, las cargas amacenadas en C, los pulsos enviados a
corazén y los impulsos generados en éste.

La siguiente Proposicion prueba la expresion genera del intervalo correspondiente al
n-ésimo periodo de cargay de descarga del capacitor.

Proposicion 4.1

Dado el modelo de circuito del marcapasos, entonces

1) El intervalo de tiempo asociado al n-ésimo periodo de carga del capacitor es
[(n=1)(ty +t5),(n=1)(ty +t5)+t )

2) El intervalo de tiempo asociado al n-ésimo periodo de descarga del capacitor es

[(N=1)(t; +ty)+ty, n(ty +ty))

donde

ne N

t, : Tiempo de cargadel capacitor.

t, : Tiempo de descargadel capacitor.

Demostracion

Aplicaremos € Principio de Induccion sobre n.

Paran=1

En este caso,

[(N=1)(ty +tp),(n=1)(ty +t5 )+t ) =[(L-1)(t; +t5),(1-1)(ty +t5 )+, ) =[O, t; )

Seglin vimos en parrafos anteriores, [O 1 ) es precisamente e intervalo que corresponde
al primer periodo de carga del capacitor. En consecuencia, paran = 1 se verifica.

Hipdtesis Inductiva

Supongamos que la expresion es valida para n, es decir, que el intervalo de tiempo
asociado al n-ésimo periodo de carga del capacitor es

[(n=1)(ty +t5).(N=1)(ty +t5)+ty)

Probemos que la expresion es valida para (n+1)

Veamos que € intervalo de tiempo asociado al (n+17)-ésimo periodo de carga del
capacitor es

[Nty +tp),n.(ty +t5)+tp)

Al intervalo asociado al n-ésimo periodo de carga del capacitor, le sucedera uno de
descarga que, por ser consecutivo, y por ser t, laduracion de un intervalo de descarga

cualquiera, sera
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[(N=1)(ty +ty )+t (n=1)(ty +tp )+t +ty )=[(n-1)(ty +t5)+ty, n(ty +ty))

Y puesto que t; es el tiempo que dura un intervalo cualquiera de carga, entonces, €l

intervalo de tiempo que sigue a aquel Ultimo, es decir, € asociado a (n+1)-ésimo
periodo de carga es

[n.(t1 +15), n(ty +t2)+tl),
gue es lo que queriamos demostrar.

2) Se prueba de manerasimilar a inciso 1). m

4.2 El modelo matematico del mar capasos

En esta seccion presentaremos dos modelos matematicos que describen el
funcionamiento del marcapasos: El Modelo Exponencia y El Modelo Logistico.
Como hemos visto, € corazén forma parte del circuito que modela al marcapasos. Este

circuito aplica a o6rgano, en cada instante t, un voltge que llamaremos E (t) Dicho
voltgje es € responsable de la corriente requerida en las cavidades del corazon. Los
modelos mateméticos que presentaremos consistirdn en plantear una ecuacion
diferencial que permita determinar el voltaje E (t) .

4.2.1 El Modelo Exponencial

Lleva este nombre porque, como veremos, la ecuacion diferencial planteada tiene un
tramo que responde a un Modelo Exponencial, segiin la Definicion 1.17. El siguiente
Teorema muestra cud es dicho modelo.

Teorema 4.2: El Modelo Exponencial del marcapasos

Sea E (t ) el voltaje aplicado al corazon en el instante t. Sea [O, t, +1, )el intervalo

inicial de carga y descarga del capacitor. Entonces E(t)veriﬁca la siguiente

ecuacion diferencial con condiciones iniciales:

0 so<st<t
B (t)=1_ %E(t) Sty <t <ty +t,
condiciones iniciales:
E (0 ): 0

{ E(t)=F
donde
R: Resistencia del corazon. t, : Tiempo de cargadel capacitor.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de descarga del capacitor.

Fy: Voltaje de la bateria.
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Demostracion
En € intervao de tiempo [O, tl), el interruptor S estd en la posicion p. La
representacion graficadel circuito eslasiguiente:

q d
= [+
/- _@E‘F 1
py S C

(g T

» — et
B

Figura 4.4: Funcionamiento del marcapasos durante €l primer periodo de carga de C.
La flecha verde indica el sentido de circulacion real de la corriente.

En este caso, tiene lugar € primer periodo de carga del capacitor C. Como podemos
apreciar en la Figura 4.4, la intensidad de corriente en € corazon es nula, ya que la

malladcefqd, al quedar abierta, estainhabilitada. Luego, | (t)=0 Vt €[0,t).
Teniendo en cuenta que el corazén es un resistor y que su voltgje aplicado es E (t)

entonces, por la Ley de Ohm, tenemos que
E(t)=R.1(t)=R.0=0 Vte[0,t;)
Es decir
E(t)=0 Vte[0,t) [4.1]
En particular,
E(0)=0 [4.2]

De la ecuacion [4.1] obtenemos que
E'(t)=0 Vte[0,t) [4.3]

Donde, parael casot=0, E' (0)sesupone gue es la derivada por derecha.
Por otro lado, si aplicamos la Segunda Ley de Kirchhoff ala malla abcdpa resulta

Vab+ Vobec—Ved+ Vap+ Vpa=0 [4.4]
Notemos que Vi, ¢=Vq p=Va =0 puesentrelosnodosbyc,dyp, pyanohay
dispositivos. Ademés, V,p, =F (t) y Vo4 =V , donde F(t)ese voltge delabateria
y V¢ €l del capacitor. Sustituyendo estos datos en [4.4] obtenemos

F(t)- V¢ =0 [4.5]
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Como F (t)=Fy, a reemplazar estaexpresion en [4.5] resulta

VC (t ) = FO Vit e [O ’tl) [46]

Por otro lado, en el intervalo de tiempo [ty , t; +t, ), €l interruptor S esta en laposicion
g Yy larepresentacion gréficadd circuito es:

i ’/dl_;l'H &b

Figura 4.5: Funcionamiento del marcapasos durante €l primer periodo de descarga de C.
La flecha verde indica el sentido de circulacion real de los electrones.
Recordemos que, por convencion, € sentido de movimiento de la corriente | (t)&

opuesto a sentido de circulacion real de los electrones (confrontar con la Definicion
2.31).
Seguin la Segunda Ley de Kirchhoff aplicada ahora a la malla dcefqd, resulta que

Vt e[ty t; +t, ) severifica
“Vac+ Yee— Vet + Vigt Vqa =0 [4.7]
Observemos que Vg e= Vig= Vqq =0 . Ademas, Vet =VR Y Vyc =V, donde Vg es
el voltaje del resistor y V- €l del capacitor. Al reemplazar estos datos en [4.7] tenemos
“Ve - Vg =0 [4.8]
Aplicando la Tabla 2.1 a esta Ultima ecuacion obtenemos
t
- %_ RI (t) =0
C
Luego
Q(t)
C

RI(t)=- [4.9]

Como E (t ) es el voltgje aplicado a corazon, que funciona como resistor, entonces
E(t)=Vg [4.10]

En consecuencia, por la Ley de Ohm, resulta
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E(t)=RI(t) [4.11]
De aqui tenemos que

I (t):m [4.12]

Suponiendo que | (t) es derivable en cuaquier instante t, entonces, si derivamos
miembro a miembro en laigualdad [4.11] tenemos

E'(t)=RI'(t) [4.13]

Por otro lado, a derivar miembro a miembro [4.9] resulta

Q'(t)
RI'(t)=— —= 4.14
(t)=-~¢ [4.14]
Como Q' (t) =1 (t) por la Definicion 2.27, entonces
I'(t)z—l(—t) [4.15]
R.C
Reemplazando [4.12] en [4.15]
" (t)=- Ez(t) [4.16]
R“.C
Sustituyendo [4.16] en [4.13] obtenemos
RE(t
E'(t)=— — ©)
R<.C
Es decir
E(t)
E'(t)=———= Vte|t],t; +t 4.1
(t) R C efty ty +t2) [4.17]
Probemos ahora que en el instante t =t se verifica que E (t ) = Fy.
En virtud de las ecuaciones [4.8] y [4.10] tenemos que
—Ve(t)- VR(t)=0sity<t<t +t, y VR(t)=E(t), entonces
—Ve(t)— VR(t1)=0 y VR(t1) = E(t1) = - Vc(ty)- E(t)=0
Luego
Ve(ty)=-E(ty) [4.18]

Ademas, por [4.6] tenemos V- (t)= Fy s 0<t<t;,yporser t; el primer instante que

sigue al intervalo [0,ty), se verifica que
Ve (ty)]=|Fol=Fo. [4.19]

Como el sentido de la corriente a través del capacitor, durante el tiempo de carga, es
opuesto al sentido de la corriente durante el tiempo de descarga, y teniendo en cuenta
que si A, B son puntos de un circuito, se cumple Vpg =— Vg a (ya que si es necesario
suministrar una cantidad de energia para desplazar una carga desde 4 hasta B, una
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misma cantidad de energia es insumida si esa carga se desplaza desde B hasta A),
entonces, segun [4.19] y [4.6] tenemos que V(13 )=— Fy. Entonces, por [4.18] resulta

-E(ty)=-Fy, es decir
E(ty)=F [4.20]

Por lo tanto, de las ecuaciones [4.2], [4.3], [4.17] y [4.20] obtenemos finalmente la
siguiente ecuacion diferencial con condicionesiniciales.

0 so<t<t
E'(t)= 1 :
(t) —HE(t) sty <t <ty +t,
{E@FO
E(ty)=F .

Observacion 4.3
Como podemos comprobar, del Teorema anterior se deduce que € voltge E(t)

aplicado al corazén durante el periodo de descarga del capacitor responde a la ecuacion
diferencia

1
E'(t)=— ——=E(t) Vtelt,t;+t
(0)=- 2B Vielub )
De acuerdo con la Definicion 1.17, esta ecuacion diferencial es un Modelo Exponencial;
de ahi el nombre de este modelo matematico del marcapasos.

La siguiente Proposicion muestra la solucion de dicha ecuacion diferencial.

Proposicion 4.4: Solucion del Modelo Exponencial del marcapasos
Sea la ecuacion diferencial con condiciones iniciales:

0 so<t<ty

Ewwz-—E%SEO)Qqstdsz
E (0 ): 0

{ E(t)=F

Entonces, la solucion es
0 s 0<t<ty
=lt)= - tu)
Fpe RC st <t <t +t,

donde
R: Resistencia del corazon. t, : Tiempo de cargadel capacitor.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de descarga del capacitor.
Fy: Voltaje de la bateria.
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Demostracion

Como E'(t)=0 Vt €[0,t; ) entonces

Et)=¢
donde C; es una constante. En particular, tomando ¢ = 0 resulta

E (O ) = [4.21]
Por la condicion inicial tenemos que

E(0)=0 [4.22]
Sustituyendo [4.22] en [4.21] obtenemos que ¢; =0.En consecuencia,

E(t)=0 Vte[0,ty) [4.23]
1

Por otro lado, como E'(t)=- WE (t) Vte[ty .ty +t, )entonces, por la

Proposicion 1.18, la solucion general de esta ecuacion diferencial es
1

-t
E(t)=c, e R-C [4.24]
donde C5 es una constante. Para hallar esta constante, aplicamos la condicion inicial
E(t)=Fo [4.25]
Valuando [4.24] en t = t; obtenemos
1
- “RcY
E(t;)=c, e R [4.26]
Reemplazando [4.25] en [4.26] resulta
B
Fp=c, e R.C
Al despejar C, de esta ultima ecuacion tenemos
1

Reemplazando [4.27] en [4.24] obtenemos
BE T
E(t)=Rh eRC .e RC
Es decir

(t-t1)

1
E(t)=Rh e RC Vt ety ty +ty) [4.28]

De [4.23] y [4.28] resulta que la solucion de la ecuacion diferencial es

0 so<t<ty
E(t)= 1 (t-11)

-5 ~ 1 .
FO e R.C S tl St <tl +t2
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Observacion 4.5

Gracias a Modelo Exponencial del marcapasos planteado en el Teorema 4.2, € voltge
aplicado al corazon logré determinarse, en virtud de la Proposicion 4.4, pero sélo en el
intervalo de tiempo inicial de carga y descarga del capacitor. Es decir, pudimos hallar

E(t) vte[0,ty+ty)
Sin embargo, como E (t)esta definida Vt >0, ya que desde e instante en que e

marcapasos es activado su funcionamiento es ininterrumpido, podemos generalizar
dicho Teorema de la siguiente manera:

Teorema 4.6: El Modelo Exponencial del marcapasos. Caso general

Sea E (t ) el voltaje aplicado al corazon en el instante t y nNelN. Sea
[(n —1)(t1 +t5 ) N (tl +ts )) el n-ésimo intervalo de carga y descarga del capacitor.
Entonces E (t ) verifica la siguiente ecuacion diferencial con condiciones iniciales:

0 S (N-1)(t; +tp )< t< (n=1)(ty +ty ) +t;

E'(t)= _ﬁE(t) S (N=1)(t; +t, )+t <t <n(t +t,)

{ E((n-1)(t, +t,))=0

E((n-1)(ty +ty)+ ty)=F

donde
R: Resistencia del corazon. t, : Tiempo de cargadel capacitor.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de descarga del capacitor.

Fy: Voltaje de la bateria.

Demostracion
Por la Proposicion 4.1, en el intervalo de tiempo[ (n—1)(ty +t, ),(n—1)(ty +t,)+t;)

se produce € n-ésimo periodo de carga del capacitor C. En este caso, € interruptor S
esta en la posicion p. Siguiendo los mismos pasos utilizados en la demostracion del
Teorema 4.2, se prueba que

{ E'(t)=0 Vte[(n-1)(t; +tp),(n-1)(ty +tp ) +1y )
E((n-1)(ty +t2))=0 [4.29]

Por otro lado, nuevamente por la Proposicion 4.1, en € intervalo de tiempo
[(n—=1)(ty +t5)+ty, n(ty+t,)) se produce e n-ésimo periodo de descarga del

capacitor C. En este caso, € interruptor S esta en la posicion g. Recurriendo alamisma
demostracion utilizada en el Teorema 4.2, se verificaque

Pagina | 76



E'(t)=- :—(é) vte[(n-1)(t +t)+t, n(t +ty))
E((n-1)(tg +tp)+ty)=Fy

De [4.29] y [4.30] obtenemos finamente la siguiente ecuacién diferencial con
condicionesiniciales:

{ 0 s (N-1)(ty +t) < t< (n=1)(t +t5 )+
E'(t)=

[4.30]

|- =—=E(t) s (n-1)(t +ty)+t; St <n(ty +t,)

{ E((n-1)(ty +t5))=0

E((n-1)(ty +ty)+ ty)=F .

El Teorema 4.6 permitird hallar 1a solucion general del voltaje aplicado a corazon, para
cualquier instante. Esto |o probaremos en la siguiente Proposicion.

Proposicion 4.7: Solucion General del Modelo Exponencial del marcapasos
Dado n e N y la ecuacion diferencial con condiciones iniciales:

{ 0 s (N-1)(ty +t5)< t< (n=1)(t; +t5 )+t
E'(t)=y_ _1

- ﬁE(t) s (N-1)(ty +ty )+t <t <n(ty +t,)

E((n-1)(ty +ty)+ ty)=F

{ E((n-1)(ty +t5))=0

Entonces la solucion es

0 s (n-1)(tg +tp )< t< (n-1)(tg +t2 )+14
E(t): _ 1 t— ((n-1)(ty+to )+ t
e RC (= (D)t +t2) 1))si (n=1)(tg +tp )+tg <t <n(ty +t2)
donde
R: Resistencia del corazon. t, : Tiempo de cargadel capacitor.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de descarga del capacitor.

Fy: Voltaje de la bateria.

Demostracion

Es andloga alademostraciéon de laProposicién 4.4. =

Es de esperar que E (t ) sea una funcidn periddica, ya que la funcién del marcapasos

consiste en ayudar al corazdn a mantener la frecuencia cardiaca. En la siguiente
Proposicion probaremos que efectivamente dicha funcién es periodica
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Proposicion 4.8

Sea E (t ) el voltaje aplicado al corazon en el instante t. Entonces E (t ) es periddica,
de periodo T =11 +15

donde

t, : Tiempo de cargadel capacitor.

t, : Tiempo de descargadel capacitor.

Demostracion
De la Proposicién 4.7 sabemos que
0 s (n-1)(tg +tp )< t< (n-1)(ty +tp )+tg

E(t)- I (- (D) )+ 1)

e RC s (n-1)(tg +tp )+t <t <n(ty +tp)

con ne V. Probemosque E (t +T )=E(t) vt 0.

o8]
Seat>0;como Ryg = [J | (n—1)(tp +t2),n(ty +t2) ) entonces Ine Ntal que
n=1

te[ (n-1)(tg +tp),n(tg +t2) ). Porlo tanto
(n=1)(tg +t2 )< t< (n-1)(tg +tp )+t1 obien (N—-1)(t +tp )+t; <t <n(ty +tp)

Consideramos dos casos:
Primer Caso: (n—1)(tp +tp)< t< (n-1)(t; +t2 )+t
En este caso,

E (t ): 0 [4.31]
Por otro lado, como

(N-1)(tg +tp )< t< (n-1)(tg +tp ) +t3

Entonces, sumando miembro amiembro t; +t, obtenemos
(N=1)(tg +to )+t +to < t +17 +to< (n-1)(tg +tp )+t +tg +to
Es decir

n(tl +to ) St 4+t +tr < n(tl +1o )+t1

En consecuencia
E (t +tl +t2 ): 0 [432]

Luego, de [4.31] y [4.32] resultaque E (t +t; +t, )= E(t)
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Segundo Caso: (n—1)(tg +tp )+t < t<n(ty +tp)

En este caso
1

(t= ((n-1)(ty +t2 )+ tl))

E(t)=Fp e R-C [4.33]
Como (n-1)(ty +tp )+ty <t <n(tg +tp)
Luego, sumando miembro amiembro t; +t, resulta
(N=1)(tg +to )+t +t +to <t+13 +tp <n(tg +tp )+t +t
Es decir
Nty +to )+tg < t+tg +to <(N+1)(tg +tp)

Por lo tanto
1

E (1 +tp)=F TRC (t+ty+ to— (n (t+tp )+ tl))zFo S RC

De aqui obtenemos que

(t— ((n-1)(ty +tp )+ tl))

1 (t= ((n-1)(ty +t2)+ ty))

E(t+ty +ty)=Fp e R.C [4.34]
En consecuencia, de [4.33] y [4.34] resultaque E (t +t; +t, )= E(t) n

Observacion 4.9

De la Proposicion 4.7 sabemos que € voltge aplicado a corazén es una funcion
definida por tramos. Es decir,

0 SiOSt<t1

t-t
e R (-4) stp<t<t;+ty
E(t)= 0 Sth+ty<t<(f+to)+ tg

(t- (2 )+ 1))

-

d!
9)

S (tp+tp)+ 1<t < 2(tp+tp)

Cabe preguntarnos s es posible expresar esta funcién mediante una sola formula. La
respuesta es que si, y para probarlo, necesitaremos el siguiente concepto previo.

Definicion 4.10: La Funcion “Salto Unidad”
Sea a=0.La funcion “Salto Unidad en a”, simbolizada por Ug (t ) ,es

1 st>a
ua(t): 0 sit<a

Si a= 1, la funcién Salto Unidad recibe el nombre de “Funcién escalon de Heaviside”.
Selasuele simbolizar por H(t).
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u, (t)

£ Il L i r
\-1’ _—

_2 | ] 2

Figura 4.6: Funcién Salto Unidad en 1, también llamada “Funcién de Heaviside™.
La resta de dos funciones Salto Unidad genera una nueva funcion que sera muy

utilizada para nuestros propositos. Dicha funcion la presentamos en la siguiente
Proposicion:

Proposicion 4.11
Sean a,b >0 con a < b. Entonces

1 sa<t<b
Ua (1)~ Up (t):{o en otro caso

Demostracion
u (t)—u (t)_ 1 st>a _ 1 Sth_ 1 s a<t<b
a b\/710 st<a 0 sit<b |0 enotrocaso n

La diferencia de dos funciones Salto Unidad nos permitird expresar una funcion
definida por tramos mediante una sola formula, como veremos a continuaci on.

Ejemplo 4.12

Sea

t242t s2<t<4
f(t)=4sen(t) s4<t<10
et s 10 <t<20

Entonces f (t )puede expresarse mediante una sola formula del siguiente modo:
f(t)=(t%+21 ).(uz (t)~ug (t))+sen (t)-(ug (t)uso (t))+&* . (ugo (1) ~uzo (t))

La siguiente Proposicion muestra finalmente como expresar €l voltge aplicado a
corazon mediante una solaformula
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Proposicion 4.13

Sea E (t ) el voltaje aplicado al corazon en el instante t, para el Modelo Exponencial
del marcapasos. Entonces

-SRI

Un-1)T +t; (t)=UnT (t))

n=1
donde
R: Resistencia del corazon. T =t1 +t5.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de cargadel capacitor.
Fy: Voltaje de la bateria. t, : Tiempo de descargadel capacitor.

Demostracion
Por la Proposicion 4.7, tenemos que
0 s (n-1).T<t<(n-1).T +t4

E(t)= L (- (h)T-1)

e RC S (n-1).T+t <t<nT

con ne V. Entonces, aplicando la Proposicion 4.11 y siguiendo la resolucion del
Ejemplo 4.12, resulta

E(t)= 20- (u(n—l).T (t)= Un-a)r 4y, ))+

o0 - o (- (n—l)-T‘tl)(u(n_l)_T+tl (t)-unt (t))

Por lo tanto

1
© - = (t= (n-1)T—t7)
EW)=2Re RO (Un-a)7 + 1 ©)=tn7 (1)) .
n=
Ejemplo 4.14
Setienen |los siguientes datos:
Fp=12V
C=1F
R=1Q
tl :25%
t2 :1seg

Graficar E (t ) en el intervalo [O ,9 ] utilizando el software Wolfram Mathematica.
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Solucién
Vemos que T =t;+t, =3seg, y puesto que la longitud del intervalo dado es 9

segundos, entonces, en dicho lapso tienen lugar 9: 3 = 3 intervalos de un periodo de
duracion cada uno, vale decir, tienen lugar 3 periodos de descarga. En consecuencia,

basandonos en la Proposicion 4.13, nuestra expresion de E (t ) consistira en una suma

de 3 términos;

3 -t og- n-1)T -t
e)-Sre R Oy )
=1
3

_ le . (t- (n-1).3-2) (u(n—l).3+ 5 (t)-un3(t ))

n=1

Por lo tanto
3
et)=>12e (202 (ug o () -uzn (1)
=1

Paragraficar E (t ) ejecutamos el comando:

Plot [i 12 (1-3(n1)-2) (Unitstep[t —(3(n~1)+2)]-UnitStep[t -3n]), {t.0 ,9}]
n=1

y obtenemos el siguiente grafico:

Grafica del voltaje enviado al corazon

p—— —]
12
_ 10
o ! ]
£ 8f E
& B :
of 5
2F ]
D: i H L Il 3 L L i i H ]
0 2 4 6 g 10

Tiempo [Segundos]

Figura 4.7: Grafica del voltaje aplicado al corazon en € intervalo [0,9].
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4.2.2 El Modelo Logistico

El Modelo Logistico del marcapasos surge como un refinamiento del Modelo
Exponencial por la siguiente razon:

Si e corazdn funcionara exactamente como s fuera un resistor, entonces e voltge
aplicado a corazon durante el periodo de descarga del capacitor responderia a un
Modelo Exponencial, como |o probamos en el Teorema 4.2.

Sin embargo, esto no es lo que ocurre precisamente con €l tejido cardiaco. Es por €lo
gue May Cen y Tamayo Loeza, autores de la publicacién que desarrollamos en esta
tesis, proponen modelar el voltge aplicado a corazén, en e intervalo inicia de

descarga [t;,t; +t, ), mediante una ecuacion diferencial logistica Esto le pondra més

realidad al Modelo Exponencial, como veremos a continuacion.
En el Modelo Exponencia del marcapasos tenemos que

E'(t)=a E(t) sty <t<t;+t, [4.35]

donde
1

a=- ——
R.C

Como a <0 entonces E' (t)<0en d intervalo [t ,t; +t,). Por lo tanto, la ecuacion

diferencia [4.35] indica que lavelocidad con que decrece € voltgje aplicado a corazon,
en cada momento, es directamente proporcional ala cantidad presente de voltge. Es por
esto que la constante de proporcionalidad a recibe el nombre de “fasa de
decrecimiento”.

Pero las células cardiacas, vistas en su conjunto, son “ftejidos excitables” 'y
funcionalmente semejantes a las neuronas.

Todos los “tejidos excitables” presentan la caracteristica de que cuando son sometidos a
una pequefia estimulacion, registran una reaccion que es aproximadamente proporcional
a la intensidad de la estimulacion recibida, siempre que esta intensidad supere al
umbral. Pero si la intensidad del estimulo es grande o excede cierto valor, las células
cardiacas se inhiben, disminuyendo abruptamente su reaccion.

En particular, si el estimulo es el voltaje aplicado por el marcapasos, se puede
comprobar que el voltaje del corazéon disminuye mas abruptamente, cuanto mayor sea el
voltaje aplicado por el marcapasos.

Es por ello que la tasa de decrecimiento a no es constante, sino aproximadamente
constante. Por esta razon es reemplazada por la siguiente expresion:

a-bE(t) [4.36]

donde el factor b E (t), con b >0,indicard una disminuciéon abrupta de la tasa a

cuando el voltaje E (t) aplicado al corazon sea grande, tal como ocurre en realidad. Se

supone que b es un nimero muy pequefio, y que depende de las caracteristicas de los
dispositivos que componen un marcapasos, es decir, de la resistencia R del corazon, de
la capacitancia C del capacitor y del voltaje F, de la bateria.
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Entonces, reemplazando [4.36] en [4.35] obtenemos

' ()= (a-b E(t) E()

es decir
E'(t)=a E(t)-b (E(t))’

O equivaentemente

E(t :

E'(t)=a E(t) |1- (t) Sty <t <ty +tp [4.37]
alb

De acuerdo con la Definicion 1.21, la ecuacion diferencial [4.37] responde a un Modelo

Logistico. En virtud de lo anteriormente expuesto, surge e modelo matematico que

mostramos a continuacion.

Definicion 4.15: EI Modelo Logistico del marcapasos

Sea E (t ) el voltaje aplicado al corazon en el instante t. Sea [O, t, +1, )el intervalo

inicial de carga y descarga del capacitor. Entonces el Modelo Logistico del
marcapasos es:

0 s0<t<ty
E'(t)= 2
a E(t)-b (E(t))” sity<t<t;+t,
E(0)=0
con las condiciones iniciales: { ( )
donde
a=- L , b>0 Fy: Voltaje de la bateria.
R.C
R: Resistencia del corazon. t, : Tiempo de carga del capacitor.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de descarga del capacitor.

En la siguiente Proposicion mostraremos la solucion del Modelo Logistico del
marcapasos.
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Proposicion 4.16: Solucion del Modelo Logistico del marcapasos
Dada la ecuacion diferencial con condiciones iniciales:

, 0 so<t<t

= (t):{a E(t)-b (E(t))° sty <t<ty+t,
E(0)=
{E(t1)=':o
su solucion es

0 s 0<t<t;

E(t)= a ke (t-1)
a-F, b+bF, e® (-1)

Sty <t <t +t,

donde
a=- L , b>0 Fy: Voltaje de la bateria.
R.C
R: Resistencia del corazon. t, : Tiempo de cargadel capacitor.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de descarga del capacitor.
Demostracion

Si E' (t ) =0 Vte [0 11 ) entonces, siguiendo los mismos pasos efectuados en la
demostracion de la Proposicion 4.4, resulta
E(t):O vt e[O,tl) [4.38]

Sea ahora
H(t)=E(t+t;) vte[O, ty) [4.39]

con lo cual tenemos H(0)=E(0+t;)=E(ty), es decir, de acuerdo con la segunda
condicion inicial,

H (O) =k [4.40]
Ademas, de [4.37] resulta
E'(t+t1)=a E(t+ty) (1—%} s 0<t<t,, quesegiin[4.39] equivde a
H(t .
H'(t)=a H(t) (1—a /(b)] s 0<t<t, [4.41]

Las igualdades [4.41] y [4.40] constituyen las condiciones de hipotesis de la
Proposicion 1.23 acerca de la solucion del Modelo Logistico, de lo cual se desprende
que
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alb

H(t)_l{(a / b)—':oj gt

Fo

[4.42]

Desarrollando y utilizando equivalencias convenientes en [4.42], obtenemos
1 a FO

(1)=2 _a _
b Ry ((@/b)-Fy)e?t b F0+[a—Foj.e_a't
A A b

aFo
_ ak ~ oadt ~ aky et
bFo-i-(a—bFo).e_a't bFo-l-(a—bFo).e_a't bFO ea't-l—a—bFo

g t

es decir

a-Fyb+bFy &t

[4.43]

Pero de [4.39] resulta H (t—ty)=E(t+t;—t;) Vte[ty, ty+1,), es decir
E(t)=H(t—t;) sity<t<t;+t, [4.44]

De [4.44] y [4.43] obtenemos

E(t) ~ a FO ea .(t—tl)

= St <t<t+t, [4.45]
a— Fob +b FO ea '(t_tl)

De [4.38] y [4.45] resulta finalmente que

0 so<t<ty

_ a (t-t1)
E(t)= ake sty <t<t +,
a—FO b+b Fo ea(_l) | |

Del mismo modo que procedimos para € Modelo Exponencia del marcapasos,
podemos hallar la solucion genera del voltgje aplicado al corazdn, en cada instante,
para € caso del Modelo Logistico. En la siguiente Proposicion enunciamos dicha
solucion.
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Proposicion 4.17: Solucion General del Modelo Logistico del marcapasos
Dado n e N y la ecuacion diferencial con condiciones iniciales:

. 0 S (N-1)(ty +ty)< t< (n-1)(ty +ty ) +t;
= (t)_{a E(t)-b (E(t))° s (n—1)(ty +tp)+t <t <n(t, +t,)
{ E((n-1)(t, +t,))=0
E((n-1)(t, +tp)+ ty)=F
Entonces la solucion es
0 g (n—l)(tl +t2)£ t< (n—l)(tl +t2)+t1
E(t)- aF & (t= (D)t +2)+ 1))

a—F b+b Ry & (t= (1)t +2)+ 1))

S (n-1)(tg +tp)+tg <t <n(ty +t2)

donde
a=- L , b>0 Fy: Voltaje de la bateria.
R.C
R: Resistencia del corazon. t, : Tiempo de cargadel capacitor.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de descarga del capacitor.
Demostracion

EsandlogaalaProposicion 4.7. m

La siguiente Proposicion muestra finamente como expresar e voltgje enviado al
corazon mediante una solaformula

Proposicion 4.18
Sea E (t ) el voltaje aplicado al corazon en el instante t, para el Modelo Logistico del
marcapasos. Entonces

o0 a(t— (n-1)T-t;)
B ake B
E(t)_nZ::l a—F btb Fy o2 (t- ("-1)T-1) (u(n—l).T+t1 (t)-uny (t))

donde

a=- ﬁ ,b>0, T=t1+t, Fy: Voltaje de la bateria.

R: Resistencia del corazon. t, : Tiempo de cargadel capacitor.

C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de descarga del capacitor.

Demostracion

Es similar al caso de la Proposicién 4.13. m
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¢Coémo hallar la constante b del Modelo Logistico del marcapasos?

La siguiente Proposicion propone una manera de calcular la constante b que figura en
el Modelo Logistico del marcapasos.

Proposicion 4.19
Sea E (t ) el voltaje aplicado al corazon en el instante t, para el Modelo Logistico del

marcapasos. Entonces

b=~ 1 E(tp +At)-E(t7)
E(t)-R.C At.(E (ty))°
donde
R: Resistencia del corazon. At : Lapso de tiempo pequerio.
C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de cargadel capacitor.

Demostracion
Si t e[ty ,ty +t, ) entonces, por e Teorema de Taylor para funciones de una variable,
tenemos que

. vy (E-t)?
E(U)=E(L)+E' () (t-4)+E" (@) £

donde t; <a<t.

En particular, si tomamos t =t; +At con At proximo a cero, de modo tal que

(tp +At) ety .ty +t5 ) entonces

E (b + A= (1) +E" (1) (4 6t —ty ) E° (a) PO

2!
2
SE(4)+E'(t) At+E" (a) (A;)
Es decir
, Lo (At
E(ty +At)=E(t;)+E'(t;) At+E" (a) > [4.46]

Por otro lado, como

E'(t,)=a E ()b (E ()’
cona=-— , entonces

. 1 2
E'(t;)=- ﬁE(tl)—b(E(tl)) [4.47]

Sustituyendo [4.47] en [4.46] resulta
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E(tp +At)=E(t )+(— LE(t )-b(E(t ))Zj At +E"(a) (a0)°
! ! R.C ! 2!
Despejando b de esta tltima expresion obtenemos
b—_ 1 ~ E(t1+At)—E2(t1)+ E (a)z_At
E(t1)-R.C At(E(t))”  2(E(t))

Al ser Ates un nimero proximo a cero, el Ultimo término de esta expresion puede
despreciarse. Ademas, teniendo en cuenta que b >0 , podemos afirmar que

~ 1 _E(t +At)-E(ty) .

E(ty).R.C At(E ()

b

1N

En el siguiente Ejemplo mostraremos cémo se ajustan a la realidad los Modelos
Exponencial y Logistico del marcapasos. Los datos del experimento con un marcapasos
real fueron extraidos de la publicacion que estamos desarrollando.

Ejemplo 4.20

Se ha disefiado un marcapasos con una bateria de voltaje Fy =12 V' y un capacitor de
capacitancia C =1 nF . El mismo le fue insertado a un paciente, a modo de prueba. Se
tom6 como t; =0 seg. al tiempo de carga del capacitor, mientras que el tiempo de
descarga del capacitor fue t, =25.1 mseg. Se efectu6 la medicion real de los niveles de

voltaje con respecto al tiempo, obteniéndose los siguientes resultados:

Tiempo t (mseg.) 0 5 10 15 20 25

VoltajeV (Voltios) | 11.0 | 6.7 | 4.0 | 2.3 | 1.3 | 08

Voltaje

|

10 i

(=]
L

]
T

= Tiempo

o]
m

I'I:'III132LI

Figura 4.8: Representacion gréafica de los datos reales del voltaje del marcapasos.
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a) Plantear el Modelo Exponencial del marcapasos en el intervalo [O,tl +t2),

considerando R =10 kQ .
b) Calcular el valor de la constante b del Modelo Logistico del marcapasos.

c¢) Plantear Modelo Logistico del marcapasos en el intervalo [0 g +to ) .

d) Comparar los Modelos Exponencial y Logistico con el modelo real del marcapasos.
(Cual de estos dos modelos se ajusta mas a la realidad?

Solucion

a) De la Proposicion 4.4 resulta que el Modelo Exponencial del marcapasos es

0 s0<t<t
E(t)= 1 (t-11)

5 ~ 1 .

Es decir
1

-t
E(t)=12e 10 s 0<t<25.1

b) Por la Proposicion 4.19 sabemos que

1 E (t; +At)—E(ty)

i E(t).R.C At.(E (ty))°

N

En este caso, de acuerdo alos datos que figuran en latabla del enunciado, tenemos que
E(t;)=E(0)=11V.
Como At debe ser un valor proximo a cero, consideraremos At =0.0001 mseg.

Por otro lado, necesitamos calcular E (t; +At )= E (0.0001). Como este valor no figura

en la tabla, haremos una interpolacion lineal con los datos de sus dos primeras

columnas. Es decir, hallaremos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0 ,11) y
(5.67).
De este modo, la funcion interpolante es
y(t)=11-0.86 t
Luego,
E (tl + At ) =E (0.0001) x>y (0.0001) =10.999 V.
En consecuencia

1 10099-11 |_,oie

11.(10)  (0.0001).(11)?

(en
1

De este modo, si efectuamos redondeo simétrico con tres cifras decimales, resulta
b =0.001.
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c¢) Por la Proposicion 4.16, el Modelo Logistico del marcapasos es
0 so<t<t
E(t)= a ke (-1)
a-F, b+bF,e* (-1

Sty <t <t; +t,

Donde a =— 1 . Es decir
R.C
_Tlot
E(t)= —Lze — s 0<t<251

-t
- 110—12(0.001)+(0.001)12e 10

d) Para comparar los Modelos Exponencial y Logistico con e marcapasos readl,
volcamos en la siguiente tabla los resultados numeéricos que se obtienen a vauar las
funciones exponencial y logistica que resultaron de |0s incisos anteriores:

Tiempo t Voltaje V
(mseg) Modelo Exponencial Modelo Logistico Marcapasos real
0 12 12 11.0
5 7.2 6.9 6.7
10 4.4 4.1 4.0
15 2.6 24 2.3
20 16 14 13
25 0.9 0.8 0.8

La siguiente Figura muestra las gréficas de ambos modelos, ademés de los datos del
marcapasos real

Voltaje (V)

—— Modelo Exponencial

—— Modelo Logistico

—m Tiempo (mseq.)

Figura 4.9: Representacion grafica de los Model os Exponencial y Logistico, junto con los datos reales
del voltaje del marcapasos.
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Observando los resultados de la tabla, podemos comprobar que €l Modelo Logistico se
agusta megior a la realidad, ya que los valores dd voltaje se parecen mas a los del
marcapasos real. m

Observacion 4.21

La Figura 4.9 del Ejemplo anterior permite analizar las curvas de voltge que se
obtienen con los Modelos Exponencial y Logistico. De la misma gréafica deducimos que
el Modelo Logistico requiere una menor emision de voltgje, y, por o tanto, de energia,
para contraer al miocardio, ya que los valores del voltge no se encuentran por debajo
del umbral de estimulacion. Recordemos que, segun lo desarrollado en € Capitulo
anterior, e umbral de estimulacion es e minimo voltge que hay que aplicar a las
células del miocardio para que éstas reaccionen y se contraigan.

En base a estas observaciones, podemos afirmar que, con una menor inversion de
energia, comparandola con el Modelo Exponencial, es posible alcanzar €l umbral de
estimulacion. Este hecho sugiere una minimizacion en el desgaste de la bateria, 1o cual
implicariaaargar su vida Util.

4.3 Simulacion del mar capasos

Disefiamos una simulacion, mediante € software Wolfram Mathematica 10.0, en la que
se pueden visudizar las gréficas de los Modelos Exponencia y Logistico del
marcapasos. La misma contiene |0s siguientes parametros:

Voltgje de la baterfa (Fy ), Capacitancia (C), Resistencia (R), Tiempo de carga del

capacitor (tl), Tiempo de descarga del capacitor (tz) y el coeficiente b (el caso

b =0 coincide con el Modelo Exponencial). Los datos de los pardmetros se ingresan a

través del siguiente cuadro de dialogo:

Estudio del marcapasos

Tiempo (seg.) |£||1||E|
Voltaje de la bateria (Volts) [
Capaatancia del capacitor (uF) D
Resistencia del corazén (kn) | |
Tiempo t; (mseg) | |
Tiempo t7 (mseg.) U
el

0. HelE B &

Figura 4.10: Cuadro de dialogo que permiten ingresar los valores de |os parametros.

Al gecutar lasimulacion, se mostrarala grafica del voltagje en funcién del tiempo, en un
lapso comprendido entre 0 seg. y 100 mseg. y de acuerdo a modelo matemético
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seleccionado. Ademés, se visuaizara como € interruptor del marcapasos pasa
alternativamente de los puntos p a g, durante |os periodos de carga y de descarga.
En la siguiente Figura se visualizan |os resultados obtenidos a gecutar la simulacion.

Grafica del voltaje enviado al corazdén _aa.
20 !

=k
o

Eit} [Wolts]
_‘__,.o-'-"

[y}
=
,/"
e

0 20 40 60 80 100

Tiempo [mseq] ﬂ

Figura 4.11: Gréficos que aparecen al gjecutar la simulacién del marcapasos.

En este caso, |os valores sel eccionados para los parametros fueron:

Voltge delabateria (Fp ): 12 V.
Capacitancia (C): 1 n¥F.

Resistencia (R): 10 kQ.

Tiempo de carga del capacitor (ty ): 0 mseg.

Tiempo de descarga del capacitor (t ): 25 mseg.
Coeficiente b : 0.001. m

Para finalizar este trabajo de tesis mostraremos como, mediante una simulacion, es
posible chequear e funcionamiento de un marcapasos, antes de insertarselo a un
paci ente que padece ciertas anomalias cardiacas.

4.4 Verificacion del efecto del mar capasos mediante una simulacion

La simulacion por ordenadores es una poderosa herramienta que permite chequear, a un
bajo costo, s e modelo matemético planteado se gjusta 0 no a la realidad. También se
utiliza para predecir como se comportara el fendmeno que se estd modelando. En esta
seccion efectuaremos la simulacion de una de las anomalias cardiacas que puede ser
corregida mediante un marcapasos. la bradicardia. La simulacion consistira en mostrar
el dectrocardiograma de un corazén con bradicardia, para luego corregir su
funcionamiento mediante un marcapasos.
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¢Quéeslabradicardia?

La bradicardia es la frecuencia cardiaca baja, debajo de 60 latidos por minuto.
Normalmente, cuando esta en reposo, € corazon de un adulto late entre 60 y 100 veces
por minuto. La bradicardia puede ser un problema grave s € corazén no bombea
suficiente sangre rica en oxigeno a cuerpo. En este caso, € paciente puede sufrir
desmayos frecuentes, fatiga, dificultad para respirar o padecer un paro cardiaco
repentino.

Esta anomalia, en muchos casos, se debe a alguna alteracion en e sistema el éctrico del
corazén y puede solucionarse con € implante de un marcapasos. De este modo, €l
marcapasos ayudara a que e corazon mantenga una frecuencia cardiaca adecuada.

¢CoOmo detectar clinicamente la bradicardia?

L a bradicardia se detecta mediante un electrocardiograma.

Un electrocardiograma (ECG) es la representacion grafica de la actividad eléctrica
del corazdn en funcién del tiempo, que se obtiene con un el ectrocardiografo en formade
cinta continua.

La actividad eléctrica de las células cardiacas produce un patron caracteristico de
variaciones devoltge. En un ECG se representa gréficamente esas variaciones del
voltgje en funcion del tiempo, por lo que un eectrocardiografo es comparable a un
voltimetro que realiza la funcién de registrador.

La forma de onda de una sefial de electrocardiograma puede asociarse con los picos y
valles etiquetados como P, Q, R, Sy T, segun aparece en la Figura 4.12. Cada pico y
valle representa una actividad especifica dentro de la cavidad eléctrica del corazon,
como por ejemplo la despolarizacion y polarizacion de las auriculas y ventricul os.

Q
s

Figura 4.12: Sefial de electrocardiograma normal.
Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Electrocardiograma

En la siguiente figura podemos apreciar dos ECG: e de una personanormal y el de otra
con bradicardia.

Figura 4.13: Izquierda: Electrocardiograma de un corazon normal. Derecha: Electrocardiograma de un
corazén con bradicardia.

Fuente: https: //mww.mayoclini c.or g/es-es/di seases-conditions/bradycar dia/symptoms-causes/syc-
20355474
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Para mostrar como, mediante una simulacion, es posible visualizar |la manera de corregir
la bradicardia mediante un marcapasos, plantearemos primeramente un modelo
matematico que describa el comportamiento de un electrocardiograma.

Modelizacién matematica de un e ectrocardiograma

El Modelo de Gois, presentado en € afio 2009, es uno de los model os mateméticos més
recientes que da una buena aproximacion de un ECG. Segun la Referencia citada en [7]
y [8], € modelo matematico se plantea en términos del siguiente sistema no lineal de
ecuaciones diferenciales ordinarias:

X1 (t)=x3 (t)

X3 (t)=-aga X2 (t)(Xy (t)-Wsay )(Xa (t)-Wsa, )=xq (t)(xq (t )+dSA)( (t)+eSA)
+1sa sen(Wgat)—ksa_av (X1 (t)—x3(t))—ksa_pp (X1 (t) (t))

X3 (t)=xa(t)

Xg (t)=-aayv Xa (t)(X3 (t)-Wav, )(Xs (t)-Wav, )-X3 (t)(x3 (t)+day )(x3 (t)+eav )
+rav Sen(Wayt)-Kav —sa (X3 (t)-x1 (t))~kav —Hp (X3 (t)-X5 (1))

Xs (t)=Xg (t)

Xe (t)=—anp Xo (t)(xs (t)-Wum, )(xs (t)-We, ) ~x5 (t)(xs (t) +dp )(xs (t) +ewp )
+1pp SN (Wpt ) —Kpp_sa (X5 (t) X1 (t))~knp_av (X5 (t)—x3(t))

Con condicionesiniciales:
X1(0)=O ,X2 (0)=07 ,X3 (O)=O ,X4 (0)=02 ,X5 (O)=O ,X6 (0)=O7

Los pares (xy (t), x5 (t)),(x3(t).x4(t)) y (X5 (t).Xg (t))describen las oscilaciones
de los nodos sino-auricular, auriculo-ventricular y de His-Purkinje respectivamente.

Los parametros que figuran en el sistema de ecuaciones permiten reproducir ritmos
cardiacos normales y patoldgicos. No es el objetivo de esta tesis analizar el significado

de estos pardmetros. En la siguiente tabla mostramos sus valores para el caso de un
ECG normal:

asp =3 aay =3 ayp =5
Wgp, =02 Way, =01 Whp =1
Wsp, =-1.9 Way, ==0.1 Whp, =-1
dea =3 day =3 dpp =3
esp =4.9 eay =3 epp =7
Wwgp =0 Way =0 Whp =0
rsa =1 rav =1 ryp =20
ksa-av =0 Kav —sa =5 Kpp-sa =0
ksa—np =0 Kav —np =0 Knp-av =20
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Considerando Kyp.ay = 15 y manteniendo e valor del resto de |os parametros idénticos
alosdelatabla, € sistema resultante describe un ECG con patologia de bradicardia.
Con este modelo matemético, la sefial ECG queda generada mediante la funcion

ECG (t)=ag +a; Xq (t)+az x3(t)+ag x5 (t)
Donde
ECG Normal: ag =1, a;=0.1,a3=0.05,a5=0.4
ECG con bradicardia: ag =0.5, a;=0.2,a3=0.04,a5=0.02

El sistema de ecuaciones diferenciales que modela un electrocardiograma no tiene
solucion analitica. Para hallar su solucién numeérica recurrimos a software Wolfram
Mathematica 10.0, utilizando el comando NDSolve. En la siguiente figura mostramos la
grafica de la funcion ECG(t), correspondiente al modelado de un electrocardiograma
normal.

Electrocardiograma normal
L

16F

1.0} ]

ECG [Volts]

sk A, A /ﬂ. A I
SO T~~~ T~~~

-0.5 : : : - -
10 20 30 40 g0
Tiempo [dseq]

Figura 4.14: Electrocardiograma normal.

Correccion de la bradicardia mediante un marcapasos

Como mencionamos anteriormente, la bradicardia puede ser corregida mediante un
marcapasos. Antes de insertarselo a paciente, es posible disefiar una simulacion que
permita determinar 1os valores convenientes de la capacitancia, voltaje de la bateria,
tiempo de carga y de descarga del capacitor, para lograr que € corazdn recupere su
ritmo normal de latido.

Al incorporar un marcapasos a un paciente con bradicardia, € voltaje existente en su
corazon, es decir, su electrocardiograma, quedara expresado mediante lafuncién

ECGB (t):0.5 +0.2 bl(t)+0.04 b3 (t)+0.02 bg (t)+E (t)
Donde

(by (t).by (t).bg (t).by (t).bs (t).bg (t)): es la solucion del Modelo de Gois del
ECG, para un paciente con bradicardia.
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E (t): esel Modelo Logistico del marcapasos. Es decir,
% a(t-(n-1)T-t;)

E(t)= Z ake

n-1 a-F b+b Ry € (- ()T -1

] (u(n—l).T vy ()-UnT (t ))

Con

a=- % b>0

R: Resistencia del corazon. T =tg +t5.

C: Capacitancia del capacitor. t, : Tiempo de cargadel capacitor.
Fo: Voltaje de la bateria. t, : Tiempo de descarga del capacitor.

La siguiente simulacion muestra tres graficos: un ECG normal, un ECG con bradicardia
y un ECG con bradicardia y marcapasos. En este ultimo grafico se utilizé la funcion

ECGB (t ) para determinar, regulado los controladores, qué valoresde R, C,t; , t,, Foy
[ son los apropiados para que dicho ECG se asemeje aun ECG normal.

Electrocardiograma normal

Electrocardiograma con bradicardia

[ECG con bradicardia y marcapasos ]

————— ECG normal

ECG con bradicardia Voltaje bateria [Volts] D

Capacitancia [dF] D

Resistencia corazon (1] D

Tiempo t; [dseg] D

Srrrre-

TIEERmE.
ER LR
-

Tiempo t; [dseg] U

5[]

ECG |'Volts]

[« s o o
0.0 h :fl :Jl ::. Ili Ly
! %
I "_\ ] 0 - ) - 1 - ] L y
I £
L] L i
10 20 30 40 850

Tiempo [dseg]

Figura 4.15: Smulacion de un electrocardiograma con bradicardia y marcapasos.

De este modo, se podra chequear e correcto funcionamiento del marcapasos antes de
ser probado en €l paciente. m
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Capitulo b

Conclusiones

La descripcion cuantitativa de muchos fenOmenos de la readlidad depende de la
elaboracion de modelos matematicos, muchos de los cuales se basan en € importante
concepto de derivada de una funcién, concepto que, en general, es utilizado bajo la
forma de ecuaciones diferencial es.

En nuestro trabgo, las ecuaciones diferenciales de primer orden resultan ser las
herramientas necesarias para abordar la modelacion propuesta, mediante dos modelos
matematicos. e Modelo Exponencial y el Modelo Logistico.

Por su parte, la articulacién ordenada de conceptos propios tanto de la Fisica como de la
Matematica hace posible el Modelado del Circuito Eléctrico, que resultaimprescindible
parael posterior Modelo Matemético del Marcapasos.

En efecto, en base a concepto de electron, que es la carga constituyente fundamental
del modelo estructural de la materia, puede arribarse, previa explicacion del fendmeno
electrostético y del modelo de un generador, a la idea de corriente eléctrica, que es
aquello que “se mueve” a través de ciertos materiales propicios para nuestro estudio,
como los conductores, que, dispuestos convenientemente, dan lugar a circuito
eléctrico. Findmente, e andlisis de éste se ve facilitado marcadamente gracias a las
Leyes de Kirchhoff, mediante la descripcion algebraica de las leyes fisicas a las que
obedecen |os componentes del circuito.

Ahora bien, la capacidad del corazdn de generar impulsos eléctricos secuenciales y
uniformes, imprescindibles para su normal funcionamiento, junto con € hecho de que
puede ser considerado como un conductor de corriente, permiten e disefio del
marcapasos en base a un circuito eléctrico que pueda ser conectado al érgano, capaz de
emitir pulsos eléctricos con las mismas caracteristicas que los impul sos generados en el
corazon, vale decir, secuenciales y uniformes.

El modelado del marcapasos a través de un circuito, junto con algunas caracteristicas
basicas del funcionamiento del dispositivo, permiten obtener su modelo matematico.
Esto es posible, asu vez, gracias al aporte del Capitulo 2: e modelado de un circuito.
Los Modelos Matematicos Exponencial y Logistico del Capitulo 1 dan lugar a los
respectivos modelos mateméticos del marcapasos, donde el Modelo Logistico es, en
realidad, una versién mejorada del Modelo Exponencial, en virtud de la excitabilidad de
los tejidos cardiacos, vistaen e Capitulo 3, y de la determinacion del parametro b .

La comparaciéon de ambos modelos entre si, y la contrastacion de éstos con los datos
reales extraidos de la experiencia, muestran tanto la mejora mencionada como también
la bondad de las aproximaciones de dichos modelos.

Con todo esto, el Modelo Logistico del Marcapasos resulta ser una herramienta
matematica satisfactoria a la hora de disenar y ajustar adecuadamente estos dispositivos.
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