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Ciudad Autónoma de Buenos Aires, Diciembre 2019.



Resumen

La Teoŕıa de la Información nos brinda herramientas de gran utilidad para el análisis, la car-

acterización y la clasificación de procesos estocásticos y en particular, series de tiempo. Entre

estas herramientas podemos destacar la medida de entroṕıa como punto de partida inicial, ya que

a partir de esta se desprenden una gran cantidad de operadores que brindan la posibilidad de

capturar otras particularidades o facetas de las series a analizar. La gran mayoŕıa de estas medidas

requieres una función de probabilidad asociada con la serie a estudiar, en esta Tesis se optó por

utilizar la función de Bandt y Pompe para el cálculo de la función de probabilidad. Esta función

extrae información de la estructura temporal de la serie, capturando principalmente la relación

ordinal entre los elementos de la serie, sin ningún tipo de procesamiento o transformación de la

misma. A la entroṕıa de esta función se la denomina como Entroṕıa de Permutación.

Se desarrollarán y utilizarán otras herramientas derivadas de la entroṕıa, como por ejemplo la

complejidad, para obtener una exploración más exhaustiva y detallada. La gran rapidez y eficiencia

en el cómputo de la función de Bandt y Pompe permite el desarrollo de algoritmos complejos que

pueden procesar un amplio abanico de medidas para una serie en particular, lo que permite en

análisis en tiempo real de ciertos fenómenos, como por ejemplo la evolución de un ı́ndice bursátil.

En el Caṕıtulo 1 se desarrollarán definiciones y teoremas básicos pertenecientes al análisis

y la Teoŕıa de Probabilidad que se utilizarán posteriormente para el estudio de los operadores

pertenecientes a la Teoŕıa de la Información. El Caṕıtulo 2 se basa en el análisis matemático

de estos operadores, se introducirán las nociones de entroṕıa, divergencia y complejidad haciendo

énfasis en las propiedades, interpretaciones e interrelaciones entre los mismos. En el Caṕıtulo 3

se introduce la metodoloǵıa de Bandt y Pompe donde se desarrollará la función de probabilidad

basada en los patrones ordinales de la serie de tiempo. Luego se procederá a definir la Entroṕıa de

Permutación y ciertas mejoras realizadas a lo largo del tiempo al proceso de creación de la función

de probabilidad y a la misma la entroṕıa.

En los Caṕıtulos 4 y 5 se aplican los operadores de la Teoŕıa de la Información para series

económicas y financieras. El Caṕıtulo 4 analiza series de residuos generadas a partir de diversos

modelos de regresiones pertenecientes a modelos de empresas de consumo masivo. Se expondrán

las condiciones necesarias para obtener una solución única y a las series de residuos obtenidas se

le aplicarán diversos operadores. A los resultados obtenidos se los estudiarán tanto estática como

dinámicamente. En el Caṕıtulo 5 se explorará el ı́ndice S&P Merval, contrastándolo con otros

indicadores como el Riesgo Páıs y el valor del dólar. Se presentará un análisis dinámico de la serie

con los operadores de complejidad y entroṕıa, ambos con diversas ventanas temporales utilizando

la metodoloǵıa de Bandt y Pompe para la creación de la función de probabilidad.
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Objetivos

Objetivos Generales

El finalidad de la presente Tesis es el estudio y la posterior aplicación de la metodoloǵıa de la

Entroṕıa de Permutación y otros conceptos de la Teoŕıa de la Información a series temporales del

ámbito de las finanzas, aśı como también el desarrollo de criterios y modelos matemáticos para

evaluar como estos operadores se relacionan con las series a analizar.

Objetivos Espećıficos

El primer caṕıtulo tiene como fin introducir ciertas definiciones y teoremas de diversas áreas

de la Matemática, que luego serán utilizados posteriormente a lo largo de los siguientes caṕıtulos.

El Caṕıtulo 2 tiene como objeto el desarrollo teórico de todos los conceptos de la Teoŕıa de

la Información a utilizar en los caṕıtulos posteriores. Se pretende dar una perspectiva general de

diversos conceptos de entroṕıa, complejidad, divergencia etc.

El Caṕıtulo 3 busca desarrollar los conceptos teóricos y prácticos de la metodoloǵıa de Bandt

y Pompe, también se busca poner foco en los desarrollos y mejoras posteriores que a su vez

perfeccionan y ampĺıan el concepto original.

El objetivo del Caṕıtulo 4 es utilizar la metodoloǵıa de Bandt y Pompe para la detección de

regularizaciones ocultas en las regresiones, utilizando los residuos de la misma como la serie de

tiempo objeto de análisis de complejidad. Se busca también utilizar los operadores de la Teoŕıa de

la Información desarrollados para la detección de peŕıodos de turbulencia o cambios abruptos en

las series a analizar.

Por último, la finalidad del Caṕıtulo 5 es comparar las medidas de entroṕıa y complejidad en

diferentes peŕıodos, utilizando la Entroṕıa de Permutación Ponderada Dependiente del Tiempo

para en análisis de series bursátiles, con la intención de detectar y clasificar posibles instancias de

crisis o turbulencias económicas.

3



Jurado

•

• Dr. Juan Medina

• Dr. Felipe Restrepo

Firma y aclaración del presidente del jurado:

Firma del autor de la Tesis:

4



Agradecimientos

A mi mama, mi papa y mi hermana por el apoyo incondicional durante toda la carrera.

A mi Director de Tesis, Dr. Sergio Liberczuk por haberme guiado cuando más lo necesitaba.
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7.3 Códigos en SAS. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

7



Índice de Figuras

1 Información Mutua Condicional: Representación gráfica de la Entroṕıa Condi-
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con q = 0.5, la Min-Entropy, Información de Fisher y Varianza. Se normaliza por el
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Ponderada con una dimensión de embedding d=5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

23 Plano de Complejidad Estad́ıstica : La siguente figura muestra el Plano de

Complejidad Estad́ıstica para la Marca 2, utilizando la Entroṕıa de Permutación
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Introducción

El siglo XX se caracterizó por la aparición y proliferación de diversos medios de comunicación,

comenzando con la transmisión de ondas de radio a través del Atlántico por parte de Guillermo

Marconi, la invención de la televisión en 1925, las primeras comunicaciones satelitales en 1960 y cul-

minando con la aparición del protocolo internet TCP/IP en 1983. De la mano de estas innovaciones

nace la Teoŕıa de la Información que estudia la transferencia, cuantificación y almacenamiento de

información entre emisores y receptores, por medio de técnicas f́ısicas, matemáticas y estad́ısticas.

Claude Shannon publica en 1948 su famoso art́ıculo “Una teoŕıa matemática de la comuni-

cación” para la revista Bell System Technical Journal, demostrando como cuantificar con precisión

el proceso de comunicación por medio de herramientas matemáticas y estad́ısticas. Shannon pro-

pone una definición precisa de información y describe cuanta información puede ser transmitida

entre los diferentes elementos de un sistema.

Shannon propone un sistema de comunicación que parte de una fuente desde la cual se emite una

señal, la cual viaja por un canal, pero a lo largo de su viaje puede ser interferida por algún ruido.

Luego esta señal sale del canal y llega a un receptor que decodifica la información convirtiéndola

en mensaje. El objetivo de Shannon era buscar la forma más eficiente y segura de codificar el

mensaje a pesar de la posible presencia de ruidos que dificulten la trasmisión. Logra establecer

cual es la máxima compresión posible de la información utilizando el concepto de “entroṕıa” y

además muestra cual es la tasa ĺımite de transmisión de información, comúnmente denominada

“capacidad del canal”.

A partir de los resultados obtenidos por Shannon se establecen los conceptos fundamentales de

la Teoŕıa de Información, tales como la entroṕıa, la información mutua y las divergencias, que están

formulados matemáticamente como operadores en un espacio de distribuciones de probabilidades

permitiéndonos conocer ciertas facetas importantes del comportamiento de variables aleatorias con

estas distribuciones.

El presente trabajo propone un estudio inicial de estos operadores por medio del Análisis

Matemático y la Teoŕıa de Probabilidades, con el objeto de buscar patrones y caracteŕısticas

distintivas entre series de tiempo. Posteriormente se buscará establecer ciertos criterios estad́ısticos

y modelos subsigientes que permitan predecir el comportamiento futuro de la serie.

El punto de referencia inicial para la creación de las medidas de entroṕıa y complejidad estará

basado mayoritariamente en la función de probabilidad propuesta por Bandt y Pompe [1] asentada

en las posibles permutaciones de los elementos de la serie a analizar. A esta función se le aplicaran

diversos operadores de la Teoŕıa de la Información con la finalidad de comparar su comportamiento

y buscar homogeneidad en los resultados.

En los últimos años la Entroṕıa de Permutación propuesta por Bandt y Pompe se convirtió en

una de las herramientas de mayor popularidad y flexibilidad para caracterizar la complejidad de

una serie de tiempo. Ellos propusieron una distribución de probabilidad asociada a una serie que

tiene en cuenta el orden simbólico de la amplitud relativa de los valores de la serie de tiempo. La

idea principal es reemplazar la serie original por una secuencia de estados finitos por medio de un

proceso de muestreo, considerando el orden de los patrones. Esto permite encapsular información

cuantitativa de la estructura temporal de la serie y calcular la entroṕıa de esa subserie. Esta

metodoloǵıa ha sido ampliamente utilizada en análisis de datos en muchos campos de estudio y

en distintas áreas de las ciencias aplicadas y la ingenieŕıa tales como: la ingenieŕıa mecánica, la

medicina (detección de episodios de epilepsia, anestesia y cardioloǵıa) y las finanzas. Cabe destacar
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el bajo costo computacional que esta metodoloǵıa posee dado que se puede calcular la distribución

de probabilidad utilizando algoritmos de ordenación eficientes como el ordenamiento rápido.
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1 Caṕıtulo 1: Preliminares Matemáticas.

1.1 Análsis Convexo

El Análisis Convexo es una rama de la Matemática que estudia propiedades de funciones y

conjuntos Convexos. Para el presente trabajo utilizaremos nociones de esta rama para obtener

algunas cotas para ciertos operadores y garantizar que los mı́nimos locales sean mı́nimos globales

en algunas de las optimizaciones utilizadas. Las definiciones y parte del posterior desarrollo están

basadas en principalmente en [2, 3, 4].

Definición 1.1.1. Conjunto Af́ın

Un conjunto A es Af́ın si y solo si ∀x, y ∈ A y θ ∈ R tenemos que:

θx+ (1− θ)y ∈ A

Definición 1.1.2. Conjunto Convexo

Un conjunto C es Convexo si y solo si ∀x, y ∈ C y 0 ≤ θ ≤ 1 tenemos que:

θx+ (1− θ)y ∈ C

Definición 1.1.3. Función Af́ın

Una función f : Rn → Rm es Af́ın si está definida de la siguiente manera:

f(x) = Ax+ b A ∈ Rmxn, b ∈ Rm, x ∈ Rn

Teorema 1.1.4. Imagen de Función Af́ın es Convexa

Sea C conjunto Convexo, con θ ∈ [0, 1], ∀a, b ∈ C, θa+ (1− θ)b ∈ C.

Sea g Función Af́ın con x, y ∈ g(C) , x = g(a) , y = g(b).

Demostración:

g(θa+ (1− θ)b) = θAa+ (1− θ)Ab+ b = θAa+ (1− θ)Ab+ θb+ (1− θ)b

= θg(a) + (1− θ)g(b) = θx+ (1− θ)y

Definición 1.1.5. Función Convexa

Una función f : C ⊆ Rn → R es Convexa si C es Convexo y si ∀x, y ∈ C:

f (θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y)
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Definición 1.1.6. Función Estrictamente Convexa

f : C ⊆ Rn → R es Estrictamente Convexa si:

∀x, y ∈ C, x 6= y, θ ∈ (0, 1)

f (θx+ (1− θ)y) < θf(x) + (1− θ)f(y)

Definición 1.1.7. Función Cóncava

Una función f : C ⊆ Rn → R es Cóncava si C es Convexo y si ∀x, y ∈ C:

f (θx+ (1− θ)y) ≥ θf(x) + (1− θ)f(y)

De donde se desprende que f es Cóncava si y solo si −f es Convexa.

Teorema 1.1.8.

Sea f, g Funciones Convexas, h Función Estrictamente Convexa, a ∈ R+ entonces a(f + g) es

Función Convexa, a(f + h) es Estrictamente Convexa.

Demostración:

a(f + g)(θx+ (1− θ)y) = af(θx+ (1− θ)y) + ag(θx+ (1− θ)y)

≤ θaf(x) + (1− θ)af(y) + θag(x) + (1− θ)ag(y)

= aθ(f + g)(x) + a(1− θ)(f + g)(y)

Con x 6= y, θ ∈ (0, 1):

a(f + h)(θx+ (1− θ)y) = af(θx+ (1− θ)y) + ah(θx+ (1− θ)y)

≤ θaf(x) + (1− θ)af(y) + ah(θx+ (1− θ)y)

< θaf(x) + a(1− θ)f(y) + θah(x) + a(1− θ)h(y)

= aθ(f + h)(x) + a(1− θ)(f + h)(y)
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Definición 1.1.9. Matriz Definida Positiva

Sea M matriz simétrica ∈ Rnxn, x ∈ Rn, M es Definida Positiva (�) si:

xTMx > 0 ∀x 6= 0

Además es Definida Positiva si todos sus autovalores son positivos. Si se reemplaza el > por

un ≥ denominamos a la matriz Semidefinida Positiva.

Teorema 1.1.10. Matriz de Gram Definida Positiva

Sea A matriz ∈ Rm×n y G = ATA matriz de Gram. Si las columnas de A son linealmente

independientes entonces ATA � 0.

Demostración:

La matriz de Gram es simétrica pues es cuadrada y además:

(ATA)T = (AT (AT )T ) = ATA

Con x ∈ Rn, dado que las columnas de A son linealmente independientes, el núcleo solamente

lo conforma el vector 0, entonces:

xTATAx = (Ax)T (Ax) = ‖Ax‖22 > 0

Si las columnas no son linealmente independientes entonces G es Semidefinida Positiva:

‖Ax‖22 ≥ 0

Teorema 1.1.11. La suma de matriz Definida Positiva y Semidefinida Positiva es Definida Pos-

itiva.

Sea A,B matrices ∈ Rn×n siendo A Definida Positiva y B Semidefinida Positiva. Sea x ∈ Rn,

x 6= 0 y λ ∈ R+.

Demostración:

Se utilizarán las siguientes propiedades de las matrices (Teorema 1.4.1 [5]).

Utilizando la propiedad asociativa para la multiplicación matricial (a) y la propiedad distribu-

tiva por derecha (e).

xT (A+ λB)x = xT (Ax+ λBx)

Por la propiedad distributiva por izquierda (d) y la propiedad (m) de multiplicación de escalares

por matrices se tiene que:

= xTAx+ λxTBx > 0
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Teorema 1.1.12. Las matrices Definidas Positivas son invertibles.

Sea A matriz Definida Positiva ∈ Rn×n y sea λ autovalor de A.

Demostración:

Utilizando el siguiente resultado (Teorema 5.1.6 [5]): A es invertible si y solo si λ = 0 no es

autovalor de A. Por la Definición 1.1, todos los autovalores de A son positivos y por ende A es

invertible.

Teorema 1.1.13. Condiciones de Segundo Orden

Sea f : D ⊆ Rn → R, f ∈ C2 si el Hessiano ∇2f(x) � 0 (Definido Positivo) ∀ x ∈ D, entonces

f es Estrictamente Convexa.

Definición 1.1.14. Extensión

Sea f Función Cóncava f(x) : U ⊂ Rn → R, entonces se define la Extensión f̂(x) : Rn →
R ∪ {∞} como:

f̂(x) =

 f(x) x ∈ dominio def

∞ x /∈ dominio def

Teorema 1.1.15. Composición de funciones Cóncavas

Si g : Rn → R Función Cóncava, h : R→ R Función Cóncava con ĥ : R→ R∪{−∞} Extensión

creciente. Se define la función f : R→ R como f(x) = h(g(x)), entonces f es Cóncava.

Demostración:

Sea x, y ∈ dom(f), 0 ≤ θ ≤ 1→ x, y ∈ dom(g) y g(x), g(y) ∈ dom(h).

Como g es Cóncava:

g(θx+ (1− θ)y) ≥ θg(x) + (1− θ)g(y)

Como g(x), g(y) ∈ dom(h) ⇒ θg(x)+(1−θ)g(y) ∈ dom(h) ⇒ ĥ(θg(x)+(1−θ)g(y)) = r ∈ R

Como ĥ es creciente:

ĥ(g(θx+ (1− θ)y)) ≥ ĥ(θg(x) + (1− θ)g(y)) = r

Como ĥ(g(θx+ (1− θ)y)) ≥ r entonces g(θx+ (1− θ)y) ∈ dom(h)⇒ θx+ (1− θ)y ∈ dom(f)

Dado que ĥ es creciente:

h (g(θx+ (1− θ)y)) ≥ h (θg(x) + (1− θ)g(y))

Por la concavidad de h:
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h (θg(x) + (1− θ)g(y)) ≥ θh(g(x)) + (1− θ)h(g(y))

Si además h es estrictamente creciente y g es Estrictamente Cóncava entonces f es Estrictamente

Cóncava.

Teorema 1.1.16. Clasificación de puntos cŕıticos

Sea f : D ⊆ Rn → R, f ∈ C2. Sea x̂ punto interior de D, si el Hessiano ∇2f(x̂) � 0 (Definido

Positivo) y ∇f(x̂) = 0 entonces f tiene un mı́nimo local en x̂.

Teorema 1.1.17. Desigualdad de Jensen

Sea X variable aleatoria con media finita, sea f : R → R Función Convexa. Sea E(X) la

esperanza de la variable aleatoria X. Entonces:

f(E(X)) ≤ E(f(X))

Demostración:

Sea g Función Lineal tal que g(x) ≤ f(x) ∀x ∈ R y además g(E(x)) = f(E(x))

E(f(x)) ≥ E(g(x)) = E(mX + b) = mE(X) + b = g(E(x)) = f(E(x))

Teorema 1.1.18. Desigualdad Suma de Logaritmos

Sea ai , bi ∈ R ≥ 0, ∀ i ,
∑n
i=1 ai = a ,

∑n
i=1 bi = b , entonces:

n∑
i=1

ai log

(
ai
bi

)
≥ a log

(a
b

)

Demostración:

f(x) = x logk(x) es Convexa en R+, pues f
′′
(x) =

1

ln(k) x
≥ 0 con k > 1, x > 0

n∑
i=1

ailog

(
ai
bi

)
=

n∑
i=1

bif

(
ai
bi

)
∧ a log

(a
b

)
= b f

(a
b

)

b

b

∑n
i=1 bif

(
ai
bi

)
≥ b f

(∑n
i=1

bi
b

ai
bi

)
por la Desigualdad de Jensen (Teorema 1.1.17)

= b f

(
1

b

n∑
i=1

ai

)
= b f

(a
b

)

18



1.2 Medida

Si bien gran mayoŕıa de los operadores utilizados en la presente Tesis pueden ser aplicados

para Distribuciones Discretas, continuas o mixtas, la generalización de estos para Distribuciones

de Probabilidad requiere de ciertos teoremas de la teoŕıa de la medida. Para esta sección fueron

utilizados los libros [6, 7, 8, 9].

Definición 1.2.1. Espacio Métrico

Un Espacio Métrico es un par ordenado (M,d) donde M es un conjunto y d es una métrica en

M , función d : M×M → R que cumpla con :

M1 d(x,y) ≥ 0

M2 d(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y

M3 d(x,y) = d(y,x)

M4 d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z)

Teorema 1.2.2. Convergencia de Lebesgue

Sea {fn}n∈N sucesión de funciones reales o complejas medibles en un espacio de medida (Ω,Σ, µ)

que convergen puntualmente a f . Sea g ∈ L1 función que domina a f es decir que |fn(x)| ≤ g(x)

∀x ∈ Ω, n ∈ N. ∫
Ω

fdµ = lim
n→∞

∫
Ω

fn dµ

Definición 1.2.3. Medidas σ-Finitas

Sea (X,Σ, µ) especio de medida, µ es σ finita si y solo si ∃ conjuntos A1, A2, ..., An ∈ Σ con

µ(An) <∞ tal que
⋃
n∈N

An = X.

Definición 1.2.4. Medida Absolutamente Continua

Sea (X,Σ) espacio de medida. Si λ , µ son dos medidas en (X,Σ). Una medida µ es Absoluta-

mente Continua con respecto a λ, denotado por µ� λ, si y solo si λ(A) = 0 ∀A ∈ Σ implica que

µ(A) = 0.
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Teorema 1.2.5. Radon–Nikodym

Sea (X,Σ) espacio de medida. Si λ , µ son dos medidas σ finitas y además λ � µ entonces

existe una función medible f : X → (0,∞), f =
dλ

dµ
∀A ⊆ X tal que:

λ(A) =

∫
A

fdµ

Definimos la condición de Lipschitz, en este caso para la derivada de una funćıon.

Definición 1.2.6. Continuidad de Lipschitz

Sea U ⊂ Rn abierto, f : U → Rm función diferenciable, la derivada D(f(x)) es Lipschitz con

ratio L en V ⊂ U si ∀x, y ∈ V |D(f(x))−D(f(y))| ≤ L|x− y|

Definición 1.2.7. Pseudométrica

Sea un (M,d) par ordenado donde M es un conjunto y d es una función d:M×M → R que

cumpla con M1, M2 y M4, entonces d es una Pseudométrica.

Teorema 1.2.8. Ĺımite de sucesiones y funciones.

Sean X,Y espacios métricos, E ⊂ X y f función f : E → Y con p punto ĺımite en E. Sea {pn}
sucesión en E. Entonces:

lim
x→p

f(x) = q ⇐⇒ lim
n→∞

f (pn) = q , ∀ {pn} ∈ E con pn 6= p ∀n ∈ N siendo lim
n→∞

pn = p

Demostración: Teorema 4.2 [8].

Teorema 1.2.9. Regla de Leibnitz

Sea f(x, θ) función R2 → R con derivadas parciales continuas en [a, b]× [c, d] ⊂ R2.

d

dθ
(φ(θ)) =

b∫
a

∂

∂θ
(f(x, θ)) dx

Demostración:

Definimos el siguiente cociente:
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φ(θ +
1

n
)− φ(θ)

1/n
=

b∫
a

n

(
f(x, θ +

1

n
)− f(x, θ)

)
dx

Si fijamos θ definimos la función un(x) = n

(
f(x, θ +

1

n
)− f(x, θ)

)
.

Utilizando el cambio de variables en el ĺımite h→ 1/n ∀x ∈ [a, b] y procurando tomar un n lo

suficientemente grande para que θ +
1

n
∈ [c, d], por la diferenciabilidad de f y el Teorema 1.2.8 se

tiene que:

lim
n→∞

un(x) =
∂

∂θ
f(x, θ)

Si fijamos x, por el teorema del valor medio de Lagrange y continuidad de las derivadas parciales

en un intervalo se obtiene:

∃z ∈ (c, d) :

∣∣∣∣δfδθ (x, z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(
f(x, θ +

1

n
)− f(x, θ)

)
1/n

∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ sup
(x,θ)∈(a,b)×(c,d)

∣∣∣∣δfδθ (x, θ)

∣∣∣∣ = M

Con esta cota M y la convergencia puntual de un(x) estamos en condiciones para utilizar el

teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue.

lim
n→∞

φ(θ +
1

n
)− φ(θ)

1/n
=

b∫
a

lim
n→∞

un(x) dx =

b∫
a

δ

δθ
f(x, θ) dx
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Teorema 1.2.10. Regla General de Leibnitz

Sea X abierto en en R, Ω espacio de medida. Si f : X × Ω→ R cumple con:

1. f(x, θ) una función integrable Lebesgue con respecto a θ, ∀x ∈ X

2. Para casi todo θ ∈ Ω la derivada
δf(x, θ)

δx
existe ∀x ∈ X

3. Existe una función integrable g : Ω→ R tal que

∣∣∣∣δf(x, θ)

δx

∣∣∣∣ ≤ g(θ) ∀x ∈ X

Entonces ∀x ∈ X

d

dx

∫
Ω

f(x, θ) dθ =

∫
Ω

∂

∂x
f(x, θ) dθ

1.3 Probabilidades

En la siguiente sección se enunciarán ciertas definiciones del campo de la estad́ıstica y la teoŕıa

de la probabilidad. Se utilizarán las definiciones de Funciones de Masa y Funciones de Densidad

presentadas en [10].

Definición 1.3.1. Función de Masa Conjunta

Sean X,Y variables aleatorias discretas definimos la Función de Masa Conjunta f , f : R2 →
[0, 1] como:

f(x, y) = P (X = x y Y = y)

Definición 1.3.2. Distribución Conjunta para variables aleatorias continuas

Sean X,Y variables aleatorias continuas (conjuntas), F : R → [0, 1] es Distribución Conjunta

si:

F (x, y) = P (X ≤ x , Y ≤ y)

Definición 1.3.3. Función de Densidad Conjunta

Sean X,Y variables aleatorias continuas (conjuntas) con Función de Densidad Conjunta

f : R→ [0,∞) si:

F (x, y) =

∫ y

v=−∞

∫ x

u=−∞
f(u, v) dudv ∀ x, y ∈ R.

22



Definición 1.3.4. Distribución Condicional para variables aleatorias

Sean X,Y variables aleatorias con Función de Densidad Conjunta f . Definimos la Distribución

Condicional de Y dado X = x, FY |X(.|x) como:

FY |X(y|x) =

∫ y

−∞

f(x, v)

fX(x)
dv ∀x tal que fX(x) > 0

Definición 1.3.5. Función de Densidad Condicional

La Función de Densidad Condicional fY |X de FY |X esta dada por:

fY |X(y|x) =
f(x, y)

fX(x)

Definición 1.3.6. Mezcla de Variables Aleatorias.

Sea X variable aleatoria discreta que toma valores en {1, 2, .., n}, p(x) función de Probabilidad

de Masa. Sea wi ∈ R ≥ 0,
n∑
i=1

wi = 1. Definimos la Mezcla como:

m(x) =
n∑
i=1

wip(i)

Definición 1.3.7. Coeficiente de Correlación de Pearson

Sea Sea (Ω,Σ, P ) espacio de probabilidad con X,Y variables aleatorias reales definidas en

el espacio de probabilidades con esperanza finita y varianza positiva. Con sd como desviación

standard, definimos la correlación de Pearson como:

corrP (X,Y ) =
E ((X − E(X))(Y − E(Y )))

sd(X)sd(X)

Definición 1.3.8. Coeficiente de Correlación de Spearman

El Coeficiente de Correlación de Spearman para variables aleatorias discretas indexadas es

la Correlación de Pearson de una función de las variables aleatorias denominada clasificación y

simbolizada como Cla(). El objeto de este coeficiente es medir la relación entre los patrones

ordinales de dos series. Si no hay valores repetidos la clasificación asigna a cada valor de la

variable aleatoria un número natural de acuerdo a la posición que posee este valor al ordenar la

serie original de menor a mayor segun el orden de los números reales. En el caso de existir valores

repetidos, se le asigna el valor del promedio de las posiciones al ordenar la serie original de menor

a mayor segun el orden de los números reales.

corrS(X,Y ) =
E ((Cla(X)− E(Cla(X)))(Cla(Y )− E(Cla(Y ))))

sd(Cla(X))sd(Cla(Y ))
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Definición 1.3.9. Coeficiente de Correlación de Kendall Tau

El Coeficiente de Correlación de Kendall Tau para variables aleatorias discretas indexadas

Cla(X), Cla(Y ) con n elementos.

Los pares (Cla(xi), Cla(yi)), (Cla(xj), Cla(yj)) con i < j son concordantes si Cla(xi) >

Cla(xj) y además Cla(yi) > Cla(yj), o bien Cla(xi) < Cla(xj) y Cla(yi) < Cla(yj).

Son discordantes si Cla(xi) > Cla(xj) y además Cla(yi) < Cla(yj), o bien Cla(xi) < Cla(xj)

y Cla(yi) > Cla(yj).

Sea C el número de pares concordantes, D el número de pares discordantes, X0 el número de

pares con valores iguales de Cla(X), Y0 el número de pares con valores iguales de Cla(Y ) y X0, Y0

el número de pares con valores iguales de ambos Cla(X) y Cla(Y ). El Coeficiente de Correlación

de Kendall Tau se define como:

corrkτ (X,Y ) =
C −D√

(C +D +X0)(C +D + Y0)
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2 Caṕıtulo 2: Entroṕıa, Divergencia y Complejidad.

En el presente caṕıtulo se desarrollarán algunos conceptos de la Teoŕıa de la Información con

la finalidad de definir ciertos operadores que serán utilizados en caṕıtulos posteriores. Se busca

presentar primero una visión general de los tópicos más relevantes a esta Tesis, aśı como también

una serie de resultados que formen un marco teórico. Gran parte del desarrollo está basado en los

siguientes libros [11, 12, 13, 14], pero también se incluyen tópicos expuestos en diversos art́ıculos

para temas de relevancia histórica o muy actuales.

2.1 Entroṕıa De Shannon

La información como concepto abstracto, es de mucha complejidad para ser abordado con una

única definición, por eso en este caṕıtulo se desarrollarán medidas o propiedades cuantitativas de

la información que darán una descripción y caracterización mucho más profunda y detallada de

este concepto. El primer concepto que se expondrá es el de entroṕıa de una variable aleatoria, para

luego abordar una generalización de la misma llamada entroṕıa relativa, esta última permitirá

realizar una comparación entre dos Funciones de Probabilidad.

En el marco de la Teoŕıa de la Información, la entroṕıa es una medida de incertidumbre de una

variable aleatoria en particular. Otra interpretación muy común es caracterizar la entroṕıa como

un operador que mide la cantidad de información que posee una variable aleatoria, es decir que

pretende cuantificar cuanta información posee o aporta una observación de la variable aleatoria.

Historicamente la Teoŕıa de la Información baso muchos de sus conceptos en desarrollos anteri-

ores del campo de la Mecánica Estad́ıstica, en especial la Estad́ıstica Termodinámica. En 1978

Willard Gibbs define la entroṕıa [15] como función que caracteriza el macro estado de un sistema

termodinámico en base a la distribución de probabilidad de sus micro estados.

Teóricamente esta medidida debeŕıa estar alineada con ciertas propiedades básicas y fundamen-

tales de la información.

(a) La información proveniente de eventos independientes es aditiva.

(b) La información es una cantidad no negativa.

(c) Los eventos de probabilidad 1 no aportan información.

Definición 2.1.1. Entroṕıa de Shannon

Sea X variable aleatoria discreta con función de Masa de Probabilidad p(x). Sea b ∈ R > 1

H(x) = −
∑
xεX

p(x) logb[p(x)]

La caracterización axiomática de la entroṕıa como medida de información parte del trabajo de

Claude Shannon [16] pero múltiples otros desarrollos axiomáticos fueron propuestas por diversos

autores [17]. Si bien el presente trabajo no se enfoca en del desarrollo axiomático de este operador,

destacaremos los postulados mas utilizados para caracterizar la Entroṕıa de Shannon.
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Postulado 2.1.1. Postulados Entroṕıa de Shannon

1. H(p1, p2, ..., pn) es una función simétrica de sus variables ∀n ≥ 2.

2. H(p, 1− p) es una función continua de p para 0 ≤ p ≤ 1.

3. H(
1

2
,

1

2
) = 1.

4. H[tp1, (1− t)p1, p2, ..., pn] = H(p1, p2, ..., pn) + p1H(t, 1− t) para 0 ≤ t ≤ 1.

De esta definición se desprenden ciertas propiedades y teoremas básicos. Cabe destacar que

ciertos desarrollos de la entroṕıa toman alguna de estas propiedades como axiomas.

Propiedades 2.1.1. Algunas Propiedades de la Entroṕıa

(a) H(0) = 0logb(0) = 0

(b) H(x) ≥ 0 (Positividad de la Entroṕıa)

Demostración:

H(x) ≥ 0 ∀x ε X , 0 ≤ p ≤ 1 =⇒ logb(p) ≤ 0

(c) H(x) = E(−log (p(x))) (Definición como esperanza matemática)

(d) H(X) ≤ logb(n) (Logaritmo como cota superior)

Demostración:

H(x) = E(−logb (p(x))) = E[logb(
1

p(x) )] ≤ logb[E( 1
p(x) )] = logb[

∑
n

1
p(x) · p(x)]

= logb(n)

(e) H(p1, ..., pn) = H(pσ(1), ..., pσ(n)) (Simetŕıa por permutación σ)

En el siguiente teorema se analizará los puntos cŕıticos de la entroṕıa en el abierto (0, 1) uti-

lizando los Multiplicadores de Lagrange. La frontera de este conjunto se puede evaluar de manera

separada, aunque la cota superior y la concavidad estricta garantizan la unicidad del máximo.

Teorema 2.1.2. Puntos cŕıticos de la Entroṕıa de Shannon

Sea f, g funciones, con pj ≥ 0 y n ∈ N.

f : (0, 1)n → R :

n∑
j=1

pj log(pj)

g : (0, 1)n → R :

n∑
j=1

pj = 1 con f, g C1 en (0, 1).

∇f =

(
..., log(pj) +

1

ln(2)
, ...

)
∇g = (..., 1, ...)

L(p1, ..., pn, λ) =

(
..., log(pj) +

1

ln(2)
− λ, ...

)
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L(p1, ..., pn, λ) = 0 ⇐⇒ log(pj) = λ− 1

ln(2)
∀j ∈ {1, 2, ..., n} ⇐⇒ pj = pi ∀i ∈ {1, 2, ..., n}

⇐⇒ p =
1

n
⇒ H(p) = log(n)

Teorema 2.1.3. Cambio de Variables para la Entroṕıa de Shannon

Sean X,Y variables aletorias de rango finito, f : X → Y una función medible entonces H(X) ≥
H(Y ) con H(X) = H(Y ) si f es biyectiva.

Demostración:

p(y) = P (Y = y) = P{X ∈ f−1(y)} =
∑

x∈f−1(y)

p(x) , para un x fijo p(y) ≥ p(x)

H(X) = −
∑
x∈X

p(x)log(p(x)) = −
∑
y∈Y

∑
x∈f−1(y)

p(x)log(p(x))

≥ −
∑
y∈Y

p(y)log(p(y)) = H(Y )

como el logaritmo es una función estrictamente creciente para bases > 1, entonces

p(y) =
∑

x∈f−1(y)

p(x) =
∑
x0

p(x) = p(x) entonces H(X) = H(Y ) si f es biyectiva.

2.1.1 Contenido de Información

El contenido de información de una variable aleatoria simboliza la cantidad de información

que se obtine cuando se muestrea la misma. Sea X variable aleatoria con Función de Masa de

Probabilidad p(x), se define este operador como:

Definición 2.1.4. Contenido de Información

IX(x) = −log[p(x)]

Ahora bien, de la Definición 2.1.4 se desprende que la entroṕıa es el valor esperado de el

contenido de información y por ende está dada por:

H(X) = E[IX(x)]

Para variables aleatorias con distribución continua f en S ⊆ Rn soporte de la función f(x)

conjunto medible, definimos la Entroṕıa Diferencial siempre que la integral de Lebesgue exista

como el siguiente operador:
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Definición 2.1.5. Entroṕıa Diferencial

H(x) = −
∫
S

f(x)log(f(x)) dx

A pesar que a simple vista esta definición de entroṕıa pareciera generalizar a la idea original,

tiene ciertas particularidades que desnaturalizan el concepto de entroṕıa. El siguente ejemplo

señala la posibilidad que tiene la Entroṕıa Diferencial de tomar valores negativos.

Ejemplo 2.1.1.

Sea f Distribución Uniforme Cont́ınua:

f(x) =


1

b− a
a ≤ x ≤ b

0 x < a, x > b

Tomando, por ejemplo, a =
1

3
y b =

1

2
se puede observar que:

H(X) = −
∫ b

a

f(x)log(f(x))dx =

∫ b

a

1

b− a
log(b− a)dx = log(b− a) < 0

Además de la posibilidad de tomar valores negativos, la Entroṕıa Diferencial tiene otras partic-

ularidades que se apartan de los parámetros que la Teoŕıa de Información pretende que el operador

posea ya que, por ejemplo, su valor cambia con transformaciones biyectivas de la variable aleatoria.

Lema 2.1.1. Cambio de Variables para Funciones de Densidad

Sea Y,X variables aleatorias cont́ınuas que toman valores en un intervalo T, S, con Distribución

G,F y Función de Densidad g, f respectivamente. Sea S ⊂ R intervalo cerrado con frontera ∂S y

U interior de S. Tomando r : U → T ⊆ R, r(X) = Y función C1 y biyectiva en (S − ∂S).

F (x) = P (X ≤ x) = P (r−1(Y ) ≤ x)

Con r(x) creciente:

= P [Y ≤ r(x)] = G[r(x)]

Derivando, por la regla de la cadena y el teorema fundamental del cálculo:

f(x) =
d

dx
G(r(x)) = g(r(x))

d

dx
r(x)

Si r(x) es decreciente:

f(x) = − d

dx
F (x) = g(r(x))

d

dx
r(x)

Si r(x) es creciente o decreciente:
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f(x) = g(r(x))| d
dx
r(x)|

Teorema 2.1.6. Cambio de Variables para la Entroṕıa Diferencial

H(Y ) = E

(
log(

d

dx
r(x))

)
−H(X)

Demostración:

Sea X una variable aleatoria que toma valores en S ⊂ R intervalo compacto con frontera ∂S

y U entorno abierto de S e Y variable aleatoria que toma valores en T . Sea f y g Funciones de

Densidad de X e Y respectivamente. Tomando r : U → T ⊆ R mapeo C1 con derivada Lipchitz

(Definición 1.2.6) y biyectivo en (S − ∂S) tal que d
dx (r(x)) sea invertible ∀x ∈ (S − ∂S), con

r(X) = Y . Sea g(y)log(
1

g(y)
) integrable Rienmann en T . Utilizaremos el Lema 2.1.1 y el Teorema

de cambio de variables para integrales se tiene que:

H(Y ) =

∫
T

g(y)log(
1

g(y)
)dy =

∫
S

f(x)

d

dx
r(x)

log

 d

dx
r(x)

f(x)

 d

dx
r(x) dx

=

∫
S

f(x)log

(
d

dx
r(x)

)
dx−

∫
S

f(x)log (f(x)) dx

= E

(
log(

d

dx
r(x))

)
−H(X)

2.1.2 Entroṕıa de Rényi

Alfréd Rényi [18] propone una generalización de la Entroṕıa de Shannon cambiando el postulado

número 4 de Shannon (Postulado 2.1.1) por uno más débil llamado Aditividad.

Postulado 2.1.2. Aditividad

Tomando como referencia [18, 19], con p = (p1, p2, ..., pm) y q = (q1, q2, ..., qn) Funciones de

Masa de Probabilidad indedpendientes y p · q función de Masa de Probabilidad formada por la

multiplicación componente a componente (la Función de Masa de Probabilidad que consiste en los

números pjqk con j = 1, 2, ..,m y k = 1, 2, ..., n) entonces definimos la Aditividad como:

H(p · q) = H(p) +H(q)
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Sea p Función de Probabilidad Discreta de la variable aleatoria X, se define la Entroṕıa de

Rényi como:

Definición 2.1.7. Entroṕıa de Rényi

α ≥ 0 , α 6= 1 , α <∞

Hα(X) =
1

1− α
log

(
n∑
i=1

pαi

)

Teorema 2.1.8. Ĺımite de la Entroṕıa de Rényi

lim
α→1

Hα(p) = H(p)

Demostración:

f(x) = log

(
n∑
i=1

pαi

)
, g(x) = 1− α, g′(x) = −1, g(0) = 0 y f(0) = 0

lim
α→1

f ′(x) = lim
α→1

n∑
i=1

pαi log(pi)

n∑
i=1

pαi

=

n∑
i=1

pilog(pi)⇒ lim
α→1

f ′(x)

g′(x)
= −

n∑
i=1

pilog(pi)

Utilizando el Teorema de L’hopital obtenemos el resultado deseado.

Teorema 2.1.9. Concavidad Estricta de la Entroṕıa de Rényi (α < 1)

Hα(p) = h(g(x)) =
1

1− α
log

(
n∑
i=1

Pαi

)
α < 1

g : (P1, P2, ..., Pn)→ R :

n∑
i=1

Pαi

h : R>0 → R : h(x) =
1

1− α
logb(x)

Demostración:

Utilizando el Teorema 1.1.8 para la función g, tomada como suma de Funciones Cóncavas.

g = g1 + g2 + ...+ gn = Pα1 + Pα2 + ...+ Pαn con gi : (P1, P2, ..., Pn)→ R = Pαi

Dado que Pαi es C2 en el abierto (0,∞), el {0} se evalua por separado. La función gi es

Estrictamente Cóncava en (R)1 × (R)2 × ...× (0,∞)i × ...× (R)n.
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H(gi) =


(0 0 ... 0

0 0 ... 0

... ... (α2 − α)Pα−2
i ...

0 0 0 0


Dado que (α2 − α) < 0 y Pα−2

i > 0

Sea x ∈ Rn 6= 0⇒ xTHx = (α2 − α)Pα−2
i x2

i < 0

Por el Teorema 1.1.13 gi es Estrictamente Cóncava en (R)1 × (R)2 × ...× (0,∞)i × ...× (R)n.

Si x ∈ (R)1 × (R)2 × ...× [0, 0]i × ...× (R)n, y ∈ (R)1 × (R)2 × ...× (0,∞)i × ...× (R)n

⇒ gi(θx+ (1− θ)y) = (1− θ)αyαi > (1− θ)yαi . Si (1− θ) ∈ (0, 1)⇒ (1− θ)α > (1− θ).

Por el Teorema 1.1.8 g es Estrictamente Cóncava.

La función h es Estrictamente Cóncava y Estrictamente Creciente ya que el logaritmo lo es en

(0,∞) para b > 1 por el criterio de las derivadas primera y segunda.

d

dx
logb(x) =

1

x ln (b)
> 0

d2

dx
logb(x) = − 1

ln (b)x2
< 0

Por el Teorema 1.1 f es Estrictamente Cóncava.

Sea p Función de Probabilidad de Masa de una variable aleatoria X, se define la Entroṕıa de

Colisión como:

Definición 2.1.10. Entroṕıa de Colisión (α = 2)

H2(p) = −log

(
n∑
i=1

p2
i

)

Teorema 2.1.11. H2(p) ≤ H2(u)

Con p, u Funciones de Probabilidad de Masa, y vector en Rn.

Sea u ∈ Rn, u = (
1

n
,

1

n
, ...,

1

n
)

Sea p ∈ Rn, pi ≥ 0,
n∑
i=1

pi = 1

Sea y ∈ Rn, y = (1, 1, 1, ..., 1)

Demostración:

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|〈p, y〉|2 ≤ 〈p, p〉〈y, y〉 ⇒ 1 ≤
n∑
i=1

p2
i · n⇒

1

n
≤

n∑
i=1

p2
i
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⇒
n∑
i=1

(
1

n

)2

≤
n∑
i=1

(
p2
i

)
Como el logaritmo negaitvo es estrictamente decreciente:

H2(p) ≤ H2(u)

Sea p función de Probabilidad de Masa de una variable aleatoria X, se define la Entroṕıa

Mı́nima como:

Definición 2.1.12. Entroṕıa Mı́nima (α→∞)

H∞(p) = −log
(

max
i
pi

)

2.1.3 Entroṕıa de Tsallis

La Entroṕıa de Tsallis [20] fue introducida como genrealización de la Entroṕıa de Shannon para

p función de Probabilidad de Masa de la variable aleatoria X y q un número real cualquiera:

Hq(p) =


1

q − 1

(
1−

∑
i∈X

pqi

)
si q 6= 1

−
∑

i ∈ X

pi ln(pi) si q = 1

La Entroṕıa de Tsallis fue originalmente propuesta [20] como una variante de la entroṕıa tradi-

cional, posteriormente se extendio su utilización para el estudio de procesos estocásticos no marko-

vianos [21], detección de patrones relacionados al daño cerebral en electrocardiogramas [22], árboles

de decisiones [23]. Esta entroṕıa tiene distintos tratamientos axiomáticos [24] muchos de los cuales

utilizan una variante de la Aditivdad denominada Pseduo-Aditividad como axioma.

El siguiente teorema justifica la definición de la Entroṕıa de Tsallis como función por partes.

Teorema 2.1.13. Ĺımite de la Entroṕıa de Tsallis

lim
q→1

Hq(p) = H(p)

Demostración:

f(q) = 1−

(
n∑
i=1

pqi

)
, g(q) = 1− q, g′(q) = −1, g(0) = 0 y f(0) = 0

f ′(q) = −
n∑
i=1

d

dq
pqi = −

n∑
i=1

pqi log(pi)
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Utilizando el Teorema de L’hopital obtenemos el resultado deseado.

lim
α→1

f ′(x)

g′(x)
=

n∑
i=1

pilog(pi)

2.2 Entroṕıa Conjunta y Entroṕıa Condicional

En esta sección se presentarán extensiones al concepto de Entroṕıa de Shannon para vari-

ables aleatorias discretas con Distribuciones Conjuntas. Se desarrollará el concepto de Entroṕıa

Condicional, que intuitivamente representa la incertidumbre promedio que tenemos de una vari-

able aleatoria Y sabiendo todos los valores que toma otra X. Además, se expondrá el concepto de

Entroṕıa Conjunta.

En esta sección se presentara la teoŕıa solamente para variables aleatorias discretas.

Definición 2.2.1. Vector Aleatorio

Sean X, Y variables aleatorias que toman valores en espacios medibles S y T , respectiva-

mente. Definimos (X,Y ) como una variable aletoria que toma valores en un subconjunto de (S × T )

Definición 2.2.2. Entroṕıa Conjunta

H(X,Y ) = −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y)log(p(x, y)) (1)

Definición 2.2.3. Entroṕıa Condicional

Sea p(x, y) función de Masa Conjunta para las variables aleatorias X,Y . Se define la Entroṕıa

Condicional como la incertidumbre promedio que tenemos de Y , conociendo cada valor que toma

X.

H(Y |X) = −
∑
x∈X

p(x)H(Y |X = x) (2)

Teorema 2.2.4. H(Y |X) = − E[ log (p(Y |X))]

Demostración:

= −
∑
x∈X

p(x)
∑
y∈Y

p(y|x)log(p(y|x)) = −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y)log(p(y|x))

= − E[ log (p(Y |X))]

= −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y)log(
p(x, y)

p(x)
) =

∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y)log(
p(x)

p(x, y)
) (3)
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Definición 2.2.5. Información Mutua

I(X;Y ) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y)log

(
p(x, y)

p(x)p(y)

)

Denominamos Información Mutua a I(X;Y ), esto nos permite describir la cantidad de infor-

mación compartida entre X e Y. Se puede expresar también como:

I(X,Y ) = H(X)−H(X|Y )

es decir la reducción de entroṕıa de X por el conocimiento de Y.

Definición 2.2.6. Información Mutua Condicional

I(X;Y |Z) = H(X|Z)−H(X|Y, Z) = E

(
log

(
p(x, y|z)

p(x|z)p(y|z)

))
=
∑
x∈X

∑
y∈Y

∑
z∈Z

p(x, y, z)log

(
p(z)p(x, y|z)
p(x|z)p(y|z)

)

La Información Mutua Condicional a I(X;Y |Z) cuantifica la reducción de la entroṕıa de X por

el conocimiento de Y, dada la certeza en la ocurrencia de Z.

H( z |x ; y)

H(y| x ; z)H(x|y ; z)

I( X; Z |Y) I( Y; Z |X)

I( X; Y |Z)

I( X; Y;Z)

Figura 1: Información Mutua Condicional: Representación gráfica de la Entroṕıa Condicional
y la Información Mutua Condicional.
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Teorema 2.2.7. Regla de la Cadena

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y )

Demostración:

Utilizando la expresión 3 del Teorema 2.2.4, por la propiedad del logaritmo:

H(X|Y ) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y)log(
p(y)

p(x, y)
) = −

∑
y∈Y

∑
x∈X

p(x, y)log(p(x, y)) +
∑
y∈Y

∑
x∈X

p(x, y)log(p(y))

= H(X,Y ) +
∑
y∈Y

p(y)log(p(y)) = H(X,Y )−H(Y )

Colorario 2.2.1. H(X,Y |Z) = H(X|Z) +H(Y |X,Z)

Demostración: Definimos los Vectores Aleatorios: A := (X,Z) y B := (X,Y )

H(B|Z) = H(B,Z)−H(Z) = H(X,Y, Z)−H(Z) = H(Y,A)−H(Z)

= H(Y,A)−H(Z) +H(X,Z)−H(X,Z)

= H(Y,A)−H(A) +H(X,Z)−H(Z)

= H(Y |A) +H(X|Z) = H(X|Z) +H(Y |X,Z)

Colorario 2.2.2. H(Y |X) = H(X|Y )−H(X) +H(Y )

Demostración:

Por la simetŕıa de H(X,Y )

H(X,Y ) = H(Y |X) +H(X) = H(Y,X) = H(X|Y ) +H(Y )

Teorema 2.2.8. H(X1, X2, .., Xn) =
n∑
i=1

H(Xi|Xi−1) (Regla General de la Cadena)

Utilizando la siguente notación: Xi−1 = {X1, X2, .., Xi−1}

Teorema 2.2.9. I(X;Y1, Y2, ..., Yn) =
n∑
i=1

I(X;Yi|Y i−1) Regla de la Cadena para la Información

Mutua Condicional

Utilizando la siguente notación: Y i−1 = {Y1, Y2, .., Yi−1}

Teorema 2.2.10. La diferencia simétrica de entroṕıa es una Pseudométrica (Definición 1.2.7)

d(X,Y ) = H(X|Y ) +H(Y |X)
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Demostración:

M1: La Entroṕıa Condicional H(X|Y ) , H(Y |X) es no negativa.

M2: Es simétrica pues:

d(X,Y ) = H(X|Y ) +H(Y |X) = H(Y |X) +H(X|Y ) = d(Y,X)

M4: Buscamos demostrar que:

H(X|Y ) +H(Y |Z) +H(Z|Y ) +H(Y |X) ≥ H(X|Z) +H(Z|X)

Como H(X|Y ) +H(Y |Z) ≥ H(X|Z) dado que:

H(X|Z) = H(X,Z)−H(Z) = H(X,Z)−H(Z) +H(Y, Z)−H(Y,Z)

= H(Y |Z)− [H(X,Y, Z)−H(X,Z)] + [H(X,Y, Z)−H(Y,Z)]

= H(X|Y ) +H(Y |Z)−H(Y |X,Z)− I(X,Z|Y )

y además H(Z|Y ) +H(Y |X) ≥ H(Z|X) por el mismo argumento.

2.3 Entroṕıas Relativas y Divergencias

El concepto de Entroṕıa Relativa es una medida de distancia entre dos Distribuciones. En

Teoŕıa de la Información la Entroṕıa Relativa mide la cantidad extra de bits necesarios por letra

para codificar un mensaje con Distribución Q, cuando la Distribución real es P . Mide la ineficiencia

generada cuando se asume que la Distribución es Q cuando verdaderamente es P.

Esta generalización de la entroṕıa nos permite sortear los inconvenientes de la Entroṕıa Difre-

nencial y definir una distancia para variables aleatorias continuas. Este operador que comúnmente

es denominado Divergencia de Kullback-LeiblerDKL(P,Q) no es una métrica ya que no es simétrica

y además no cumple con la desigualdad triangular.

2.3.1 Divergencias

Definición 2.3.1. Divergencia y Distancia

Sea M Espacio métrico, d es una métrica en M . Llamamos Divergencia a las funciones que

cumplen el postulado M1 de la Definición 1.2.1, si además cumple con M2 y M3 lo denominamos

Distancia.
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Definición 2.3.2. Divergencia de Kullback-Leibler

Definimos la Divergencia de Kullback-Leibler para Funciones de Probabilidad de Masa p y q

respecto a una variable aleatoria discreta X, con p(x) = 0 siempre que q(x) = 0 como:

DKL(p, q) =
∑
x ε x

p(x) log

(
p(x)

q(x)

)

Teorema 2.3.3. DKL(p, q) ≥ 0

Demostración

Como ln(x0) ≤ x0 − 1 para x0 ≥ 0

−DKL(p, q) =
∑
x∈X

p(x)ln

(
q(x)

p(x)

)

≤
∑
x∈X

p(x)

(
q(x)

p(x)
− 1

)

=
∑
x∈X

q(x)−
∑
x∈X

p(x) = 1− 1 = 0

Alternativamente podemos usar el Teorema 1.1.18:

DKL(p, q) =
∑
x∈X

p(x)log2

(
p(x)

q(x)

)
≥
( ∑
x∈X

p(x)

)
log2


∑
x∈X

p(x)∑
x∈X

q(x)

 =

1log21 = 0

Propiedades 2.3.1.

1. DKL(p, q) ≥ 0 ∧ DKL(q, p) = 0 ⇔ P (x) = Q(x)

2. DKL(p, q) 6= DKL(q, p)

Teorema 2.3.4. Combinación Convexa de Funciones de Masa de Probabilidad es función de Masa

de Probabilidad

Demostración:

Buscamos establecer que dada Funciones de Probabilidad de masa p, q, s :

1. s(x) ≥ 0 ∀x ∈ X

2.
∑
x∈X s(x) = 1

λp+ (1− λ)q = s , λ ∈ [0, 1] → s(x) ≥ 0

n∑
i=1

(λpi + (1− λ)qi) = λ

n∑
i=1

pi + (1− λ)

n∑
i=1

qi = λ+ (1− λ) = 1
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Teorema 2.3.5. DKL es Convexa respecto al par (p,q)

Demostración:

Sea p, q Funciones de Masa de Probabilidad. Dado que definimos la convexidad solamente para

funciones Rn → R visualizaremos a la Divergencia de Kullback-Leibler DKL(p, q) como función

DKL : [0, 1]2n → R con (p1, q1, p2, q2, ..., pn, qn) ∈ [0, 1]2n, como este dominio es Convexo y por

el Teorema 2.3.4 la divergencia está bien definida para combinaciones Convexas de Funciones de

Probabilidad de Masa. Con λ ∈ [0, 1], con (p1, q1), (p2, q2) ∈ (p, q) pares ordenados de Funciones

de Masa de Probabilidad.

DKL(λp1 + (1− λ)p2 , λq1 + (1− λ)q2)

=

n∑
i=1

((
λp1

i + (1− λ)p2
i

)
log

(
λp1

i + (1− λ)p2
i

λq1
i + (1− λ)q2

i

))

Por el Teorema 1.1.18, Para un i fijo:((
λp1

i + (1− λ)p2
i

)
log

(
λp1

i + (1− λ)p2
i

λq1
i + (1− λ)q2

i

))
≤ λp1

i log

(
λp1

i

λq1
i

)
+ (1− λ)p2

i log

(
λp2

i

λq2
i

)

Dado que esta desigualdad es válida ∀i ∈ [1, 2, ..., n] y la suma de estos términos preserva la

desigualdad entonces:

DKL(λp1 + (1− λ)p2 , λq1 + (1− λ)q2)

≤ λDKL(p1, q1) + (1− λ)DKL(p2, q2)

Teorema 2.3.6. No Negatividad de la Información Mutua.

I(X;Y ) ≥ 0

Demostración:

Expresando la Información Mutua utilizando la Divergencia de Kullback-Leibler como:

DKL(p(x, y), p(x)p(y)). Por el Teorema 2.3.3, la no negatividad de la Divergencia de Kullback-

Leibler, se establece que:

DKL(p(x, y), p(x)p(y)) ≥ 0

Teorema 2.3.7. Concavidad Estricta de la Entroṕıa.

Demostración:

Sea u función de probabilidad de masa uniforme.
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H(p) = −
n∑
i=1

p(x)log(p(x)) = −
n∑
i=1

p(x)log(p(x))−
n∑
i=1

p(x)log(u(x)) +

n∑
i=1

p(x)log(u(x))

= −
n∑
i=1

p(x)log(u(x))−DKL(p, u) = −
n∑
i=1

p(x)log

(
1

n

)
−DKL(p, u)

= −log
(

1

n

) n∑
i=1

p(x)−DKL(p, u) = log(n)

n∑
i=1

p(x)−DKL(p, u)

= log(n)−DKL(p, u)

De la Definición 1.1.7 y el Teorema 1.1.8 se desprende que H es Estrictamente Cóncava por ser

suma de Funcion Cóncava y Estrictamente Cóncava.

Definición 2.3.8. Divergencia Kullback-Leibler Diferencial

Para Distribuciones con Funciones de Densidad p,q definimos la Divergencia de Kullback-

Leibler, siempre que la integral de Rienman indefinida exista como:

DKL(p, q) =

∫ ∞
−∞

p(x) log

(
p(x)

q(x)

)
dx

Las anteriores definiciones son solamente aplicables para variables aleatorias con Funciones de

Masa o Densidad de Probablidad en R, sin embargo la Teoŕıa de la Medida nos permite definir el

concepto de divergencia para Medidas de Probabilidad en general.

Definición 2.3.9.

Si P,Q son dos Medidas de Probabilidad en (X,Σ) tal que P � Q entonces definimos la

Divergencia de Kullback-Leibler, siempre que la integral siguiente exista, como:

DKL(P,Q) =

∫
X

log

(
dP

dQ

)
dP

Definición 2.3.10.

Si P � Q� λ y además p =
dP

dλ
, q =

dQ

dλ
definimos la Divergencia de Kullback-Leibler como:

DKL(P,Q) =

∫
X

p log

(
p

q

)
dλ
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Otras de las métricas más utilizadas para medir diferencias y establecer criterios de convergencia

entre Funciones de Probabilidad es la Distancia de Variación. Para Funciones de Probabilidad de

Masa esta distancia es un múltiplo de la norma L1 y nos permite establecer una cota para la

Divergencia de Kullback-Leibler.

Definición 2.3.11. Distancia de Variación

Sea (X,Σ) Espacio de Medida con µ, λ Medidas de Probabilidad en este espacio. Denominamos

Distancia de Variación al siguiente supremo:

‖µ− λ‖V = sup
A⊂Σ
|µ(A)− λ(A)| (4)

Alternativamente si ∆ = {A1, A2, ..An} es una partición finita de X podemos expresar la

Distancia de Variación como:

‖µ− λ‖V = sup
∆

m∑
i=1

|µ(Ai)− λ(Ai)|

Decimos que una sucesión de medidas {µn} converge a µ en Variación si:

lim
n→∞

‖µn − µ‖V = 0

Teorema 2.3.12.

Sea X conjunto numerable, (X,Σ) Espacio de Medida con µ, λ Medidas de Probabilidad.

‖µ− λ‖V =
1

2

∑
x∈X
|µ(x)− λ(x)|

Demostración:

Particionamos X en dos conjuntos A = {x : µ(x) ≥ λ(x)} y Ac. Sea S ⊂ X y S 6= A,Ac.

µ(S)− λ(S) ≤ µ(S ∩A)− λ(S ∩A)

Dado que la intersección remueve los x ∈ S ∩Ac con µ(x)− λ(x) < 0

µ(S)− λ(S) ≤ µ(S ∩A)− λ(S ∩A) ≤ µ(A)− λ(A)

Dado que agregamos elementos de A con µ(x)− λ(x) ≥ 0

Entonces:

µ(S)− λ(S) ≤ µ(A)− λ(A) (5)

De la misma manera:

λ(S)− µ(S) ≤ λ(S ∩Ac)− µ(S ∩Ac) ≤ λ(Ac)− µ(Ac) (6)
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Como µ(A)− λ(A)− λ(Ac) + µ(Ac) = 1− 1 = 0

De 5, 6 |µ(S)− λ(S)| ≤ |µ(A)− λ(A)|

‖µ− λ‖V =
1

2
(µ(A)− λ(A) + λ(Ac)− µ(Ac)) =

1

2
(|µ(A)− λ(A)|+ |λ(Ac)− µ(Ac)|)

=
1

2

∑
x∈X
|µ(x)− λ(x)|

Teorema 2.3.13.

Sean µ , λ Medidas de Probabilidad ∈ (X,Σ) Espacio de Medida con µ , λ� σ

‖µ− λ‖V =

∫
X

∣∣∣∣dµdσ − dλ

dσ

∣∣∣∣ dσ

La siguiente desigualdad establece una cota inferior para la Divergencia de Kullback-Leibler.

Teorema 2.3.14. Desigualdad de Pinsker

Sean µ , λ Medidas de Probabilidad ∈ (X,Σ) Espacio de Medida.

1

2
(‖µ− λ‖V )

2 ≤ DKL(µ, λ)

2.3.2 Divergencia de Jensen-Shannon

La Divergencia de Jensen-Shannon es un operador basado en la Divergencia de Kullback-Leibler,

pero pose ciertas caracteŕısticas particulares, como su carácter simétrico. Fue introducida origi-

nalmente por Wong y You [25] y posteriormente desarollada por Lin [26].

El operador
√
DJS 1

2

es verdaderamente una métrica ya que cumple con los axiomas M1, M2,

M3 y M4 [27, 28].

Esta divergencia trae incorporado el concepto de Mezcla (Definición 1.3.6) de dos Distribuciones

de Probabilidad, Lin [26] originalmente la introdujo para Funciones de Masa de Probabilidad con

peso w1, w2 como DJSw = H(w1p+w2q)−w1H(p)−w2H(q) demostrando las propiedades 2.3.2.

En el presente trabajo utilizaremos el mismo peso para ambas Funciones de Probabilidades.

Definición 2.3.15. Divergencia Jensen-Shannon

DJS 1
2

( P | Q ) =
1

2
( DKL( P ,

P +Q

2
) +DKL( Q ,

P +Q

2
) )
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En términos de la Información Mutua, esta divergencia cuantifica la cantidad de información

que poseen en comun una variable aleatoria de Mezcla X con Distribución M =
P +Q

2
y una

variable indicadora Z.

Z ∈ {0, 1}, Z = 0 =⇒ X ∼ P, Z = 1 =⇒ X ∼ Q

DJS 1
2

( P | Q ) =
1

2

∑
x∈X

P log

(
P

M

)
+

1

2

∑
x∈X

Q log

(
Q

M

)

=
1

2

∑
x∈X

P log (P )− 1

2

∑
x∈X

P log (M) +
1

2

∑
x∈X

Q log (Q)− 1

2

∑
x∈X

Q log (M)

=
1

2

(∑
x∈X

P log (P ) +
∑
x∈X

Q log (Q)

)
−
∑
x∈X

1

2
P log (M)−

∑
x∈X

1

2
Q log (M)

= −H(X|Z) +H(X)

Destacaremos 3 propiedades fundamentales que posee este operador. La primera es una cota

inferior que se deriva inmediatamente de la Divergencia de Kullback-Leibler, la segunda destaca

el carácter simétrico el operador y la tercera una cota superior independiente de las Funciones de

Masa utilizadas. Lin [26] establece la cota superior de 1 para la Divergencia de Jensen-Shannon

para el caso de Funciones de Masa de Probabilidad para variables aleatorias discretas (Teorema

2.3.16).

Propiedades 2.3.2. Propiedades de la Divergencia de Jensen-Shannon

1. DJS 1
2

( P | Q ) ≥ 0

2. DJS 1
2

( P | Q ) = DJS 1
2

( Q | P )

3. DJS 1
2

( P | Q ) ≤ 1 utilizando logaritmo base 2.

Algunos años luego del trabajo de Lin, Topsøe [29] generaliza una cota para este operador pero

ya en el campo de Distribuciones de Probabilidades en general.

Teorema 2.3.16.

Sean P,Q Distribuciones de Probabilidad y b base del logaritmo utilizado para la divergencia.

DJS 1
2

( P | Q ) ≤ log(b) ‖P −Q‖V

M.Endres y E.Schindelin [27] definen para dos Medidas de Probabilidad P,Q en un Espacio

de Medida (Ω, A) con p = dP
dµ , q = dQ

dµ derivadas de Radon-Nikodym con respecto a una medida

dominante σ-finita µ.
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Definición 2.3.17. Divergencia Jensen-Shannon Generalizada

DJS 1
2

=

∫
Ω

(
p log

2p

p+ q
+ q log

2q

p+ q

)
dµ

2.3.3 Divergencia de Rényi

La Divergencia de Rényi nace como una generalización de la Divergencia de Kullback-Leibler,

para un parámetro α 6= 1, 0 < α <∞. Se define como:

Definición 2.3.18. Divergencia de Rényi

Dα(P ||Q) = 1
1−α log

(
n∑
i=1

pαi
qα−1
i

)

• D1(p||q) = lim
a→1+

Dα(p||q) El ĺımite α→ 1 Corresponde a la Divergencia de Kullback-Leibler.

• D0(p||q) = lim
a→0

Dα(p||q) = −log q(p > 0)

• D∞(p||q) = log sup
i

pi
qi

= log

(
max
A⊆X

P (A)

Q(A)

)

Con P , Q Medidas de Probabilidad en F , sean p, q densidades Absolutamente Continuas con

respecto a µ, con α ∈ { R+ − {0}} definimos la Divergencia de Rényi de orden entre P y Q como:

Definición 2.3.19. Divergencia de Rényi generalizada

Dα(P ||Q) =
1

α− 1
log

∫
pαq1−αdµ

2.4 Información de Fisher

La Información de Fisher nace como un concepto del area de la Estadistica Inferencial [30], su

objetivo es medir la cantidad de información que nos brinda una variable aleatoria X sobre un

parámetro θ que modela a esta variable aleatoria.

Dada una población con una Distribución de Probabilidad que depende de un parámetro θ∗ y

x1, x1, ..., xn una serie de valores obtenidos en una muestra aleatoria de esta población asociados

a una variable aleatoria X. Si se desea estimar el parámetro θ∗ en base a la muestra obtenida a

través de una función p(xi, θ) que representa la relación entre el parámetro θ y los posibles valores

xi de la variable aleatoria X. A diferencia de una Función de Probabilidad de Masa o Densidad,

fijamos x como constante y se utiliza a θ como variable. A esta función p(xi, θ) también se la

conoce como función de Verosimilitud.

43



Definición 2.4.1. Función de Verosimilitud

Sea Θ Espacio de Parámetros, X variable aleatoria discreta con p(θ) función de Masa de

Probabilidad dependiente del parámetro θ. La función de Verosimilitud L : Θ → R+ se define

como:

L(θ, xi) = p(θ, xi) = pθ(X = xi)

L(θ, xi) = p(θ, xi)

Para simplificar ciertas expresiones basadas en la utilización de la regla del producto en la

diferenciación de esta función, utilizamos una transformación monótona log (L(θ, xi)). Tomando

la derivada con respecto al parámetro se obtiene la función denominada Score.

Definición 2.4.2. Score

S(θ, xi) =
∂

∂θ
(log (L(θ, xi))) =

∂

∂θ
log (p(θ, xi))

Si θ es el verdadero parámetro de la población bajo ciertas condiciones de regularidad basadas

en la Regla General de Leibnitz se puede probar que la esperanza del Score es igual a zero.

Teorema 2.4.3. Esperanza del Score

E (S(θ, x)) = 0

Demostración:

Sean p(θ, x) función que cumple con la hipótesis 1 del Teorema 1.2.10,
∂

∂θ
p(θ, x) función que

cumple con la hipótesis 2 y 3 del Teorema 1.2.10.

E (S(θ, x)) =

∞∫
−∞

S(θ, x) p(θ, x) dx

=

∞∫
−∞

(
∂

∂θ
p(θ, x)

)
p(θ, x)

p(θ, x)dx

Por la Regla General de Leibnitz se intercambia la derivada parcial con la integral:

=

∞∫
−∞

∂

∂θ
p(θ, x) dx =

∂

∂θ

∞∫
−∞

p(θ, x)dx

=
∂

∂θ
1 = 0
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Informalmente se busca cuantificar el comportamiento de la función de Verosimilitud cerca de

un posible máximo. Con una función muy empinada, las pendientes de la curva tendrán una gran

variación. La Varianza es la medida más utilizada para cuantificar la desviación de una variable

aleatoria respecto de su media, por esta razon se define la Información de Fisher como la Varianza

del Score:

Definición 2.4.4. Información de Fisher

I(θ) = V

(
∂

∂θ
log (L(θ, x))

)

Teorema 2.4.5.

I(θ) = −E
(
∂2

∂θ2
log(p(θ, x))

)
= V (S(θ, x))

Demostración:

Sean
∂

∂θ
p(θ, x) función que cumple con la hipótesis 1 del Teorema 1.2.10 y además

∂2

∂θ2
p(θ, x)

función que cumple con la hipótesis 2 y 3 del Teorema 1.2.10.

Derivando ambos términos del Teorema 2.4.3:

∂

∂θ

∞∫
−∞

∂

∂θ
log (p(θ, x)) p(θ, x) dx = 0

Por el Teorema 1.2.10 y la regla del producto:

∞∫
−∞

(
∂2

∂θ2
log (p(θ, x))

)
p(θ, x) dx+

∞∫
−∞

∂

∂θ
log (p(θ, x))

∂

∂θ
p(θ, x) dx = 0

Además dado que V (X) = E(X2)− (E(X))
2
:

∞∫
−∞

(
∂

∂θ
log (p(θ, x))

)(
∂

∂θ
p(θ, x)

)
p(θ, x)

p(θ, x)
dx =

∞∫
−∞

(
∂

∂θ
log(p(θ, x))

)2

p(θ, x) dx

= V

(
∂

∂θ
log(p(θ, x))

)
De donde se deriva que:

V (S(θ, x)) = −E
(
∂2

∂θ2
log (p(θ, x))

)
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2.4.1 Medida de Información de Fisher

Derivado de la Información de Fisher nace un operador denominado Medida de Información de

Fisher, originalmente planteado para distribuciones invariantes frente a translaciones [31].

Definimos la variable aleatoria Y = X + θ con X variable aleatoria y θ parámetro fijo. Con

p(x, θ) Función de Densidad de Probabilidades. Frieden define la invarianza frente a translaciones

como:

p(y, θ) = px(y − θ) = px(x)

Frieden propone reemplazar px(x) en la definición de Información de Fisher utilizando el Teo-

rema de cambio de variables para integrales.

I =

∞∫
−∞

(
∂[px(x)]

∂x

)2
1

px(x)
dx y = x+ θ

Recientemente se comenzó a utilizar para el análisis de señales complejas, como las obtenidas

a través de una electroencefalograf́ıa, para el estudio de la epilepsia [32]. También se aplicó este

operador para analizar señales geo-eléctricas en áreas śısmicas [33], para analizar series de tiempo

capturadas para el análisis de la actividad térmica del volcán Etna [34], en el estudio de sistemas

de part́ıcula única [35] y en el contexto del Plano de Fisher-Shannon para las distribuciones t de

Student y la distribución Normal Generalizada [36].

Estos autores consideran que la Medida de Información de Fisher es es una estimación cuan-

titativa de el carácter oscilatorio de la función de probabilidad. En el ámbito de la Teoŕıa de

Información se puede interpretar la Información de Fisher como la cantidad de información que

una variable aletoria posee respecto a un parámetro θ por lo que se puede interpretar la Medida

de Información de Fisher como la cantidad de información disponible en una variable aletoria.

Definición 2.4.6. Medida de Información de Fisher

Este operador se puede definir como una integral indefinida de Riemann o como integral de

Lebesgue. Se optó por el segundo criterio. Sea S soporte de la función p(x) conjunto mediable,

con p(x) diferenciable en S. Se define la Medida de Información de Fisher, si la siguiente integral

de Lebesgue existe, como:

F (p) =

∫
S

1

p(x)
(
d

dx
p(x))2 dx S ⊆ R

Existen varias variantes de la Medida de Información de Fisher para Funciones de Probabili-

dad de Masa [37] [38], discretizando la derivada con el método de diferencias finitas ya de modo

progresivo, regresivo o central. En el presente trabajo se optara por la siguiente discretización:
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Definición 2.4.7. Medida de Información de Fisher Discreta

F (p) = F0

N−1∑
i=1

(√
(pi+1))−

√
(pi)

)2

F0 = 1 Si pi∗ = 1 para i∗ = 1 o i∗ = N, pi = 0,∀i 6= i∗

F0 =
1

2
Para el resto de los casos

Con F0 como factor de normalización dado que al expandir la suma de cuadrados obtenemos:

px1
+ 2(px2

+ px3
+ ...+ pxN−1

) + pxN − 2
(√
px2

√
p1 +

√
px3

√
px2

+ ...+
√
pxN
√
pxN−1

)
Si pxi+1

∨ pxi = 0 ∀ i ∈ {1, 2, .., N − 1} y
N∑
i=1

pi = 1

px1
+ 2(px2

+ px3
+ ...+ pxN−1

) + pxN ≤ 2 (px1
+ px2

+ ...+ pxN ) = 2

2.5 Medidas de Complejidad Estad́ıstica

A pesar del éxito alcanzado en el desarrollo de medidas para caracterizar el grado de desorden

y las disimilitudes entre variables aleatorias, estas medidas no estaban bien desarrolladas para

cuantificar otros factores como el nivel de correlación y la descripcion de las diferentes relaciones

entre sub-componentes de un sistema. El concepto de complejidad nace para describir sistemas

compuestos por elementos que se relacionan entre si cuyo comportamiento y propiedades no son

evidentes. Intuitivamente un tanto un sistema con estados equiprobables como uno basado en una

distribución de probabilidad degenerada se consideran de baja complejidad.

Las medidas de complejidad nos brindan la posibilidad de caracterizar Funciones de Probabili-

dad desde un enfoque diferente y más general que los criterios de entroṕıa. Se involucran múltiples

conceptos, como medidas de dispersión, divergencia y entroṕıa dentro de un mismo operador.

López-Ruiz, Mancini y Calbet [39] proponen una medida de complejidad basada en el producto de

una medida de entroṕıa H y una medida de desequilibro Q.

CLMC = QH

Originalmente se buscó caracterizar a Q como una medida de distancia entre Funciones de

Probabilidad, pretendiendo medir la disparidad entre nuestra función objetivo y la distribución

uniforme (la cual representa la distribución de equilibrio del sistema). Generalmente en la literatura

se suele tomar la distribución uniforme pe como valor de referencia.

Lamberti [40] introduce una medida de complejidad estadistica basada en la Entroṕıa de Shan-

non y la Divergencia de Jensen-Shannon normalizada para una distribución de probabilidad discreta

p, siendo pe la distribucion discreta uniforme.

47



Definición 2.5.1. Complejidad LMC

CLMC [p] = Hnorm[p] DJS [p, pe]

Hnorm(p) =
H(p)

H(pe)

En este caso utilizaremos la Divergencia de Jensen-Shannon como medida de desequilibrio.

Destacaremos otras medidas de complejidad [41] definidas en base a otros operadores que

caracterizan ciertos matices de las Funciones de Probabilidad. Para dos parámetros α, β se define

la medida de complejidad LMC-Rényi [42] como:

Definición 2.5.2. Complejidad LMC-Rényi

Cα,β(p) = eHα(p) − Hβ(p) 0 < α < β , α, β 6= 1

Derivados de la Información de Fisher, nacen nuevas medidas de complejidad de cuantifican

los cambios en la pendiente de nuestra función de probabilidad. Utilizando la Medida de Infor-

mación de Fishers, se pueden definir las siguientes medidas de complejidad que capturan facetas

muy distintas de nuestras Funciones de Probabilidades a comparación de las medidas previamente

expuestas. Utilizando la notación de [41], sea V (p) la Varianza de una funćıon de probabilidad p

asociada a una variable aleatoria. Sea F (p) la Información de Fisher, se define la Complejidad de

Crámer-Rao como:

Definición 2.5.3. Complejidad de Crámer-Rao

CCR(p) = F (p) V (p)

Definición 2.5.4. Complejidad de Fisher-Shannon

CFS(p) = F (p)
1

2πe
e2H(p)

La Complejidad de Crámer-Rao cuantifica el contenido de la derivada de la función de probabil-

idad y la concentración de la función original alrededor de la media, mientras que la Complejidad

de Fisher-Shannon utiliza una transformación de la Entroṕıa de Shannon para capturar cuan con-

centrada esta la función de probabilidad.
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3 Caṕıtulo 3: Metodoloǵıa de Bandt y Pompe.

3.1 Entroṕıa de Permutación

En los últimos años la Entroṕıa de Permutación se convirtió en una de las herramientas de mayor

popularidad y flexibilidad para caracterizar la complejidad de una serie de tiempo. Cristoph Bandt

y Bernd Pompe [1] propusieron una Distribución de Probabilidad asociada a una señal que tiene

en cuenta el orden simbólico de la amplitud relativa de los valores de la serie de tiempo. A esta

Distribución se la utiliza para posteriormente evaluar la Entroṕıa de Shannon. La idea principal

es considerar el orden de los patrones y no los valores de la serie en śı, permitiéndonos encapsular

información cuantitativa de la estructura temporal de la serie de tiempo.

En presencia de una variable aleatoria continua, se propone en [1] reemplazar la serie original

por una secuencia de estados finitos por medio de un proceso de muestreo y calcular la Entroṕıa

de Permutación para esta subserie.

3.2 Consideraciones prácticas de la Entroṕıa de Permutación.

Por motivos prácticos se dividirá el proceso de generación del operador en cuatro etapas:

1. Obtener una muestra de la serie de tiempo y elaborar el vector de embedding.

2. Generar un función medible que mapee el vector de embedding a un conjunto de números

reales, para obtener una variable aleatoria.

3. Usar Función de Probabilidad propuesta por Bandt y Pompe.

4. Calcular la Entroṕıa de Permutación.

Primera Etapa

Sea {xt} con t ∈ A ⊆ R una serie en R, indexada por A. En el caso que la serie no esté indexada

en un conjunto numerable o no sea finita, se procederá obteniendo una muestra de la serie. A la

serie la simbolizaremos como Xt, siendo T su correspondiente cardinalidad. Denominaremos vector

de embedding a X
(d,τ)
t = (xt, xt+τ , xt+2τ , . , . . . , xt+(d−1)τ ), con d como la dimensión de embedding

(cardinalidad de X
(d,τ)
t ) y con 0 ≤ t < T − (d− 1)τ . El parámetro τ ∈ N denominado embedding

delay señala la separación temporal entre los elementos de la serie.

Segunda Etapa

Definimos a Sd = {π1, π2, . . . , πd!} como el conjunto de posibles permutaciones de d elementos,

de cardinalidad d! . Para calcular la Función de Probabilidad se sugiere [43, 1] un mapeo Ω entre

los vectores X
(d,τ)
t y Sd que preserva las relaciones temporales de la serie de tiempo. Mientras que

Π es la variable aleatoria que utilizaremos para calcular nuestra Función de Probabilidad.
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Ω : X
(d,τ)
t → Sd = {π1, π2, . . . , πd!}

Π : {π1, π2, . . . , πd!} → {1, 2, . . . , d!}

Se presentarán dos tipos de mapeos Ω :

a) Permutación por Orden Temporal

b) Permutación por Compración

3.2.1 Permutación por Orden Temporal

Este mapeo toma los vectores de embedding X
(d,τ)
t y los transforma en una sucesión de ı́ndices

de elementos del vector de embedding ordenados según el criterio de orden regular en R. Tomando

la serie que originalmente se usó como ejemplo en [1] :

Xt = (4, 7, 9, 10, 6, 11, 3), d = 3 , τ = 1 , T = 7

X
(3,1)
0 = (4, 7, 9) y X

(3,1)
1 = (7, 9, 10) mapeados a π = 012 pues xt < xt+1 < xt+2

X
(3,1)
2 = (9, 10, 6) y X

(3,1)
4 = (6, 11, 3) meapeados a π = 201 con xt+2 < xt < xt+1

X
(3,1)
3 = (10, 6, 11) a π = 102 dado que xt+1 < xt < xt+2
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Figura 2: Mapeo por orden temporal: La figura de arriba muestra los valores que toma la serie

Xt. Las figuras de abajo muestran el mapeo de los diferentes X
(d,τ)
t para d = 3, τ = 1 en orden

temporal.
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Figura 3: Número de Premutaciones: La siguiente figura muestra la cantidad de veces que se
repiten los distintos tipos de permutaciones π temporales para la dimensión de embedding d = 3.
La serie de tiempo fue tomada del trabajo de Bandt y Pompe [1].

3.2.2 Permutación por Comparación

Este mapeo plantea transformar los vectores de embedding en una sucesión de d elementos que

se obtiene comparado todos los valores del mismo vector.

Xd
t →

(
t+d−1∑
k=t

1C0

t+d−1∑
k=t

1C1
. . .

t+d−1∑
k=t

1Ci . . .

)

Ci := (xk < xt+i) , ∀i < (d− 1)

Siguendo con el ejemplo propuesto en el paper de Bandt y Pompe:

X3
0 = (4, 7, 9), X3

1 = (7, 9, 10) mapeado a π = 012

X3
3 = (10, 6, 11) a π = 102

X3
2 = (9, 10, 6) , X3

4 = (6, 11, 3) a π = 120
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Figura 4: Mapeo por Compración: La figura de arriba muestra los valores que toma la serie
Xt. Las figuras de abajo muestran el mapeo de los diferentes Xd

t para d = 3 por comparación.
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Figura 5: Número de Premutaciones: La siguiente figura muestra la cantidad de veces que se
repiten los distintos tipos de permutaciones π para la dimensión de embedding d = 3. La serie de
tiempo fue tomada del trabajo de Bandt y Pompe [1].

Tercera Etapa : Función de Probabilidad

Bandt y Pompe definen para una serie de tiempo {xt}t=1...T una Función de Probabilidad para

cada i ∈ I ⊆ {1, 2, . . . , d!} con

1i(X
(d,τ)
t ) :=

 1 Π
(

Ω
(
X

(d,τ)
t

))
= i

0 Π
(

Ω
(
X

(d,τ)
t

))
6= i

P (Π = i)(d,τ) =

∑
X

(d,τ)
t

1i(X
(d,τ)
t )

T − (d− 1)τ
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Reexpresando la ecuación anterior utilizando la notación de Bandt y Pompe, con # como

cardinalidad:

p(πi)
(d,τ) =

#{X(d,τ)
t | X(d,τ)

t tiene tipo πi}
T − (d− 1)τ

Cuarta Parte: Entroṕıa de Permutación

Utilizando la Función de Probabilidad del punto anterior se procederá a definir la Entroṕıa de

Permutación utilizando la fórmula de Shannon [16]:

H(P ) = −
∑
i ∈ I

pi log(pi)

Para restringir la imagen del operador entre 0 y 1, se normaliza la Entroṕıa de Permutación con

el log(d!).

HS(P ) =
H(P )

log(d!)

3.3 Consideraciones en el Caso de Igualdades

A pesar de la simplicidad y facilidad de implementación de los métodos expuestos en las sec-

ciones anteriores la presencia de valores iguales puede traer inconvenientes.

Bandt y Pompe [1] proponen romper esas igualdades introduciendo pequeñas perturbaciones

aleatorias, otros autores proponen un ranking de los valores iguales de acuerdo con el orden tempo-

ral. Se demostró emṕıricamente [44] que si estas igualdades se presentan de manera significativa se

puede correr el riesgo de introducir sesgo, y que el ranking de igualdades según el orden introduce

correlaciones temporales que pueden potencialmente brindar conclusiones erróneas. Sin embargo,

desde otras áreas [45] se sostiene que los valores idénticos no dañan la capacidad de segmentación

de la entroṕıa de permutación. En el presente trabajo se utilizó el algoritmo quicksort que no

tiene en consideración el orden temporal para ordenar los valores iguales, sino que les asigna una

posición aleatoria dentro de este subconjunto de valores iguales. El código a utilizar permite la

implementación de otros algoritmos como el mergesort que preserven el orden temporal de los

valores en el caso de igualdades.

3.4 Entroṕıa de Permutación Ponderada

La definición clásica de la Entroṕıa de Permutación tiene ciertos inconvenientes relacionados con

la pérdida de algunas facetas de la serie de tiempo. En primer lugar, la Entroṕıa de Permutación

retiene únicamente la información referida las relaciones ordinales entre los elementos de la serie

por lo que se pierde completamente la información referida a la amplitud de la serie.
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Varios de los patrones ordinales creados con esta metodoloǵıa pueden estar causados por

pequeñas fluctuaciones en la serie de tiempo por los efectos del ruido o problemas en la medición,

por lo que intuitivamente tendŕıan que tener una ponderación much́ısimo menor. Además, los

patrones ordinales con grandes diferencias entre las amplitudes de sus puntos tienen exactamente

la misma ponderación que cualquier otro patrón.

Para contrarrestar estos hechos Fadlallah et al. [46] proponen la utilización de la Entroṕıa

de Permutación Ponderada. Para definir esta entroṕıa se requiere de ciertos pasos previos que

incorporan información referida a la amplitud de los valores de la serie de tiempo. En primer

lugar, se requiere computar la media aritmética de cada uno de los vectores de embedding.

Definición 3.4.1. Media Aritmética de la Permutaćıon Ponderada

X̂
(d,τ)
j =

1

d

d∑
k=1

xj+(k+1)τ

Se expresa el ponderador como una Varianza, utilizando los elementos del vector de embedding

para el cálculo de este estad́ıstico.

Definición 3.4.2. Ponderador de la Permutaćıon Ponderada

wj =
1

d

d∑
k=1

(
xj+(k+1)τ − X̂

(d,τ)
j

)2

Utilizando estos ponderadores se obtiene una Función de Probabilidad de Masa para nuestra

serie de tiempo. Cabe destacar que cuando wj = β ∀j ≤ N , β > 0 se obtiene la Función de

Probabilidad clásica.

Definición 3.4.3. Función de Probabilidad de Masa de la Permutación Ponderada

pw

(
π

(d,τ)
i

)
=

N∑
j=1

1u:tipo(u)=πi

(
X

(d,τ)
j

)
wj

N∑
j=1

1u:tipo(u)=Π

(
X

(d,τ)
j

)
wj

El último paso es aplicarle a esta Función de Probabilidad la Entroṕıa de Shannon u otro

operador relacionado.

3.5 Entroṕıa a Escalas Múltiples Mejorada

En una serie de tiempo la escala temporal es una de las facetas fundamentales a tener en cuenta

si se desea encontrar cualquier tipo de patrón o caracteŕıstica. Tomando como ejemplo una serie

basada en una conversación entre dos personas, una escala temporal basada en la longitud de una

palabra puede aportar datos totalmente diferentes a los que se pueden obtener con una escala

que contenga las diferentes letras individualmente. Observando las series de tiempo en diferentes
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resoluciones obtenemos una perspectiva completamente nueva del fenómeno que se desea analizar.

El principio de Cambio de Escala se basa en reducir la muestra original de nuestra serie con el

objeto de obtener patrones y caracteŕısticas que previamente permanećıan ocultas. En el área

de la bioloǵıa, Costa et al. proponen escalas múltiples para series de tiempo fisiológicas como el

intervalo entre latidos del corazón [47], estudios sobre la marcha en humanos [48] y en el análisis

de las secuencias de ADN [49]. En el ámbito de las finanzas se utilizó el cambio de escalas para el

estudio de ı́ndices bursátiles como el Dow Jones [50] y el HSI de Hong Kong [51].

Definición 3.5.1. Cambio de Escala

Sea {xi}Ni=1 serie de tiempo con N muestras y t el factor de escala temporal definimos el Cambio

de Escala como:

yj =
1

t

jt∑
i=(j−1)t+1

xi , 1 ≤ j ≤ bN/tc

Con t = 1 se conserva nuestra serie original, t = 2 toma la media aritmética entre dos puntos

consecutivos, t = 3 la misma media pero entre tres puntos y aśı sucesivamente.

Si bien este cambio de escala permite un análisis en agrupaciones temporales mayores y muy

diversas, esta metodoloǵıa trae consigo algunos inconvenientes. Evidentemente este proceso dis-

minuye el número de elementos de nuestra muestra a bN/tc, lo que puede traer consigo la pérdida

de gran cantidad de información para valores de t altos. Por otro lado, la elección de t rompe con

el orden temporal y la relación entre los valores dentro de la serie ya que dependiendo de cuando

comience la misma se separan ciertos valores consecutivos en grupos diferentes para calcular la

media. Azami et al. [52] proponen una mejora a esta metodoloǵıa por medio de la generación de

nuevas series basadas en la original, el cálculo de la entroṕıa de permutación para cada una de

ellas y un posterior promedio de los resultados.

Definición 3.5.2. Escalas Múltiples Mejoradas

yk,tj =
1

t

jt+k−1∑
i=(j−1)t+k

xi 1 ≤ j ≤ bN/tc, 1 ≤ k ≤ t

zk,t = {yk,t1 , yk,t2 , ..., yk,tbN/tc, }

Definición 3.5.3. Entroṕıa de Permutación con Escalas Múltiples Mejoradas

IMPE (x, t, d) =
1

t

t∑
k=1

H
(
zk,t
)
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3.6 Entroṕıa de Permutación Dependiente del Tiempo

Frecuentemente los procesos estocásticos que modelan fenómenos de la vida real tienen cam-

bios trascendentales, muchas veces abruptos, que modifican completamente sus caracteŕısticas y

particularidades. La entroṕıa, al ser una medida de incertidumbre puede ser una de estas carac-

teŕısticas cambiantes a lo largo del tiempo, por lo que es importante evaluar qué cambio sufre a lo

largo del tiempo.

La Entroṕıa Dependiente del Tiempo fue utilizada en el ámbito de las finanzas para analizar

la estabilidad en variaciones diarias de los tipos de cambio mundiales [53], y en el ámbito de la

medicina para el estudio de electrocardiogramas en pacientes que sufrieron un paro card́ıaco [54]

y pacientes que sufrieron una isquemia cerebral [55].

Definición 3.6.1. Serie Dependiente del Tiempo

Sea X = x1, x2, ..., xT serie de tiempo con T elementos, w ≤ T el tamaño de la ventana y

∆ ≤ w el tamaño del paso. Definimos nuestra serie de tiempo Xs con ventana w y paso ∆ como:

Xs = x1+s∆, x2+s∆, ..., xw+s∆ s = 0, 1, 2, ...,

⌊
T − w

∆

⌋

Posteriormente, se utiliza esta serie Xs para el cálculo de la entroṕıa ∀s = 0, 1, 2, ...,

⌊
T − w

∆

⌋
.
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4 Caṕıtulo 4: Entroṕıa de Permutación aplicada a Series de

Residuos.

4.1 Indroducción

En este caṕıtulo se presentaran tres tipos de regresiones, la primera una Regresión Simple, la

segunda una regression con una Regularización de Tikhonov y la tercera con una Regularizacion

l1, penalizando la diferencia entre Vector de Antecendentes y el Vector Objetivo.

En los últimos años el mercado de retailiers online viene experimentando un crecimiento sin

precedentes. Empresas como Amazon o Alibaba se posicionaron entre las empresas más grandes

del mundo, Amazon alcanzando el primer lugar en el mundo en capitalización bursátil. Este auge

en el sector del e-commerce viene acompañado por un gran incremento en la demanda de modelos

que puedan medir el efecto de las campañas de medios en estos retailers, explicar el porqué de los

cambios en las ventas online.

El modelo que se presentará es un modelo multiplicativo que se linearizará aplicando logaritmos.

La variable dependiente son las ventas a nivel nación, semana, marca; mientras que las variables

independientes se agruparan en dos conjuntos: Núcleo y Medios.

V entasna,se,ma = Nucleona,se,ma ∗Mediosna,se,ma

na, se,ma = nacional, semana,marca

El núcleo contiene al intercepto (ordenada al origen) del modelo, nuestra variable de precio

y otras variables como la estacionalidad de la marca. Existen diversas maneras de modelar la

estacionalidad ya sea por medio de series trigonométricas y desarrollos de Fourier, utilizando

variables binarias por semana o utilizando regresiones auxiliares.

Núcleo:

Sea β el coeficiente de cada variable que estima la regresión.

Nuecleona,se,ma = Interceptona,se,ma ∗ Precioβna,se,ma ∗ βEstacionalidadna,se,ma

Medios:

Los eventos de medios ingresan al modelo en forma de GRPS (gross rating points), medida

que obtiene al dividir las impresiones o clicks por la población objetivo, por ende, cuantifica las

impresiones como un porcentaje de la población que puede recibir el mensaje. Posteriormente se

saturan estos GRPS de acuerdo a la Distribución de Weibull, utilizando tres parámetros: la vida

media, eficacia y penetración.
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Para capturar el efecto en el tiempo que provocan las campañas de medios en la población se

utiliza un decrecimiento exponencial de los GRPS por medio del parámetro de la vida media. La

letra e denota los distintos eventos de medios que contiene el modelo.

Adstockna,se,e = GRPSna,se,e +Adstockna,se−1,e ∗ 0.51/V idaMediae

La penetración indica el porcentaje total de consumidores que pueden ver los eventos de medios,

mientras que la eficacia denota la cantidad de veces que se necesita ver un anuncio para entender

el mensaje. Utilizando la penetración y la eficacia se estima la escala y la forma por medio de

estimadores de máxima verosimilitud o métodos de mı́nimos cuadrados.

Alcancena,se,ma = Pene

(
1− e−(Adstockna,se,e/Escalae)

Formae
)

Mediosna,se,ma =
E∏
e=1

βAlcancena,se,ma

4.2 Modelos

Se presentaran tres modelos , dos de los cuales estan penalizados por la norma de una trans-

formación lineal de la diferencia entre el Vector de Antecedentes y el coeficiente.

4.2.1 Modelo 1: Regresión Simple

argmin
x

(
‖Ax− b‖22

)

Teorema 4.2.1. Existencia y unicidad de la solución Mı́nimos Cuadrados.

Demostración:

Sea A ∈ Rm×n espacio vectorial de matrices de m por n, con columnas linealmente independi-

entes y b ∈ Rm. La Regresión Simple tiene solución única x̂ = A†b =
(
ATA

)−1
AT b.

f(x) = ‖Ax− b‖22 ∇f(x̂) = 2AT (Ax̂− b)

∇f(x̂) = 0 ⇐⇒ ATAx̂−AT b = 0 ⇐⇒ ATAx̂ = AT b
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‖Ax− b‖22 = ‖Ax−Ax̂+Ax̂− b‖22 =

‖Ax−Ax̂‖22 + ‖Ax̂− b‖22 + 2 (Ax−Ax̂)
T

(Ax̂− b)

(Ax−Ax̂)
T

(Ax̂− b) = (A(x− x̂))
T

(Ax̂− b) = (x− x̂)TAT (Ax̂− b)

= (x− x̂)T
(
ATAx̂−AT b

)
= (x− x̂)T 0 = 0

Donde se desprende que ‖Ax− b‖22 = ‖Ax−Ax̂‖22 + ‖Ax̂− b‖22

Por ende: ‖Ax̂− b‖22 ≤ ‖Ax− b‖
2
2

Si ‖Ax̂− b‖22 = ‖Ax− b‖22 entonces ‖Ax−Ax̂‖22 = 0 ⇐⇒ A(x− x̂) = 0

Como las columnas de A son linealmente independientes el nucleo de A consiste unicamente

por el vector 0 entonces x− x̂ = 0 ⇐⇒ x = x̂.

El Análisis Convexo se permite garantizar que los mı́nimos locales sean mı́nimos globales y,

bajo la condición de Convexidad Estricta, que estos mı́nimos locales sean únicos.

La condicion de segundo orden para la Convexidad (Teorema 1.1.13) son una opción para garan-

tizar que funciónes C2, si el Hessiano de nuestra función está definido positivo, sean Estrictamente

Convexas.

Teorema 4.2.2. Condiciones para la Convexidad Estricta

Dado f(x) = ‖Ax− b‖22 , con el Hessiano ∇2f(x) = 2ATA , Si x ∈ Rn, x 6= 0, con las columnas

de A linealmente independientes: ⇒ xTATAx > 0

Demostración:

xTATAx = (Ax)TAx = ‖Ax‖22

Si las columnas de A son linealmente independientes Ax 6= 0 si x 6= 0

Teorema 4.2.3. Sea V espacio vectorial, ‖.‖ : V → R norma. ‖.‖22 es Estrictamente Convexa.

Demostración:

Sea x 6= y,∈ V ∧ θ ∈ (0, 1)

λ ‖x‖22 + (1− θ) ‖y‖22 − ‖θx+ (1− θ)y‖22

= θ2 ‖x‖22 + (1− θ) ‖y‖22 − θ2 ‖x‖22 − 2θ(1− θ)〈x, y〉 − (1− θ)2 ‖y‖22
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= θ(1− θ)
(
‖x‖22 + ‖y‖22 − 2〈x, y〉

)
= λ(1− λ) ‖x− y‖22 > 0

Teorema 4.2.4. Composición de Función Estrictamente Convexa con Función Af́ın g es Estric-

tamente Convexa si g en inyectiva.

Demostración:

Sea v 6= w, θ ∈ (0, 1). g : Rn → Rm, A ∈ Rmxn, b ∈ Rm m ≥ n

(f ◦ g)(θv + (1− θ)w) = f (g(θv + (1− θ)w)) = f (θ(Av + b) + (1− θ)(Aw + b))

Av + b 6= Aw + b ⇐⇒ Av 6= Aw, si el rango(A) = n.

Dado que Av + b 6= Aw + b de la definición de Convexidad Estricta:

f (θ(Av + b) + (1− θ)(Aw + b)) < θf(Av + b) + (1− θ)f(Aw + b)

= θf(g(v)) + (1− θ)f(g(w))

Teorema 4.2.5. Mı́nimos Locales son Mı́nimos Globales

Sea f Función Convexa , Y entorno abierto de x0 : ∀y ∈ Y f(x0) ≤ f(y) es Mı́nimo Local.

Para algun θ ∈ (0, 1).

Demostración:

y = θx0 + (1− θ)x, y ∈ Y , ∀x ∈ Rn u otro dominio Convexo.

f(y) ≤ θf(x0) + (1− θ)f(x)

Por ser f(x0) Mı́nimo Local:

f(y) ≤ θf(x0) + (1− θ)f(x) ≤ θf(y) + (1− θ)f(x)

f(y) ≤ θf(y) + (1− θ)f(x)

f(x0) ≤ f(y) ≤ f(x) =⇒ f(x0) ≤ f(x)

Si f es Estrictamente Convexa f(x0) < f(x)
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4.2.2 Modelo 2: Regresión con Regularización de Tikhonov

El concepto de Vector de Antecedentes xa nace con el objeto de ajustar los valores de una

regresión a otros resultados obtenidos en modelos anteriores o en la experiencia emṕırica.

Definiendo a λ ∈ R+ como el peso que le otorgamos en la optimizacion a la distancia entre

nuesto Vector de Antecedentes y el Vector Objetivo al pasar por la transformacion representada

por la matriz P ∈ Rm×n. El segundo modelo esta regularizado por la norma eucĺıdea de una

transformación lineal de la diferencia entre estos dos vectores, se denomina Regularización de

Tikhonov:

argmin
x

(
‖Ax− b‖22 + λ ‖P (x− xa)‖22

)

Teorema 4.2.6. Existencia y unicidad de la solución para la Regresión con Regularización de

Tikhonov.

f(x) = ‖Ax− b‖22 + λ ‖P (x− xa)‖22 ∇f(x̂) = 0 ⇐⇒ 2ATAx̂− 2AT b+ 2λPTP (x̂− xa) = 0

(
2ATA+ 2λPTP

)
x̂ = 2AT b+ 2λPPTxa

Dado que ATA y PTP son matrices de Gram por el Teorema 1.1.10 son Definidas Positivas o

Semidefinidas Positivas. Por los Teoremas 1.1.11 y 1.1.12 si A o P tienen columnas linealmente

independientes entonces:

(
2ATA+ 2λPTP

)
es invertible.

x̂ =
(
2ATA+ 2λPTP

)−1
(2AT b+ 2λPPTx0)

Además el Hessiano de f , ∇2f(x) = 2ATA+2λPTP � 0 por lo que los Teoremas 1.1.13, 1.1.16

aseguran el Mı́nimo Global en x̂.

4.2.3 Modelo 3: Regresión con Regularización l1

El tercer modelo regulariza una transformación lineal de diferencia entre el Vector de An-

tecedentes y el Vector Objetivo utilizando la norma l1 .

argmin
x

(
‖Ax− b‖22 + λ ‖P (x− xa)‖1

)
Para garantizar la Convexidad Estricta de el Modelo 3, por el Teorema 1.1.8 se requiere que

las columnas de A sean linealmente independientes.
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Teorema 4.2.7. Sea V espacio vectorial, ‖.‖ : V → R norma. ‖.‖ es Convexa.

Demostración:

Por la desigualdad triangular y la escalabilidad de la norma:

∀v, w ∈ V , θ ∈ [0, 1] ‖θv + (1− θ)w‖ ≤ ‖θv‖+ ‖(1− θ)w‖ = θ ‖v‖+ (1− θ) ‖w‖

Teorema 4.2.8. Composición de Función Convexa con Función Af́ın es Convexa

Demostración:

Sea f Convexa, g Af́ın:

(f ◦ g)(θv + (1− θ)w) = f (g(θv + (1− θ)w)) = f (θAv + (1− θ)Aw + b)

= f (θ(Av + b) + (1− θ)(Aw + b)) = f (θg(v) + (1− θ)g(w))

f esta bien definida por el Teorema 1.1. Además, por la Convexidad de f :

≤ θf (g(v)) + (1− θ)f (g(w))

Teorema 4.2.9. Convexidad Estricta del Modelo 3

Sea A matrix ∈ Rm×n con columnas linealmente independientes. Sea x ∈ Rn, x 6= 0. Sea

‖Ax− b‖22 el primer término del Modelo 3 y λ ‖P (x− xa)‖1 el segundo término del mismo modelo.

Demostración:

Por el Teorema 4.2.1 se desprende que el primer término del Modelo 3 es Estrictamente

Convexo. También se pueden utilizar los Teoremas 4.2.3 y 4.2.4 demostrando la inyectividad de

Ax − b. De los Teoremas 4.2.7 y 4.2.8 se desprende que el segundo término del Modelo 3 es

Convexo. Sumando estos términos, por el Teorema 1.1.8 obtenemos el resultado deseado.

4.3 Series y Metodoloǵıa

Se considerarán modelos aplicados a dos marcas distintas pertenecientes a empresas de consumo

masivo, ambos de 104 semanas siendo los modelos pertenecientes a la segunda marca de mayor

complejidad, con más variables y mayor cantidad de valores de antecedentes. Todos los residuos

que se computen en estos modelos son previos a su transformación inversa y cualquier tipo de

transformación para eliminar el sesgo de linealizar el modelo. Toda la información para la creación

de las regresiones fue provista por Nielsen Holdings. Las variables utilizadas y los resultados

obtenidos se detallan en el Anexo A.

Definimos el Residuo como la diferencia entre las ventas reales b y las ventas estimadas be por

los distintos modelos.

62



Definición 4.3.1. Residuo

Residuo = b− be
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Figura 6: Residuos de los diferentes modelos para la Marca 1

 

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

1 4 7

1
0

1
3

1
6

1
9

2
2

2
5

2
8

3
1

3
4

3
7

4
0

4
3

4
6

4
9

5
2

5
5

5
8

6
1

6
4

6
7

7
0

7
3

7
6

7
9

8
2

8
5

8
8

9
1

9
4

9
7

1
0

0

1
0

3

Semana

Residuos Marca 2

Residuos Modelo 1 Residuos Modelo 2 Residuos Modelo 3

Figura 7: Residuos de los diferentes modelos para la Marca 2

Las optimizaciones se resolverán utilizando los paquetes de optimización Convexa de Matlab

CVX [56] [57] y FOM [58]. Para el calculo de las medidas de complejidad se utilizara el paquete

de Matlab TOCSY [59], el paquete de python Pyentrp [60] y códigos de creación propia.

Si bien no existe un criterio universal para la elección de los pesos del modelo, a mayor peso

mayor será la importancia relativa del V ector de Antecedentes. Utilizaremos para el Modelo 2

(M2) un peso de 64, mientras que para el Modelo 3 (M3) un peso de 999. Se utiliza una matriz

P diagonal con unos y ceros en la diagonal principal con el objeto de eliminar del segundo término

todos los coeficientes que no tengan antecedentes.

Para crear la Función de Probabilidad de Bandt y Pompe se utiliza la Permutación por Orden

Temporal, con dimensión de embedding d = 4 y d = 5 con embedding delay de τ = 1, τ = 2. Estos
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parámetros son comúnmente utilizados en los art́ıculos que aplican la Entroṕıa de Permutación y

en los modelos a utilizar capturan un intervalo temporal de aproximadamente un mes.

La Entroṕıa de Permutación y la Entroṕıa de Permutación Ponderada son las referencias de

base para el presente trabajo siempre utilizando la metodoloǵıa de Bandt y Pompe para el cálculo

de la Función de Probabilidad de Masa. Además, se optó por la Entroṕıa de Rényi con α = 2

comúnmente denominada Entroṕıa de Colisión, la Entroṕıa de Tsallis con q = 0.5 y finalmente la

Min-Entropy.

4.4 Resultados del Análisis Estático de los Residuos.

4.4.1 Análisis de la Metodoloǵıa de Bandt y Pompe

La primera etapa para detección de diferencias entre modelos pertenecientes a familia de

mı́nimos cuadrados, causadas por la inclusión y el peso de los antecedentes, es la elaboración

de nuestra Función de Probabilidad. El análisis de la estructura temporal de nuestras series de

Residuos por medio de la metodoloǵıa de Brandt y Pompe es una herramienta potente para cuan-

tificar cambios causados en ciertas semanas por la inclusión de antecedentes.

Los histogramas de las Figuras 8 y 9 muestran la Distribución de Probabilidad de los difer-

entes modelos. A simple vista se puede observar como la inclusión de antecedentes cambia

dramáticamente la estructura temporal, hay una ruptura de los patrones semanales de nuestra

serie de tiempo que generan divergencias en nuestras Funciones de Probabilidad.
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Figura 8: Funciones de Probabilidad de Masa de los distintos modelos para la Marca 1.
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Figura 9: Funciones de Probabilidad de Masa de los distintos modelos para la Marca 2.
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4.4.2 Entroṕıa

Con el objeto de cuantificar en nivel de incertidumbre y aleatoriedad en las series de Residuos

se presentarán diversas entroṕıas que utilizarán la Función de Probabilidad propuesta en la sección

anterior.

4.4.2.1 Marca 1

El análisis de la Marca 1 con los operadores de entroṕıa desnuda ciertas deficiencias que poseen

estos mismos para la clasificación de este tipo de series de tiempo. El cambio en la dimensión

de embedding y el embedding delay genera variaciones significativas en los resultados, pero no se

producen grandes inconsistencias en los valores relativos al variar los parámetros d y τ . Analizando

los valores obtenidos para la Información de Fisher en las tablas siguientes, se puede ver que el

operador sufre de algunas inconsistencias cuando se utiliza el parámetro d = 5 y τ = 2 ya que el

Modelo 1 tiene valores superiores al Modelo 3.

Con esta metodoloǵıa, la entroṕıa del Modelo 1 es siempre mayor a la del Modelo 2 y al

Modelo 3, caracterizando a al primero como un modelo con un mayor nivel de aleatoriedad e

incertidumbre. Los resultados son coherentes con la caracteŕıstica del Modelo 1 de no poseer un

Vector de Antecedentes.

La comparación entre el Modelo 2 y el Modelo 3 no arroja resultados suficientemente con-

sistentes para diferenciar ambos modelos por medio de la entroṕıa.

Modelos Entroṕıa Modelos Entroṕıa

104 M1 Shannon 4.384400257 104 M3 minentropy 2.26589406

104 M2 Shannon 4.035046784 104 M1 Tsallis 7.343645046

104 M3 Shannon 3.840653126 104 M2 Tsallis 6.807407513

104 M1 Ponderada 4.228674315 104 M3 Tsallis 6.409552022

104 M2 Ponderada 2.991236351 104 M1 Fisher 0.105674109

104 M3 Ponderada 3.019252316 104 M2 Fisher 0.123340761

104 M1 Renyi 4.213628942 104 M3 Fisher 0.155926489

104 M2 Renyi 3.319133683 104 M1 Varianza 0.000854533

104 M3 Renyi 3.085302145 104 M2 Varianza 0.00627084

104 M1 minentropy 3.658211483 104 M3 Varianza 0.004908226

104 M2 minentropy 2.410283969

Figura 10: Comparación de Entroṕıa: La siguiente tabla compara las distintas medidas elegidas
para la dimensión de embedding 4 y embedding delay de 1.
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Modelos Entroṕıa Modelos Entroṕıa

104 M1 Shannon 4.387456213 104 M3 minentropy 1.485426827
104 M2 Shannon 3.701613848 104 M1 Tsallis 7.443106251
104 M3 Shannon 3.36295232 104 M2 Tsallis 6.186167414

104 M1 Ponderada 4.184507552 104 M3 Tsallis 5.62194391
104 M2 Ponderada 3.007175343 104 M1 Fisher 0.072449052
104 M3 Ponderada 3.236933989 104 M2 Fisher 0.221491933

104 M1 Renyi 4.146210635 104 M3 Fisher 0.210523304
104 M2 Renyi 2.95209154 104 M1 Varianza 0.000930645
104 M3 Renyi 2.176858673 104 M2 Varianza 0.007347532

104 M1 minentropy 3.614709844 104 M3 Varianza 0.004432673
104 M2 minentropy 2.292781749

Figura 11: Comparación de Entroṕıa: La siguiente tabla compara las distintas medidas elegidas
para la dimensión de embedding 4 y embedding delay de 2.

Modelos Entroṕıa Modelos Entroṕıa

104 M1 Shannon 6.03856294 104 M3 minentropy 3.473931188
104 M2 Shannon 5.274757536 104 M1 Tsallis 14.67257352
104 M3 Shannon 4.95868857 104 M2 Tsallis 11.21744112

104 M1 Ponderada 5.69524349 104 M3 Tsallis 10.11423469
104 M2 Ponderada 3.776554308 104 M1 Fisher 0.33601963
104 M3 Ponderada 3.871789529 104 M2 Fisher 0.423990412

104 M1 Renyi 5.688489859 104 M3 Fisher 0.425577179
104 M2 Renyi 4.723876396 104 M1 Varianza 0.000141431
104 M3 Renyi 4.289762572 104 M2 Varianza 0.001263489

104 M1 minentropy 4.64385619 104 M3 Varianza 0.00082968
104 M2 minentropy 3.836501268

Figura 12: Comparación de Entroṕıa: La siguiente tabla compara las distintas medidas elegidas
para la dimensión de embedding 5 y embedding delay de 1.

En la Figura 14 podemos comparar más claramente los diferentes operadores para los

parámetros d y τ y ver los cambios en la estructura que provoca la modificación de los parámetros

utilizados para crear la Función de Probabilidad. Se puede destacar la Entroṕıa de Permutación

por ser consistente al variar los parámetros y por estar alineado a la interpretación teórica de la

entroṕıa. Los otros operadores también distinguen correctamente las diferentes series y en ĺınea

general son invariantes frente al cambio de parámetros.
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Modelos Entroṕıa Modelos Entroṕıa

104 M1 Shannon 5.878978777 104 M3 minentropy 1.941106311
104 M2 Shannon 4.769569106 104 M1 Tsallis 13.74125762
104 M3 Shannon 4.249686968 104 M2 Tsallis 9.775766823

104 M1 Ponderada 5.539472729 104 M3 Tsallis 8.236085404
104 M2 Ponderada 3.943008118 104 M1 Fisher 0.501213209
104 M3 Ponderada 4.140942348 104 M2 Fisher 0.522153139

104 M1 Renyi 5.584962501 104 M3 Fisher 0.495360421
104 M2 Renyi 3.893110354 104 M1 Varianza 0.000165498
104 M3 Renyi 2.847856032 104 M2 Varianza 0.000930932

104 M1 minentropy 4.584962501 104 M3 Varianza 0.000603085
104 M2 minentropy 3

Figura 13: Comparación de Entroṕıa: La siguiente tabla compara las distintas medidas elegidas
para la dimensión de embedding 5 y embedding delay de 2.

4.4.2.2 Marca 2

Los operadores de entroṕıa aplicados a la regresiónes de la Marca 2 también presentan incon-

sistencias provocadas por cambios en la dimensión de embedding y el vector de embedding.

La Entroṕıa de Permutación, la Entroṕıa de Permutación Ponderada, la Minentropia, la En-

troṕıa de Rényi se destacan por ser consistentes a lo largo de todas la variaciones utilizadas. Con

esta metodoloǵıa, la entroṕıa del Modelo 1 es siempre mayor a la del Modelo 2 y el Modelo 3

, caracterizando a al primero como un modelo con un mayor nivel de aleatoriedad e incertidum-

bre. Los resultados son coherentes con la caracteŕıstica del Modelo 1 de no poseer un Vector de

Antecedentes.

Los valores de la Información de Fisher no son consistentes para clasificar los modelos según la

existencia de antecedentes. Al aumentar dimensión del vector embedding y el embedding delay los

valores relativos entre los modelos cambian significativamente. En teoŕıa se espera que el Modelo

1 tenga valores inferiores al resto de los modelos que contienen información previa, sin embargo,

al aumentar el valor de estos parámetros se obtienen vectores con información perteneciente a

un rango temporal mucho mayor. Muchas de las variables modeladas junto a sus respectivos

antecedentes tienen un peŕıodo de actividad acotado, por lo que al incrementar la dimensión del

vector embedding y el embedding delay se corre el riesgo de perder la visión semanal y acotada de

algunas variables. Esto podŕıa significar una cáıda en la cantidad de información que aporta cada

antecedente al modelo.
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Figura 14: La siguiente figura compara los diversos modelos para cada tipo de medida, las Entroṕıas
de Permutación, la Entroṕıa de Rényi con α = 2, la Entroṕıa de Tsallis con q = 0.5, la Min-Entropy,
Información de Fisher y Varianza. Se normaliza por el valor máximo de cada medida.

Modelos Entroṕıa Modelos Entroṕıa

104 M1 Shannon 4.486700634 104 M3 minentropy 2.570748642

104 M2 Shannon 4.307180357 104 M1 Tsallis 7.616349354

104 M3 Shannon 4.202059941 104 M2 Tsallis 7.321884347

104 M1 Ponderada 4.406256301 104 M3 Tsallis 7.16418104

104 M2 Ponderada 3.728527336 104 M1 Fisher 0.030153944

104 M3 Ponderada 3.609985304 104 M2 Fisher 0.070950174

104 M1 Renyi 4.367816345 104 M3 Fisher 0.059817596

104 M2 Renyi 3.86231609 104 M1 Varianza 0.000368942

104 M3 Renyi 3.552809516 104 M2 Varianza 0.002659871

104 M1 minentropy 3.850856561 104 M3 Varianza 0.003535305

104 M2 minentropy 2.957771765

Figura 15: Comparación de Entroṕıa: La siguiente tabla compara las distintas medidas elegidas
para la dimensión de embedding 4 y embedding delay de 1.
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Modelos Entroṕıa Modelos Entroṕıa

104 M1 Shannon 4.434557458 104 M3 minentropy 2.292781749

104 M2 Shannon 4.124609478 104 M1 Tsallis 7.43951318

104 M3 Shannon 3.867329957 104 M2 Tsallis 6.900106498

104 M1 Ponderada 4.29570011 104 M3 Tsallis 6.447844253

104 M2 Ponderada 3.441039906 104 M1 Fisher 0.063248397

104 M3 Ponderada 3.40865681 104 M2 Fisher 0.106007181

104 M1 Renyi 4.296323561 104 M3 Fisher 0.106664876

104 M2 Renyi 3.712084677 104 M1 Varianza 0.00064949

104 M3 Renyi 3.112413288 104 M2 Varianza 0.003294737

104 M1 minentropy 3.807354922 104 M3 Varianza 0.003555676

104 M2 minentropy 3.155278225

Figura 16: Comparación de Entroṕıa: La siguiente tabla compara las distintas medidas elegidas
para la dimensión de embedding 4 y embedding delay de 2.

Modelos Entroṕıa Modelos Entroṕıa

104 M1 Shannon 6.01856294 104 M3 minentropy 3.184424571
104 M2 Shannon 5.66469472 104 M1 Tsallis 14.48678708
104 M3 Shannon 5.550476587 104 M2 Tsallis 13.05954957

104 M1 Ponderada 5.746317667 104 M3 Tsallis 12.67938626
104 M2 Ponderada 4.675034391 104 M1 Fisher 0.409448952
104 M3 Ponderada 4.569020477 104 M2 Fisher 0.405048577

104 M1 Renyi 5.748470171 104 M3 Fisher 0.360798922
104 M2 Renyi 4.870872005 104 M1 Varianza 0.000128858
104 M3 Renyi 4.526758828 104 M2 Varianza 0.000508554

104 M1 minentropy 5.058893689 104 M3 Varianza 0.000635361
104 M2 minentropy 3.64385619

Figura 17: Comparación de Entroṕıa: La siguiente tabla compara las distintas medidas elegidas
para la dimensión de embedding 5 y embedding delay de 1.

Modelos Entroṕıa Modelos Entroṕıa

104 M1 Shannon 6.048402344 104 M3 minentropy 3.584962501
104 M2 Shannon 5.547995053 104 M1 Tsallis 14.63728791
104 M3 Shannon 5.248974549 104 M2 Tsallis 12.26057112

104 M1 Ponderada 5.710823047 104 M3 Tsallis 11.26197841
104 M2 Ponderada 4.814469148 104 M1 Fisher 0.391985047
104 M3 Ponderada 4.829941295 104 M2 Fisher 0.467136657

104 M1 Renyi 5.74874983 104 M3 Fisher 0.370260523
104 M2 Renyi 5.107864346 104 M1 Varianza 0.000130427
104 M3 Renyi 4.53858393 104 M2 Varianza 0.000353401

104 M1 minentropy 4.584962501 104 M3 Varianza 0.000338306
104 M2 minentropy 4

Figura 18: Comparación de Entroṕıa: La siguiente tabla compara las distintas medidas elegidas
para la dimensión de embedding 5 y embedding delay de 2.
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La Marca 2 posee ciertas caracteŕısticas comparables con la Marca 1. En la Figura 19

podemos comparar más claramente los diferentes operadores para los parámetros d y τ y ver los

inconvenientes que poseen muchos de estos operadores para la caraterización de este tipo de series

de tiempo. Tal como en el caso de la Marca 1 la Entroṕıa de Permutación es consistente al variar

los parámetros y esta alineada a la interpretación teórica de la entroṕıa.
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Figura 19: La siguiente figura compara los diversos modelos para cada tipo de medida, las Entroṕıas
de Permutación, la Entroṕıa de Rényi con α = 2, la Entroṕıa de Tsallis con q = 0.5, la Min-Entropy,
Información de Fisher y Varianza. Se normaliza por el valor máximo de cada medida.
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4.4.3 Medidas de Complejidad

La Figura 20 es una representación gráfica de la Complejidad LMC utilizando la Entroṕıa de

Shannon normalizada con una dimensión de embedding d = 4. Con esta dimensión de embedding se

caracteriza a las regresiones con regularizaciones con una complejidad significativamente superior al

modelo sin antecedentes. El Plano de Complejidad muestra una clara distinción entre los modelos

de la Marca 1, en especial utilizando el parámetro τ = 2 que permite una distinción más precisa

entre los modelos con Regularización l1 y Regularización de Tikhonov.

0

0.1

0.2

0.3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

C
o

m
p

le
ji

d
ad

Entropía Normalizada

Plano de Complejidad Estadística (d= 4 τ =1)

104 M1 Ponderada 104 M2 Ponderada 104 M3 Ponderada

0

0.1

0.2

0.3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

C
o

m
p

le
ji

d
ad

Entropía Normalizada

Plano de Complejidad Estadística (d= 4 τ =2)

104 M1 Ponderada 104 M2 Ponderada 104 M3 Ponderada

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1C
o

m
p

le
ji

d
ad

Entropía Normalizada

Plano de Complejidad Estadística (d= 5 τ =1)

104 M1 Ponderada 104 M2 Ponderada 104 M3 Ponderada

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1C
o

m
p

le
ji

d
ad

Entropía Normalizada

Plano de Complejidad Estadística (d= 5 τ =2)

104 M1 Ponderada 104 M2 Ponderada 104 M3 Ponderada

Figura 20: Plano de Complejidad Estad́ıstica : La siguente figura muestra el Plano de Com-
plejidad Estad́ıstica para la Marca 1, utilizando la Entroṕıa de Permutación Ponderada con una
dimensión de embedding d=4.
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Al cambiar la dimensión de embedding a 5 se observan cambios significativos en el compor-

tamiento de los distintos modelos. A pesar que para cada dimension de embedding la Divergencia

de Jensen-Shannon del modelo sin regularizaciones es menor a el de los otros dos, el parámetro

τ = 5 reduce significativamente esta diferencia y esto genera un valor de complejidad superior. El

aumento en la dimensión del vector de embedding genera vectores de mayor dimensión con infor-

mación perteneciente a una mayor cantidad de semanas. Esto podŕıa significar que una cantidad

superior de variables y antecedentes impacten en cada vector de embedding, por lo que posiblemente

se reduciŕıa el efecto en la serie de cada antecedente en particular.

La Figura 21 muestra una clara distinción entre los modelos con regrularización y el modelo

sin, este último se destaca por tener una complejidad y una entroṕıa muy superior al resto.
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Figura 21: Plano de Complejidad Estad́ıstica : La siguente figura muestra el Plano de Com-
plejidad Estad́ıstica para la Marca 1, utilizando la Entroṕıa de Permutación Ponderada con una
dimensión de embedding d=5.
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Los resultados obtenidos para la Marca 2 muestras muchas similitudes con la Marca 1.

En ambas marcas se observa una clara distinción entre los modelos con y sin antecedentes, con

resultados consistentes al cambiar los parámetros de embedding y un comportamiento similar

al utilizar la dimensión de embedding d = 5. Las Figuras 22 y 23 muestran notoriamente a los

residuos de las regresiones con regularizaciones como series de mayor complejidad y menor entroṕıa.

A pesar de esto, el cambio en la dimensión de embedding tiene un efecto categórico en el valor de la

complejidad de la serie. Con el parámetro τ = 4 la complejidad de los modelos con regularización

es aproximadamente el triple que la del M1, pero al cambiar a τ = 5 la complejidad de los primeros

solamente representa 1.3 veces la del M1.
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Figura 22: Plano de Complejidad Estad́ıstica : La siguente figura muestra el Plano de Com-
plejidad Estad́ıstica para la Marca 2, utilizando la Entroṕıa de Permutación Ponderada con una
dimensión de embedding d=5.
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Figura 23: Plano de Complejidad Estad́ıstica : La siguente figura muestra el Plano de Com-
plejidad Estad́ıstica para la Marca 2, utilizando la Entroṕıa de Permutación Ponderada con una
dimensión de embedding d=5.
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Las Figuras 24, 25, 26 y 27 muestran la utilización de la Información de Fisher para medir

la cantidad de información disponible en los residuos de los diferentes modelos y la medida de

Complejidad de Cramer-Rao. En este aspecto podemos destacar el Modelo 2 y el Modelo 3

como los que poseen un mayor grado de información intŕınseco en los residuos y un mayor grado

de complejidad. Consistentemente con las métricas anteriores, el Modelo 1 de 104 semanas se

destaca por ser el de menor complejidad y por tener la menor cantidad de información propia.

Podemos destacar la gran consistencia de la Complejidad de Cramer-Rao a lo largo de todos los

parámetros y las dos marcas. En todas las configuraciones se logra diferenciar con claridad los

diferentes modelos, y además se obtiene una clara diferenciación entre los modelos M2 y M3.
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Figura 24: Plano de Complejidad Estad́ıstica de Cramer-Rao : La siguente figura muestra
el Plano de Complejidad Estad́ıstica de Cramer-Rao para la Marca 1, utilizando la Información
de Fisher con una dimensión de embedding d=4.
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Figura 25: Plano de Complejidad Estad́ıstica de Cramer-Rao : La siguente figura muestra
el Plano de Complejidad Estad́ıstica de Cramer-Rao para la Marca 1, utilizando la Información
de Fisher con una dimensión de embedding d=5.
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Figura 26: Plano de Complejidad Estad́ıstica de Cramer-Rao : La siguente figura muestra
el Plano de Complejidad Estad́ıstica de Cramer-Rao para la Marca 2, utilizando la Información
de Fisher con una dimensión de embedding d=4.
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Figura 27: Plano de Complejidad Estad́ıstica de Cramer-Rao : La siguente figura muestra
el Plano de Complejidad Estad́ıstica de Cramer-Rao para la Marca 2, utilizando la Información
de Fisher con una dimensión de embedding d=5.
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4.5 Resultados del Análisis Dinámico de los Residuos

Dada la dependencia temporal que poseen las variables y los antecedentes de los presentes

modelos, la evolución temporal de la entroṕıa y la complejidad pueden proporcionar información

valiosa acerca del momento en donde impactan ciertos antecedentes de manera más significativa

en el modelo. La Entroṕıa de Permutación Dependiente del Tiempo permite analizar cambios en

la estructura de nuestras series de residuos posibilitando la comparación del impacto que tienen

ciertos antecedentes particulares en el modelo. Ya que el Análisis Dinámico es, temporalmente

hablando, de carácter más acotado que el estático, posibilita la identificación de los antecedentes

y las semanas donde la estructura del modelo sin antecedentes se rompe y el nivel de complejidad

y entroṕıa de la serie cambia.

 

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100

En
tr

o
p

ía

Semana

Entropía Marca 1

Entropía Modelo 1 Entropía Modelo 2 Entropía Modelo 3

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100

C
o

m
p

le
jid

ad

Semana

Complejidad Marca 1

Complejidad Modelo 1 Complejidad Modelo 2 Complejidad Modelo 3

Figura 28: La siguente figura muestra la evolución de la Entroṕıa de Permutación Ponderada y
la Complejidad LMC para la Marca 1, con una ventana w = 20, paso ∆ = 1 y dimensión de
embedding. d = 4.

El Análisis Dinámico de la entroṕıa de la Marca 1 en la Figura 28 destaca la aleatoriedad del

Modelo 1 por sobre los demas modelos en todas las ventanas temporales. Las series pertenecientes

al Modelo 2 y el Modelo 3 presentan una importante disminución de la entroṕıa en las primeras

semanas, este comportamiento está acompañado por una disminución importante y un aumento

similar de los residuos en un peŕıodo temporal corto, como se puede observar en la Figura 6. Otra
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disminución importante en la entroṕıa se da entre las semanas 43 y 67. Durante este peŕıodo

los residuos se vuelven más negativos (ver Figura 6), aumentan drásticamente para luego caer de

manera abrupta. La complejidad hereda gran parte del comportamiento de la entroṕıa y ambas

parecen ser muy sensibles a cambios abruptos y pronunciados en los residuos.

Las series pertencecientes a la Marca 2 tamb́ıen tienen un comportamiento similar al obtenido

en Análisis Estático una vez que fijamos la variable temporal. Se observa en las Figura 29 una

abrupta disminución en la entroṕıa entre las semanas 60 y 80 que corresponde a una caida impor-

tante en el valor de los residuos con subidas abruptas, pero siempre con tendencia a la baja durante

este peŕıodo. La series de complejidad para la Marca 2 tiene visualmente un comportamiento

oscilatorio de mayor frequencia que la serie de la Marca 1, pero de menor amplitud. A pesar

que los modelos con regularizaciones tienen picos más elevados y peŕıodos con complejidad muy

superior al Modelo 1 no se vislumbra un claro patrón utilizando la ventana temporal de 20 dias.
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Figura 29: La siguente figura muestra la evolución de la Entroṕıa de Permutación Ponderada y
la la Complejidad LMC para la Marca 2, con una ventana w = 20, paso ∆ = 1 y dimensión de
embedding. d = 4.
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4.6 Conclusiones del Caṕıtulo

La Teoŕıa de la Información proporciona herramientas útiles para el análisis y la clasificación

de series de tiempo ya sea de manera estática como dinámica. La gran mayoŕıa de los operadores

lograron discriminar las series de residuos devenidas de modelos con y sin regularizaciones de

manera consistente, incluso cambiando parámetros espećıficos del operador. En prácticamente

todos los casos se penalizó la introducción de antecedentes con una menor entroṕıa y un mayor

nivel de complejidad lo cual va de la mano con la interpretación teórica de estos operadores.

El Análisis Dinámico de las series de tiempo con las series de entroṕıa y complejidad es con-

sistente con el Análisis Estático de los modelos y permite detectar con claridad ciertas fases de

gran turbulencia. A pesar de esto, las series de entroṕıa tienen una interpretación visual mucho

más clara que las de complejidad. Estas últimas se destacan por ser más ruidosas que las series de

entroṕıa ya que el operador en si incorpora una mayor cantidad de elementos e información.

Se desprende del Análisis Dinámico la necesidad de crear criterios estad́ısticos y metodológicos

para la elección de los parámetros y para la búsqueda de la clasificación óptima de las series. Para

un análisis más completo se necesita programar e implementar algoritmos como los expuestos en

[61, 62] que permitan determinar la dimension de embedding mı́nima. Es necesario desarrollo de

métodos de validación cruzada como, por ejemplo, el LOO (leave one out) [63] para poder comparar

los distintos operadores utilizando parámetros diferentes. Por último, se destaca la obligación de

desarrollar distintos modelos que permitan predecir los valores futuros de la serie original a partir

de la evolución temporal de estos operadores.
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5 Caṕıtulo 5: Entroṕıa de Permutación aplicada a Índices

Bursátiles.

5.1 Introducción

Este caṕıtulo se enfocará en el estudio del ı́ndice Merval y su correspondiente evolución en el

tiempo comparándolas contra dos series de gran relevancia y comúnmente asociadas con el estado

macroeconómico del páıs, el precio del dólar y el Riesgo Páıs. Se utilizarán las medidas de entroṕıa

y complejidad para detectar y pronosticar peŕıodos de gran incertidumbre y peŕıodos de estabilidad.

Un ı́ndice bursátil de un conjunto de acciones es un número que busca reflejar el valor y los

cambios en el valor de las acciones que lo componen. Generalmente se calcula realizando un

promedio ponderado de las acciones que lo forman, con un factor de ponderación basado en el

precio o el valor de la capitalización bursátil de las empresas pertinentes.

El Merval es el principal ı́ndice bursátil de Argentina. Este mide el valor en pesos de una canasta

teórica de acciones, seleccionadas de acuerdo a criterios que ponderan su liquidez. El porcentaje

de participación que cada acción tendrá en el ı́ndice está basado en el número de operaciones y el

volumen efectivo operado durante los seis meses anteriores.

Entre las series de tiempo que brindan mayor información acerca de la volatilidad y turbulencia

económica del páıs, el precio del dólar y el Riesgo Páıs son dos de las más destacadas y de mayor

reconocimiento entre el conjunto de la población. El Riesgo Páıs es un indicador que elabora JP

Morgan midiendo la diferencia entre la tasa interna de retorno de los bonos de Estados Unidos

y la tasa interna de retorno de los bonos soberanos de otros páıses. Este ı́ndice cuantifica el

riesgo inherente de las operaciones financieras por fuera de Estados Unidos. En Argentina, en las

numerosas crisis económicas que sufrió el páıs se produjeron cáıdas importantes en la demanda

de bonos soberanos, impactando al ı́ndice en cuestión negativamente y permitiendo que alcance

valores muy elevados.

Se busca en el presente caṕıtulo obtener una caracterización de los peŕıodos de crisis e incer-

tidumbre por medio de operadores de complejidad y entroṕıa observando este fenómeno desde dos

perspectivas diferentes: la tendencia y la turbulencia a corto plazo. Se teoriza que las series pre-

sentaran un amplio componente de tendencia, pero en corto plazo las series presentaran una gran

turbulencia y aleatoriedad. Al disminuir la ventana para el cálculo para la entroṕıa aumentará el

ruido en la serie y se requerirá filtros más complejos e información horaria para la precisa detección

de cambios económicos en el corto plazo.

5.2 Metodoloǵıa

5.2.1 Series

Se analizarán los precios de cierre diarios del ı́ndice bursátil S&P Merval. Se representará con

Xt el precio de cierre del d́ıa y con Xt−1 el precio de cierre del d́ıa anterior. Se utilizará la tasa

logaŕıtmica de rendimientos para analizar el cambio temporal del ı́ndice bursátil. Esta metodoloǵıa
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se popularizo en el área de las finanzas por diversos factores como por ejemplo que muchas series

de precios tienen Distribución Log-normal. Las series y programas utilizados se presentarán en el

Anexo B.

Definición 5.2.1. Rendimiento Logaŕıtmico

rt = ln(Xt)− ln(Xt−1)
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Figura 30: Rendimiento logaŕıtmico del S&P Merval entre 1/2/2017 y 5/28/2019.

Para medir los cambios en el precio del dólar se eligió el precio de cierre comprador del Banco

Nación.
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Figura 31: Precio de cierre y variación porcentual del dolar Banco Nación entre 1/2/2017 y el
5/28/2019.
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Además, se utilizará el indicador de JP Morgan como serie de referencia para medir el riesgo

inherente de operar en Argentina.
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Figura 32: Indice de Riesgo Páıs desde 1/2/2017 hasta 5/28/2019.

5.2.2 Entroṕıa y Modelos Estad́ısticos

Se utilizará la Entroṕıa de Permutación Ponderada Dependiente del Tiempo con ventanas de

200, 180, 90 d́ıas. La Divergencia de Jensen-Shannon como base para el cálculo de la complejidad.

Dado que todas las series presentan una tendencia marcada, para el cálculo de estad́ısticos de

relación y significancia se presentarán dos modelos simples con la tendencia incluida como variable.

El primer modelo, una Regresión Simple se utilizará para cuantificar el impacto de la tendencia en

las series. El segundo modelo introduce un nuevo término, la serie de entroṕıa o complejidad como

variable independiente como base para explicar la variable dependiente ya sea la serie de precios

del dólar o el Riesgo Páıs.

Definición 5.2.2. Modelo de Tendencia

Sean εi independientes ∼ N(0, σ2) ∀i = 1, ..., n

yi = b0 + b1Tendenciai + εi

Donde Tendenciai es el número de d́ıa en el peŕıodo temporal a considerar, b0 es un estimador

del verdadero intercepto β0 (ordenada al origen), b1 es un estimador del parámetro de tendencia

real β1 y εi es el error.

Para evaluar la significatividad de nuestros coeficientes se utilizará un test de hipótesis basado

en la Distribución t de Student.
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Definición 5.2.3. Test de Hipótesis para el Modelo de Tendencia

Las hipótesis son:

H0 : β1 = 0

Hα : β1 6= 0

Dado nuestros supuestos, se cumple que [64]:

b1 − β1

s(b1)
∼ t(n− 2) Student con (n− 2) grados del libertad.

Definición 5.2.4. Modelo de Tendencia y Entroṕıa/Complejidad

yi = b0 + b1Tendenciai + b2 Entropia/Complejidadi

Donde b2 Entropia/Complejidadi corresponde a la entroṕıa o complejidad del dia i.

Definición 5.2.5. Test de Hipótesis para modelos de Tendencia y Entroṕıa/Complejidad

Con k = 0, 1, 2, las hipótesis son:

H0 : βk = 0

Hα : βk 6= 0

Dado nuestros supuestos:

bk − βk
s(bk)

∼ t(n− 3) Student con (n− 3) grados del libertad.
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5.3 Resultados

5.3.1 Entroṕıa

El cambio temporal de la Entroṕıa de Permutación en las Figuras 33 y 34 muestran una marcada

tendencia descendiente a partir de mayo del año 2018 mientras que la serie perteneciente a la Figura

35 no tiene una tendencia clara, pero comparte junto con las otras dos series la gran cáıda de mayo

del 2018. A partir de esta fecha los saltos en el precio del dólar se vuelven muy marcados, con gran

intensidad. Este comportamiento se repite de manera periódica, pero pierda cierta intensidad en

el final de la serie.

La Entroṕıa de Permutación Ponderada detecta efectivamente cambios bruscos en tipo de cam-

bio y la inestabilidad económica que atraviesa el páıs, caracterizando a la serie del S&P Merval

con un grado de aleatoriedad much́ısimo menor a partir de mediados del año 2018. Además, se

puede destacar la consistencia del operador a lo largo de todas las diferentes ventanas temporales

utilizadas.
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Figura 33: Comparación entre la Entroṕıa de Permutación Ponderada del S&P Merval con una
ventana de 200 d́ıas y el cambio porcentual en el precio del dólar.
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Figura 34: Comparación entre la Entroṕıa de Permutación Ponderada del S&P Merval con una
ventana de 180 d́ıas y el cambio porcentual en el precio del dólar.
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Figura 35: Comparación entre la Entroṕıa de Permutación Ponderada del S&P Merval con una
ventana de 90 d́ıas y el cambio porcentual en el precio del dólar.
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5.3.1.1 Análisis de Tendencias

Con el objeto de analizar estad́ısticamente el grado de relación y la tendencia general entre

las series se utilizarán tres medidas de correlación: el Coeficiente de Pearson, el Coeficiente de

Spearman y el Coeficiente de Kendall Tau. Las tres medidas muestran una correlación positiva

fuerte entre las series de entroṕıa con ventanas de 200 y 180 d́ıas, y una correlación positiva mucho

más débil con la de 90 d́ıas. Las series de 200 y 180 d́ıas están negativamente correlacionadas con el

precio del dólar y el ı́ndice de Riesgo Páıs mientras que la serie de 90 d́ıas no posee prácticamente

ninguna correlación con estas dos series. Claramente todas las series a excepción de la S&P Merval

de 90 d́ıas poseen una tendencia muy marcada que influye en el valor de los coeficientes calculados.

Serie S&P Merval 200 S&P Merval 180 S&P Merval 90 Dolar Riesgo Páıs

S&P Merval 200 1.0000 0.5741 0.0670 -0.7836 -0.7475

S&P Merval 180 0.5741 1.0000 0.6468 -0.4565 -0.3947

S&P Merval 90 0.0670 0.6468 1.0000 0.1052 0.1606

Dolar -0.7836 -0.4565 0.1052 1.0000 0.9389

Riesgo Páıs -0.7475 -0.3947 0.1606 0.9389 1.0000

Tabla 1: Coeficientes de Correlación de Person

Serie S&P Merval 200 S&P Merval 180 S&P Merval 90 Dolar Riesgo Páıs

S&P Merval 200 1.0000 0.4100 -0.0436 -0.7124 -0.6502

S&P Merval 180 0.4100 1.0000 0.5960 -0.5985 -0.5127

S&P Merval 90 -0.0436 0.5960 1.0000 -0.0671 0.0487

Dolar -0.7124 -0.5985 -0.0671 1.0000 0.6853

Riesgo Páıs -0.6502 -0.5127 0.0487 0.6853 1.0000

Tabla 2: Coeficientes de Correlación de Spearman

Serie S&P Merval 200 S&P Merval 180 S&P Merval 90 Dolar Riesgo Páıs

S&P Merval 200 1.0000 0.2778 -0.0447 -0.4514 -0.3925

S&P Merval 180 0.2778 1.0000 0.4176 -0.3529 -0.3120

S&P Merval 90 -0.0447 0.4176 1.0000 -0.0533 0.0304

Dolar -0.4514 -0.3529 -0.0533 1.0000 0.4999

Riesgo Páıs -0.3925 -0.3120 0.0304 0.4999 1.0000

Tabla 3: Coeficientes de Correlación de Kendall Tau
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5.3.1.2 Regresiones

El primer modelo tiene el objeto de cuantificar el componente intŕınseco de tendencia que

poseen las series de entroṕıa, el dólar y el Riesgo Páıs por medio de una regresión simple. La

siguiente tabla muestra los principales resultados de este modelo: los coeficientes estimados de la

regresión, y para cuantificar si estos coeficientes son significativos, los t-valores p-valores.

Modelos Variable Estimado t-valor p-valor

S&P Merval 200 b0 0.97317 782.41 0

S&P Merval 200 b1 0.00000411 -23.42 0

S&P Merval 180 b0 0.00172 557.45 0

S&P Merval 180 b1 0.00000569 -15.2 0

S&P Merval 90 b0 0.003 302.16 0

S&P Merval 90 b1 0.00000991 -1.1 0.2728

Dolar b0 8.89251 26.79 0

Dolar b1 0.00111 55.5 0

Riesgo Páıs b0 304.33511 35.55 0

Riesgo Páıs b1 0.83726 29.58 0

Tabla 4: Coeficientes y Estad́ısticos del Modelo de Tendencia.

En el marco de esta regresión lineal, prácticamente todos los modelos presentan un componente

de tendencia importante y los signos de los coeficientes son consistentes con los valores esperados

al ver la serie gráficamente. El test estad́ıstico t categoriza a la tendencia como coeficientes signi-

ficativos para todas las series menos el S&P Merval con ventana de 90 d́ıas. Esta serie evalúa un

periodo temporal más corto y la tendencia se pierde por la volatilidad bursátil.

El segundo modelo busca establecer a las series de entroṕıa como variables explicativas para

modelar y explicar los cambios en el precio del dólar y el ı́ndice de Riesgo Páıs. Las regresiones con

el dólar y el Riesgo Páıs como variable dependiente se destacan por atribuir menos importancia a

la tendencia y presentan discrepancias en los signos de sus coeficientes, las series de 180 y 90 d́ıas

tienen un coeficiente positivo, mientras que la serie de 200 d́ıas negativo. Si bien los signos de los

coeficientes para las diferentes series del Merval son consistentes al cambiar la variable dependiente,

la ventana de 200 d́ıas es la que posee el coeficiente que concuerda con la evolución de la entroṕıa en

el tiempo. Estad́ısticamente, los t-valores muestran coeficientes significativos en todos los modelos

a excepción del modelo de Riesgo Páıs con entroṕıa de 180 d́ıas que posee un coeficiente b0 muy

poco significativo dado los supuestos utilizados.
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Modelos S&P Ventana Variable Estimado t-valor p-valor

Dólar 200 b0 128.7857439 12.57911319 0.00000

Dólar 200 b1 0.0496715 35.11242616 0.00000

Dólar 200 b3 -123.1063534 -11.7067271 0.00000

Dólar 180 b0 -24.17505032 -2.99467309 0.00288

Dólar 180 b1 0.064522217 49.16810305 0.00000

Dólar 180 b3 34.59574251 4.110819442 0.00005

Dólar 90 b0 -30.90396406 -7.546222253 0.00000

Dólar 90 b1 0.0620111 60.71494919 0.00000

Dólar 90 b3 44.07072002 9.767349241 0.00000

Riesgo Páıs 200 b0 3139.897031 11.7950029 0.00000

Riesgo Páıs 200 b1 0.556544271 15.13052755 0.00000

Riesgo Páıs 200 b3 -2913.741845 -10.65630176 0.00000

Riesgo Páıs 180 b0 -109.5225282 -0.524911911 0.59987

Riesgo Páıs 180 b1 0.87458661 25.7856407 0.00000

Riesgo Páıs 180 b3 431.8083433 1.985170027 0.04765

Riesgo Páıs 90 b0 -537.4269174 -4.996577175 0.00000

Riesgo Páıs 90 b1 0.847375895 31.58930984 0.00000

Riesgo Páıs 90 b3 930.0660698 7.848346251 0.00000

Tabla 5: Coeficientes y Estad́ısticos del modelo de Entroṕıa y Tendencia.

5.3.2 Complejidad

Las series temporales de complejidad temporal muestran patrones muy marcados y una ten-

dencia ascendente a partir de mayo del año 2018. La Divergencia de Jensen-Shannon junto con

la Entroṕıa de Permutación Ponderada asocian los momentos de mayor incertidumbre y cambios

bruscos en la serie del S&P Merval con un valor de complejidad superior. Las series de complejidad

son consistentes a lo largo de las diferentes ventanas temporales y poseen gran sensibilidad frente

a los cambios del ı́ndice bursátil. Se puede observar que entre los años 2017 y 2019 la complejidad

del sistema se cuadriplica a medida que los saltos en el tipo de cambio se hacen más frecuentes y

más abruptos.
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Figura 36: Comparación entre la Complejidad del S&P Merval con una ventana de 200 d́ıas y el
cambio porcentual en el precio del dólar.
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Figura 37: Comparación entre la Complejidad del S&P Merval con una ventana de 180 d́ıas y el
cambio porcentual en el precio del dólar.
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Figura 38: Comparación entre la Complejidad del S&P Merval con una ventana de 90 d́ıas y el
cambio porcentual en el precio del dolar.

5.3.2.1 Análisis de Tendencias

Para en análisis estad́ıstico entre las series de complejidad y el precio del dólar también se utilizó

tres medidas de correlación: el Coeficiente de Pearson, el Coeficiente de Spearman y el Coeficiente

de Kendall Tau. Las tablas de muestran una correlación positiva importante entre las medidas de

complejidad con ventanas de 200 y 180 d́ıas, mientras que la serie con ventana de 90 d́ıas presenta

una correlación mucho más débil con ambas. Las series de 200 y 180 d́ıas están positivamente

correlacionadas con el precio del dólar y el Riesgo Páıs mientras que la serie de 90 d́ıas tiene una

correlación positiva pequeña con estas series temporales.

Los coeficientes de Spearman y Kendall Tau son consistentes en la dirección de las relaciones,

pero presentan valores inferiores a los producidos con la metodoloǵıa de Pearson.

Serie S&P Merval 200 S&P Merval 180 S&P Merval 90 Dolar Riesgo Páıs

S&P Merval 200 1.0000 0.8708 0.3282 0.8407 0.6857

S&P Merval 180 0.8708 1.0000 0.4267 0.8241 0.6819

S&P Merval 90 0.3282 0.4267 1.0000 0.2382 0.2077

Dolar 0.8407 0.8241 0.2382 1.0000 0.9389

Riesgo Páıs 0.6857 0.6819 0.2077 0.9389 1.0000

Tabla 6: Coeficientes de Correlación de Pearson

91



Serie S&P Merval 200 S&P Merval 180 S&P Merval 90 Dolar Riesgo Páıs

S&P Merval 200 1.0000 0.6896 0.2425 0.6320 0.2782
S&P Merval 180 0.6896 1.0000 0.2742 0.6149 0.2825
S&P Merval 90 0.2425 0.2742 1.0000 0.1550 0.1399

Dolar 0.6320 0.6149 0.1550 1.0000 0.4999
Riesgo Páıs 0.2782 0.2825 0.1399 0.4999 1.0000

Tabla 8: Coeficientes de Correlación de Kendall Tau

Serie S&P Merval 200 S&P Merval 180 S&P Merval 90 Dolar Riesgo Páıs

S&P Merval 200 1.0000 0.8624 0.3598 0.8325 0.4639

S&P Merval 180 0.8624 1.0000 0.4134 0.8351 0.4882

S&P Merval 90 0.3598 0.4134 1.0000 0.2218 0.2018

Dolar 0.8325 0.8351 0.2218 1.0000 0.6853

Riesgo Páıs 0.4639 0.4882 0.2018 0.6853 1.0000

Tabla 7: Coeficientes de Correlación de Spearman

5.3.2.2 Regresiones

El primer modelo tiene el objeto de cuantificar el componente intŕınseco de tendencia que

poseen las series de complejidad, el dólar y el Riesgo Páıs por medio de una regresión simple. La

siguiente tabla muestra los principales resultados de este modelo: los coeficientes estimados de la

regresión, y para cuantificar si estos coeficientes son significativos, los t-valores y los p-valores.

Modelos Variable Estimado t-valor p-valor

S&P Merval 200 b0 0.0115248 27.96015514 0.00000

S&P Merval 200 b1 0.000051892 38.06901912 0.00000

S&P Merval 180 b0 0.0133278 26.48815978 0.00000

S&P Merval 180 b1 0.000057209 34.38103916 0.00000

S&P Merval 90 b0 0.0533154 39.51493304 0.00000

S&P Merval 90 b1 0.000018541 4.155228264 0.00004

Dólar b0 8.982512817 26.79181463 0.00000

Dólar b1 0.0615319 55.49678215 0.00000

Riesgo Páıs b0 304.3351135 35.55186286 0.00000

Riesgo Páıs b1 0.837262531 29.5757192 0.00000

Tabla 9: Coeficientes y Estad́ısticos del Modelo de Tendencia.

Los Modelos de Tendencia basados en las series de complejidad se caracterizan por tener signos

consistentes con la naturaleza creciente de la complejidad y valores de tendencia significativos a lo

largo de todas las series.
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En las series de complejidad se observa, a lo largo de las diferentes ventanas, una tendencia

más marcada que en las series de entroṕıa. El estad́ıstico t muestra a todos los coeficientes b1

como estad́ısticamente significativos, incluso para la serie S&P Merval 90. A pesar de esto, la serie

de complejidad del S&P Merval 90 es la que tiene menor tendencia con un coeficiente de 4.155,

el menor coeficiente entre todas las series de complejidad. La variación del S&P Merval 90 está

concentranda en los picos de mayor incertidumbre económica lo que es totalmente consistente con

la naturaleza más acotada de la información que recibe el operador.

Las regresiones con las series de complejidad coeficientes con signos totalmente consistentes

entre los diferentes modelos, todos ellos positivos. El signo positivo del coeficiente b3 es conforme

con la intuición teórica de la complejidad y con la dirección del cambio temporal en la complejidad

para nuestro peŕıodo de análisis.

Estad́ısticamente, los modelos presentan coeficientes significativos y solamente el modelo de

Riesgo Páıs, con complejidad calculada con una ventana de 200, d́ıas presenta un coeficiente b3

con valores fuera del rango aceptable.

Modelos S&P Ventana Variable Estimado t-valor p-valor

Dólar 200 b0 6.704812382 13.02483829 0.00000

Dólar 200 b1 0.0512762 24.49277096 0.00000

Dólar 200 b3 197.6347855 5.711848221 0.00000

Dólar 180 b0 6.718529242 13.51530972 0.00000

Dólar 180 b1 0.0518139 26.70502305 0.00000

Dólar 180 b3 169.8688637 6.01200712 0.00000

Dólar 90 b0 6.412365362 9.742475147 0.00000

Dólar 90 b1 0.0606381 54.7957349 0.00000

Dólar 90 b3 48.20651056 4.509548232 0.00001

Riesgo Páıs 200 b0 299.2098928 22.0878574 0.00000

Riesgo Páıs 200 b1 0.814185427 14.77874492 0.00000

Riesgo Páıs 200 b3 444.7125177 0.488410011 0.62547

Riesgo Páıs 180 b0 289.3571766 22.09274004 0.00000

Riesgo Páıs 180 b1 0.772970692 15.12075499 0.00000

Riesgo Páıs 180 b3 1123.809 1.509599501 0.13175

Riesgo Páıs 90 b0 267.2509066 15.69537548 0.00000

Riesgo Páıs 90 b1 0.824366405 28.79538722 0.00000

Riesgo Páıs 90 b3 695.5632865 2.515159124 0.01220

Tabla 10: Coeficientes y Estad́ısticos del Modelo de Complejidad y Tendencia.
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5.4 Conclusiones del Caṕıtulo

El análisis dinámico de las series de tiempo del actual caṕıtulo arroja una perspectiva interesante

y sumamente esperada de la evolución económica-financiera del páıs. Los diversos indicadores

utilizados presentan un comportamiento muy marcado, lo que facilita la interpretación de los

operadores elegidos, aśı como también la elección de los parámetros para estos últimos.

Los resultados obtenidos ponen en evidencia la efectividad de la entroṕıa para detectar peŕıodos

de agitación económica, o bien cambios drásticos en la percepción subjetiva de la situación

económica actual. El análisis de complejidad si bien también tiene capacidad para detectar peŕıodos

de turbulencia y cambios significativos en la situación económica y financiera, necesita una fina

elección de la ventana temporal.

En ĺıneas generales las series de entroṕıa son de más sencilla interpretación, tienen una tendencia

marcada y no presentan un comportamiento visiblemente oscilatorio. Por otra parte, las series de

complejidad, por ser un operador que engloba mayor cantidad de caracteŕısticas, poseen un carácter

más oscilatorio, similar a una serie de ruido blanco y posiblemente requerirán de modelos auxiliares

para filtrar y extraer información de manera efectiva. Utilizando una ventana de 90 d́ıas se pierde

estad́ısticamente la tendencia lineal global pero la serie aún conserva la capacidad para detectar

cambios marcados a nivel local.

Las modelos de regresión simples presentados son una alternativa de sencilla implementación

que permiten establecer criterios estad́ısticos de significatividad y un punto de partida para el

análisis predictivo de los presentes indicadores, siempre utilizando los operadores de la Teoŕıa de la

Información como punto de partida. Al restringir el número de variables y simplificar los modelos

se obtiene una interpretación sencilla y resultados robustos que justifican la utilización de estos

operadores como entorno para el estudio de la evolución de series temporales financieras. Además,

posibilitan la creación de criterios matemáticos para la elección de los parámetros a utilizar y un

criterio de para elegir y descartar series mucho más sólido.

El desarrollo de modelos de mayor complejidad para en análisis de estos procesos estocásticos,

aśı como también la obtención de datos con frecuencia temporal horaria permitirán un análisis con

ventanas temporales menores, con un grado de detalle y poder predictivo superior. Esto permitirá

comprender mejor la dinámica de estos complejos sistemas.
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6 Anexo A: Caṕıtulo 4

6.1 Códigos en Python para el cómputo de los operadores.

 

 

 

 

 

 

Figura 39: La siguiente figura muestra el programa 1 de Python, procesando los operadores para
la serie de residuos.
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Figura 40: La siguiente figura muestra la primera parte del programa 2 de Python, procesando los
operadores para la serie de residuos.
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 Figura 41: La siguiente figura muestra la segunda parte del programa 2 de Python, procesando los
operadores para la serie de residuos.
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Figura 42: La siguiente figura muestra los cambios al paquete de Python pyentrp, utilizado para
procesar los operadores para la serie de residuos.
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6.2 Códigos en Matlab para el cómputo de las regresiones.

 

Figura 43: La siguiente figura muestra el código de Matlab utilizado para realizar las diferentes
regresiones.
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6.3 Variables utilizadas.

SEMANA VAR1 VAR2 VPCY1 VPCY2 MARKET NEWYEAR XMAS JULY4TH THNXGIV TREND TREND2 LNTREND RANDOM HOLDOUT DBAN2 FBAN1 FBAN2 MBAN2 MBAN3

12/10/2016 132.0937383 37804 35 0 0 0 0 0 0 -52 1 0 0.18496257 0 0 0 0 1.728 0

12/17/2016 134.1353798 40553 12 0 0 0 0 0 0 -51 2 0.693147181 0.970088716 0 0 0 0 4.994 0

12/24/2016 141.620844 38315 52 0 0 0 0.857142857 0 0 -50 3 1.098612289 0.399824306 0 0 0 0 6.02 0

12/31/2016 138.7864101 37063 44 0 0 0.857142857 0.142857143 0 0 -49 4 1.386294361 0.259398645 0 0 0 0 3.609 0

1/7/2017 141.0880121 41825 369 0 0 0.142857143 0 0 0 -48 5 1.609437912 0.921602578 0 0 0 0 0.696 0

1/14/2017 144.2475728 37417 362 0 0 0 0 0 0 -47 6 1.791759469 0.96927735 0 0 0 0 0.657 0

1/21/2017 142.6750489 40910 150 0 0 0 0 0 0 -46 7 1.945910149 0.542979173 0 0 0 0 0.651 0

1/28/2017 139.4521689 42267 51 0 0 0 0 0 0 -45 8 2.079441542 0.531691723 0 0 0 0 0.637 0

2/4/2017 142.072863 47565 43 0 0 0 0 0 0 -44 9 2.197224577 0.049794026 1 0 0 0 0.615 0

2/11/2017 143.2384538 41026 9 0 0 0 0 0 0 -43 10 2.302585093 0.066566552 1 0 5.503 0 0.595 0

2/18/2017 143.378961 48821 0 0 0 0 0 0 0 -42 11 2.397895273 0.819318571 0 0 6.881 0 0.568 0

2/25/2017 144.4659148 49026 0 0 0 0 0 0 0 -41 12 2.48490665 0.523870521 0 0 6.631 0 0.483 0

3/4/2017 142.3235188 47568 0 0 0 0 0 0 0 -40 13 2.564949357 0.853394311 0 0 5.627 0 0.445 0

3/11/2017 150.1965481 43383 0 0 0 0 0 0 0 -39 14 2.63905733 0.067184577 1 0 5.19 0 0.691 0

3/18/2017 151.4309865 46517 0 0 0 0 0 0 0 -38 15 2.708050201 0.957023858 0 0 4.768 0 0.72 0

3/25/2017 143.7893686 49687 0 0 0 0 0 0 0 -37 16 2.772588722 0.297193964 0 0 5.696 0 0.552 0

4/1/2017 141.9352966 48746 0 0 0 0 0 0 0 -36 17 2.833213344 0.272611789 0 0 6.277 0 0.257 0

4/8/2017 142.8613806 47021 0 0 0 0 0 0 0 -35 18 2.890371758 0.689929631 0 0 6.506 0 0.32 0

4/15/2017 143.9578352 43596 0 0 0 0 0 0 0 -34 19 2.944438979 0.976764862 0 0 6.451 0 0.315 0

4/22/2017 140.8814137 52556 0 0 0 0 0 0 0 -33 20 2.995732274 0.226507519 0 0 4.41 0 0.324 0

4/29/2017 138.3794026 49585 0 0 0 0 0 0 0 -32 21 3.044522438 0.68823655 0 0 5.132 0 0.325 0

5/6/2017 141.5227152 51302 0 0 0 0 0 0 0 -31 22 3.091042453 0.412763866 0 0 3.941 0 0.32 0

5/13/2017 149.6571279 47556 0 0 0 0 0 0 0 -30 23 3.135494216 0.558554113 0 0 2.547 0 0.32 0

5/20/2017 150.4040128 50963 0 0 0 0 0 0 0 -29 24 3.17805383 0.287225611 0 0 2.526 0 0.261 0

5/27/2017 145.2329271 51005 0 0 0 0 0 0 0 -28 25 3.218875825 0.475789305 0 0 3.001 0 0.261 0

6/3/2017 143.1189851 52013 0 0 0 0 0 0 0 -27 26 3.258096538 0.844986977 0 0 4.294 0 0.264 0

6/10/2017 145.8042137 47432 0 0 0 0 0 0 0 -26 27 3.295836866 0.634524118 0 0 4.166 0 0.284 0

6/17/2017 148.3383188 55020 0 0 0 0 0 0 0 -25 28 3.33220451 0.590364669 0 0 3.619 0 0.282 0

6/24/2017 145.0620277 54464 0 0 0 0 0 0 0 -24 29 3.36729583 0.582581526 0 0 3.225 0 0.276 0

7/1/2017 145.117073 53709 0 0 0 0 0 0.571428571 0 -23 30 3.401197382 0.377013369 0 0 3.339 0 0.284 0

7/8/2017 141.3525888 51076 0 0 0 0 0 0.428571429 0 -22 31 3.433987204 0.72836156 0 0 6.031 0 0.621 0

7/15/2017 140.8991773 57297 0 0 0 0 0 0 0 -21 32 3.465735903 0.506603529 0 0 13.172 0 0.771 0

7/22/2017 146.0749607 54169 0 0 0 0 0 0 0 -20 33 3.496507561 0.931213594 0 0 5.61 0 0.74 0

7/29/2017 143.135558 52817 0 0 0 0 0 0 0 -19 34 3.526360525 0.92912005 0 0 3.148 0 0.707 0

8/5/2017 146.7663531 53170 0 0 0 0 0 0 0 -18 35 3.555348061 0.589660338 0 0 3.863 0 0.675 0

8/12/2017 147.0678513 46782 0 0 0 0 0 0 0 -17 36 3.583518938 0.297222846 0 0 2.747 0 0.654 0

8/19/2017 142.17719 55831 0 0 0 0 0 0 0 -16 37 3.610917913 0.391042433 0 0 2.059 0 0.664 0

8/26/2017 146.1397453 58827 0 0 0 0 0 0 0 -15 38 3.63758616 0.472429176 0 0 1.445 0 0.64 0

9/2/2017 146.3358122 56404 0 0 0 0 0 0 0 -14 39 3.663561646 0.679525748 0 0 4.386 0 0.635 0

9/9/2017 155.6311478 53750 0 0 0 0 0 0 0 -13 40 3.688879454 0.168088351 0 0 5.665 0 0.663 0

9/16/2017 159.0501235 53411 423 0 0 0 0 0 0 -12 41 3.713572067 0.166526103 0 0 5.499 0 0.629 0

9/23/2017 155.0864075 62666 1836 0 0 0 0 0 0 -11 42 3.737669618 0.871104887 0 0 4.932 0 0.555 0

9/30/2017 159.444897 59585 0 0 0 0 0 0 0 -10 43 3.761200116 0.298789533 0 0 3.944 0 0.612 0

10/7/2017 154.7838227 61720 0 0 0 0 0 0 0 -9 44 3.784189634 0.934641764 0 0 5.293 0 0.076 0

10/14/2017 151.9523265 67327 0 0 0 0 0 0 0 -8 45 3.80666249 0.900470831 0 0 5.149 0 0.056 0

10/21/2017 141.0660328 70955 0 0 0 0 0 0 0 -7 46 3.828641396 0.568783468 0 0 6.677 0 0.057 0

10/28/2017 139.8654795 94821.5 0 0 0 0 0 0 0 -6 47 3.850147602 0.049545658 1 0 6.94 0 0.04 0

11/4/2017 130.3666207 78074 0 0 0 0 0 0 0 -5 48 3.871201011 0.135588261 0 0 7.242 0 0 0

11/11/2017 123.0894939 76267.5 0 0 0 0 0 0 0 -4 49 3.891820298 0.511317883 0 0 6.946 0 0 0

11/18/2017 150.2163834 79281 223 0 0 0 0 0 0.285714286 -3 50 3.912023005 0.433204564 0 0 6.756 0 0 0

11/25/2017 145.831072 75058 299 0 0 0 0 0 0.714285714 -2 51 3.931825633 0.17610578 0 0 6.675 0 0 0

12/2/2017 134.4837033 89259 322 0 0 0 0 0 0 -1 52 3.951243719 0.665035991 0 0 8.137 0 0 0

12/9/2017 130.5749284 79542.5 0 225 0 0 0 0 0 0 53 3.970291914 0.404818663 0 0 0 4.994 0 0

12/16/2017 137.0972808 73853 0 156 0 0 0 0 0 1 54 3.988984047 0.124548768 0 0 0 3.764 0 0

12/23/2017 139.0014367 80646 0 113 0 0 0.714285714 0 0 2 55 4.007333185 0.453486754 0 0 0 2.918 0 0

12/30/2017 144.671145 86023 0 2526 0 0.714285714 0.285714286 0 0 3 56 4.025351691 0.199553141 0 0 0 3.752 0 0

1/6/2018 145.5772347 100993 0 4730 0 0.285714286 0 0 0 4 57 4.043051268 0.574837174 0 0 0 2.878 0 0

1/13/2018 146.2452788 93636 0 3892 0 0 0 0 0 5 58 4.060443011 0.738473961 0 0.263 0 3.133 0 0.773

1/20/2018 137.9431098 89303.5 0 941 0 0 0 0 0 6 59 4.077537444 0.439812204 0 0.483 0 2.561 0 0.711

1/27/2018 143.1070515 82598 0 0 0 0 0 0 0 7 60 4.094344562 0.049367048 1 0.466 0 2.72 0 0.656

2/3/2018 140.077711 108575 0 0 0 0 0 0 0 8 61 4.110873864 0.522382167 0 0.447 0 3.137 0 0.585

2/10/2018 148.631754 96627 0 0 0 0 0 0 0 9 62 4.127134385 0.34336531 0 0.439 0 4.652 0 0.415

2/17/2018 151.554445 100607.5 0 0 0 0 0 0 0 10 63 4.143134726 0.022712321 1 0.457 0 5.216 0 0.404

2/24/2018 147.9236765 111991 0 0 0 0 0 0 0 11 64 4.158883083 0.712887876 0 0.431 0 4.22 0 0.396

3/3/2018 148.1859532 104067 0 0 0 0 0 0 0 12 65 4.17438727 0.937064602 0 0.978 0 1.808 0 0.593

3/10/2018 150.2277548 103715 0 0 0 0 0 0 0 13 66 4.189654742 0.445993072 0 1.03 0 0 0 0.612

3/17/2018 146.8002128 107676 0 0 0 0 0 0 0 14 67 4.204692619 0.946937223 0 1.003 0 5.026 0 0.566

3/24/2018 151.0922692 100176.5 0 0 0 0 0 0 0 15 68 4.219507705 0.712898685 0 1.911 0 2.152 0 0.548

3/31/2018 154.4560613 99204.5 0 0 0 0 0 0 0 16 69 4.234106505 0.103272743 0 2.078 0 3.087 0 0.449

4/7/2018 153.1352928 112799 0 404 0 0 0 0 0 17 70 4.248495242 0.17517205 0 0.573 0 2.778 0 0.169

4/14/2018 150.3602548 116380 0 2762 0 0 0 0 0 18 71 4.262679877 0.268905863 0 0.787 0 3.793 0 0.178

4/21/2018 151.9927628 118230 0 446 0 0 0 0 0 19 72 4.276666119 0.614856519 0 0.833 0 2.766 0 0.177

4/28/2018 156.0608532 116141 0 0 0 0 0 0 0 20 73 4.290459441 0.420707587 0 0.825 0 2.426 0 0.172

5/5/2018 155.7857676 110084 0 139 0 0 0 0 0 21 74 4.304065093 0.071737144 1 0.775 0 0.929 0 0.17

5/12/2018 157.1720051 110711.5 0 116 0 0 0 0 0 22 75 4.317488114 0.358493834 0 0.678 0 1.05 0 0.406

5/19/2018 163.436199 105896 0 161 0 0 0 0 0 23 76 4.33073334 0.711434881 0 0.632 0 1.238 0 0.361

5/26/2018 165.1408097 96174 0 137 0 0 0 0 0 24 77 4.343805422 0.189849902 0 0.649 0 1.454 0 0.347

6/2/2018 159.3296435 76800 0 63 0 0 0 0 0 25 78 4.356708827 0.147966351 0 0.653 0 1.379 0 0.368

6/9/2018 164.1158884 107653 0 0 0 0 0 0 0 26 79 4.369447852 0.561835524 0 0.613 0 1.496 0 0.391

6/16/2018 169.0852617 118362 0 0 0 0 0 0 0 27 80 4.382026635 0.270108697 0 0.534 0 1.454 0 0.367

6/23/2018 166.0025177 112843 0 0 0 0 0 0 0 28 81 4.394449155 0.325199114 0 0.457 0 1.593 0 0.354

6/30/2018 165.2483388 109688 0 0 0 0 0 0.428571429 0 29 82 4.406719247 0.569178363 0 0.305 0 1.844 0 0.225

7/7/2018 169.1308671 111521 0 0 0 0 0 0.571428571 0 30 83 4.418840608 0.042594441 1 0.659 0 1.702 0 0.251

7/14/2018 166.771706 130017 0 0 0 0 0 0 0 31 84 4.430816799 0.439210591 0 0.715 0 1.971 0 0.249

7/21/2018 164.3387973 124510 0 0 0 0 0 0 0 32 85 4.442651256 0.91743514 0 0.666 0 1.915 0 0.252

7/28/2018 167.1475336 107218.5 0 0 0 0 0 0 0 33 86 4.454347296 0.525841848 0 0.669 0 1.91 0 0.251

8/4/2018 166.8347808 117608.5 0 0 0 0 0 0 0 34 87 4.465908119 0.731815951 0 0.647 0 2.574 0 0.225

8/11/2018 165.689369 124254 0 0 0 0 0 0 0 35 88 4.477336814 0.905223561 0 0.639 0 2.765 0 0.235

8/18/2018 168.7611693 136341.5 0 0 0 0 0 0 0 36 89 4.48863637 0.576003754 0 0.608 0 2.774 0 0.205

8/25/2018 174.2953779 114391 0 0 0 0 0 0 0 37 90 4.49980967 0.187943059 0 2.886 0 2.467 0 0.678

9/1/2018 173.4966987 120689.5 0 0 0 0 0 0 0 38 91 4.510859507 0.331325962 0 3.949 0 2.371 0 0.911

9/8/2018 174.7385276 132231.5 0 0 0 0 0 0 0 39 92 4.521788577 0.698873759 0 3.898 0 2.391 0 0.874

9/15/2018 177.0594001 136401.5 0 0 0 0 0 0 0 40 93 4.532599493 0.121563136 0 3.71 0 2.6 0 0.809

9/22/2018 179.4445933 124869.5 0 0 0 0 0 0 0 41 94 4.543294782 0.180665822 0 3.461 0 2.466 0 0.789

9/29/2018 175.7685433 126119.5 0 0 0 0 0 0 0 42 95 4.553876892 0.270639322 0 2.426 0 2.498 0 0.702

10/6/2018 173.2118858 141321 0 0 0 0 0 0 0 43 96 4.564348191 0.653211926 0 0.61 0 3.005 0 0.429

10/13/2018 172.3725149 128691 0 0 0 0 0 0 0 44 97 4.574710979 0.421372533 0 0.563 0 3.097 0 0.426

10/20/2018 170.7967455 134658.5 0 0 0 0 0 0 0 45 98 4.584967479 0.037977703 1 0.514 0 3.034 0 0.654

10/27/2018 177.4304797 127840.5 0 0 0 0 0 0 0 46 99 4.59511985 0.270806283 0 0.51 0 3.033 0 0.468

11/3/2018 175.007395 146412 0 0 0 0 0 0 0 47 100 4.605170186 0.427733922 0 0.486 0 2.967 0 0.247

11/10/2018 168.8554027 141036.5 0 89 0 0 0 0 0 48 101 4.615120517 0.820103093 0 0.465 0 3.043 0 0.131

11/17/2018 164.0023217 156110 0 0 0 0 0 0 0.285714286 49 102 4.624972813 0.843453121 0 0.449 0 2.619 0 0.128

11/24/2018 162.518717 132397 0 0 0 0 0 0 0.714285714 50 103 4.634728988 0.876910094 0 0.409 0 2.361 0 0.119

12/1/2018 163.3508477 156222.5 0 0 0 0 0 0 0 51 104 4.644390899 0.267219996 0 0.294 0 1.957 0 0.09

Figura 44: Variables Marca 1: La siguiente tabla contiene las variables para la regresión de la
Marca 1.
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PBAN1 SBAN1 SBAN2 SBAN3 SBAN4 TBAN1 TBAN2 XBAN1 XBAN2 INTERCEP

1.132 6.075 0 0.259 0 261.992 0 4803 0 1

3.087 7.443 0 0.263 0 0.118 0 4530 0 1

4.385 12.226 0 0.263 0 0 0 5015 0 1

4.811 6.264 0 0.205 0 0 0 4088 0 1

6.443 1.31 0 0.093 0 400.625 0 3833 0 1

6.419 3.148 0 0.06 0 329.966 0 4600 0 1

5.158 1.808 0 0.056 0 348.137 0 5421 0 1

4.472 0.164 0 0.052 0 353.394 0 4543 0 1

6.406 0.441 0 0.058 0 316.491 0 4576 0 1

6.401 0.983 0 0.078 0 314.637 0 4466 0 1

5.059 0.898 0 0.08 0 284.185 0 5855 0 1

3.716 0.93 0 0.081 0 313.141 0 4769 0 1

3.377 1.091 0 0.079 0 326.914 0 5408 0 1

2.984 1.089 0 0.077 0 257.942 0 5318 0 1

5.241 0.902 0 0.06 0 282.105 0 4832 0 1

5.424 0.727 0 0.075 0 302.843 0 4261 0 1

4.705 0.873 0 0.197 0 11.174 0 3868 0 1

4.911 0.9 0 0.098 0 204.898 0 5913 0 1

5.688 0.938 0 0.079 0 180.551 0 4272 0 1

4.945 0.829 0 0.145 0 239.524 0 3428 0 1

4.428 0.821 0 0.095 0 181.667 0 5016 0 1

4.276 0.834 0 0.081 0 207.033 0 4379 0 1

6.713 1.299 0 0.091 0 201.022 0 5640 0 1

6.231 1.005 0 0.105 0 215.223 0 5030 0 1

6.176 0.714 0 0.106 0 189.807 0 5859 0 1

4.654 0.81 0 0.097 0 266.527 0 5417 0 1

5.071 0.458 0 0.099 0 215.57 0 4657 0 1

6.312 0.347 0 0.091 0 247.696 0 6685 0 1

5.077 0.4 0 0.088 0 270.744 0 6102 0 1

3.48 0.375 0 0.102 0 0.483 0 6482 0 1

3.31 0.478 0 0.089 0 193.446 0 5775 0 1

5.36 0.511 0 0.089 0 217.636 0 5757 0 1

5.65 0.649 0 0.09 0 194.034 0 6732 0 1

6.071 0.736 0 0.083 0 195.672 0 7267 0 1

8.195 0.752 0 0.093 0 181.107 0 7129 0 1

6.379 0.532 0 0.095 0 222.353 0 6603 0 1

5.312 0.6 0 0.086 0 196.414 0 7711 0 1

4.687 0.654 0 0.085 0 201.041 0 6527 0 1

3.948 0.705 0 0.081 0 0 0 7008 0 1

2.93 0.995 0 0.088 0 200.569 0 6557 0 1

2.63 0.577 0 0.109 0 165.178 0 6687 0 1

1.905 0.535 0 0.131 0 185.01 0 4954 0 1

1.418 0.542 0 0.11 0 0 0 9669 0 1

1.176 0.589 0 0.106 0 0 0 8984 0 1

1.17 0.978 0 0.075 0 0 0 8605 0 1

1.066 0.456 0 0.061 0 0 0 8137 0 1

0.671 0.468 0 0.045 0 0 0 6595 0 1

0.701 2.038 0 0.043 0 0 0 5657 0 1

0.529 2.237 0 0.075 0 0 0 5484 0 1

0.505 1.772 0 0.083 0 0 0 6825 0 1

0.233 1.409 0 0.065 0 0 0 5090 0 1

0.13 1.761 0 0.08 0 0 0 6663 0 1

0.085 0 1.54 0 0.096 0 0 0 6613 1

0.097 0 1.668 0 0.062 0 0 0 6471 1

0.312 0 1.457 0 0.038 0 0 0 6635 1

0.08 0 1.045 0 0.019 0 0 0 4740 1

0.145 0 1.486 0 0.076 0 195.043 0 2988 1

0.166 0 2.014 0 0.131 0 201.42 0 5198 1

0.113 0 1.773 0 0.117 0 215.426 0 9565 1

0 0 0.81 0 0.04 0 220.669 0 4693 1

0.008 0 0.932 0 0.034 0 225.329 0 6419 1

0.008 0 1.055 0 0.237 0 0.193 0 5176 1

0 0 1.468 0 0.391 0 127.918 0 6177 1

0 0 2.085 0 0.36 0 138.369 0 6944 1

0 0 1.731 0 0.222 0 154.435 0 6609 1

0 0 1.473 0 0.11 0 177.021 0 7280 1

0 0 1.247 0 0.132 0 0 0 7620 1

0 0 1.598 0 0.147 0 0 0 5682 1

0 0 1.209 0 0.128 0 0.23 0 8156 1

0 0 0.626 0 0.088 0 125.561 0 6609 1

0 0 0.432 0 0.052 0 0 0 6741 1

0 0 0.395 0 0.037 0 123.201 0 9144 1

0 0 0.404 0 0.022 0 0.221 0 9002 1

0 0 0.512 0 0.056 0 115.776 0 9159 1

0 0 0.367 0 0.08 0 126.778 0 6805 1

0 0 0.444 0 0.073 0 0.343 0 6748 1

0 0 0.482 0 0.043 0 124.014 0 12359 1

0 0 1.13 0 0.025 0 124.254 0 8508 1

0 0 1.795 0 0.05 0 0 0 9043 1

0 0 1.833 0 0.086 0 0.202 0 11471 1

0 0 1.272 0 0.089 0 186.248 0 10440 1

0 0 1.521 0 0.08 0 149.318 0 10979 1

0 0 1.95 0 0.077 0 125.903 0 8044 1

0 0 1.673 0 0.08 0 119.474 0 11437 1

0 0 2.619 0 0.072 0 131.456 0 11425 1

0 0 2.079 0 0.05 0 139.482 0 11413 1

0 0 1.57 0 0.055 0 0 0 8587 1

0 0 1.928 0 0.056 0 154.801 0 16542 1

0 0 2.152 0 0.068 0 140.732 0 12231 1

0 0 2.137 0 0.073 0 118.701 0 10857 1

0 0 1.812 0 0.083 0 0.217 0 6986 1

0 0 1.971 0 0.101 0 132.119 0 7415 1

0 0 1.663 0 0.152 0 130.182 0 7973 1

0 0 1.752 0 0.225 0 117.138 0 7491 1

0 0 2.215 0 0.195 0 0.065 0 8614 1

0 0 1.766 0 0.135 0 145.265 0 8700 1

0 0 1.691 0 0.093 0 140.911 0 8139 1

0 0 1.846 0 0.092 0 0 0 6556 1

0 0 1.614 0 0.089 0 0 0 6563 1

0 0 1.012 0 0.096 0 0 0 7873 1

0 0 0.878 0 0.099 0 0 0 7830 1

0 0 1.044 0 0.092 0 0 0 7111 1

0 0 0.757 0 0.161 0 0 0 4772 1

0 0 0.767 0 0.296 0 0 0 4546 1

Figura 45: Variables Marca 1: La siguiente tabla contiene las variables para la regresión de la
Marca 1.
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Semana LNRP SALES VPC XMAS THNXGIV NEWYEAR EASTER TREND TREND2 LNTREND RANDOM HOLDOUT GCHA1 GCHA2 MCHA1 MCHA2 OCHA10 OCHA11 OCHA12

7/9/2016 15.46705882 37804 0 0 0 0 0 -52 1 0 0.18496257 0 67.67 0 3 0 0 0 13.03896004

7/16/2016 14.48952381 40553 0 0 0 0 0 -51 2 0.693147181 0.970088716 0 118.327 0 0.656 0 0 0 21.4798988

7/23/2016 14.11888889 38315 0 0 0 0 0 -50 3 1.098612289 0.399824306 0 121.302 0 1.735 0 0 0 13.71070568

7/30/2016 14.68380952 37063 0 0 0 0 0 -49 4 1.386294361 0.259398645 0 137.384 0 0.686 0 0 0 12.10481182

8/6/2016 14.79454545 41825 3066 0 0 0 0 -48 5 1.609437912 0.921602578 0 158.962 0 0.981 0 0 2.464714953 1.593959228

8/13/2016 14.6664 37417 1902 0 0 0 0 -47 6 1.791759469 0.96927735 0 155.411 0 3.114 0 0 3.166439062 0

8/20/2016 14.23259259 40910 1487 0 0 0 0 -46 7 1.945910149 0.542979173 0 154.212 0 3.067 0 0 3.078455908 0

8/27/2016 10.47733333 42267 4339 0 0 0 0 -45 8 2.079441542 0.531691723 0 251.782 0 4.554 0 0 4.351416388 0

9/3/2016 7.622051282 47565 2578 0 0 0 0 -44 9 2.197224577 0.049794026 1 224.076 0 5.277 0 0 3.013852809 0

9/10/2016 8.105098039 41026 2185 0 0 0 0 -43 10 2.302585093 0.066566552 1 200.222 0 4.404 0 0 0 0

9/17/2016 5.861521739 48821 1195 0 0 0 0 -42 11 2.397895273 0.819318571 0 193.594 0 2.641 0 0 0 0

9/24/2016 8.649411765 49026 1783 0 0 0 0 -41 12 2.48490665 0.523870521 0 229.224 0 5.522 0 0 0 0

10/1/2016 4.017798165 47568 2331 0 0 0 0 -40 13 2.564949357 0.853394311 0 0 0 0 0 0 0 0

10/8/2016 11.78540541 43383 7546 0 0 0 0 -39 14 2.63905733 0.067184577 1 107.894 0 3.31 0 0 0 0

10/15/2016 5.536703297 46517 1366 0 0 0 0 -38 15 2.708050201 0.957023858 0 139.976 0 3.578 0 0 0 0

10/22/2016 3.985888889 49687 0 0 0 0 0 -37 16 2.772588722 0.297193964 0 182.712 0 3.767 0 0 0 0

10/29/2016 7.858421053 48746 0 0 0 0 0 -36 17 2.833213344 0.272611789 0 187.408 0 4.302 0 0 0 0

11/5/2016 5.469666667 47021 0 0 0 0 0 -35 18 2.890371758 0.689929631 0 202.839 0 4.057 0 0 0 0

11/12/2016 3.115616438 43596 2798 0 0 0 0 -34 19 2.944438979 0.976764862 0 161.409 0 3.046 0 0 0 0

11/19/2016 3.870506329 52556 2019 0 0.285714286 0 0 -33 20 2.995732274 0.226507519 0 153.883 0 2.982 0 0 0 0

11/26/2016 1.406956522 49585 1086 0 0.714285714 0 0 -32 21 3.044522438 0.68823655 0 174.647 0 3.754 0 0 0 0

12/3/2016 4.639402985 51302 1463 0 0 0 0 -31 22 3.091042453 0.412763866 0 14.443 0 1.227 0 0 0 0

12/10/2016 2.093550296 47556 1434 0 0 0 0 -30 23 3.135494216 0.558554113 0 0 0 0 0 0 0 0

12/17/2016 1.465561224 50963 1263 0 0 0 0 -29 24 3.17805383 0.287225611 0 0 0 0 0 0 0 0

12/24/2016 1.463984375 51005 794 0.857142857 0 0 0 -28 25 3.218875825 0.475789305 0 0 0 0 0 0 0 0

12/31/2016 1.407669173 52013 829 0.142857143 0 0.857142857 0 -27 26 3.258096538 0.844986977 0 0 0 0 0 0 0 0

1/7/2017 1.452474747 47432 2381 0 0 0.142857143 0 -26 27 3.295836866 0.634524118 0 3.321 0 0 0 0 0 0

1/14/2017 2.574193548 55020 1037 0 0 0 0 -25 28 3.33220451 0.590364669 0 58.55 0 4.162 0 0 0 0

1/21/2017 3.284725275 54464 175 0 0 0 0 -24 29 3.36729583 0.582581526 0 53.721 0 3.788 0 1.804277458 0 0

1/28/2017 1.720716846 53709 0 0 0 0 0 -23 30 3.401197382 0.377013369 0 95.147 0 2.646 0 3.078141742 0 0

2/4/2017 4.723647059 51076 0 0 0 0 0 -22 31 3.433987204 0.72836156 0 104.892 0 2.304 0 2.514874693 0 0

2/11/2017 2.577784091 57297 0 0 0 0 0 -21 32 3.465735903 0.506603529 0 109.636 0 2.115 0 2.272430423 0 0

2/18/2017 3.118740157 54169 0 0 0 0 0 -20 33 3.496507561 0.931213594 0 85.889 0 1.871 0 1.771711954 0 0

2/25/2017 2.649669811 52817 0 0 0 0 0 -19 34 3.526360525 0.92912005 0 70.941 0 2.712 0 1.312919488 0 0

3/4/2017 6.389716981 53170 0 0 0 0 0 -18 35 3.555348061 0.589660338 0 151.912 0 6.819 0 1.499926761 0 0

3/11/2017 3.660283019 46782 0 0 0 0 0 -17 36 3.583518938 0.297222846 0 141.916 0 5.378 0 1.61406403 0 0

3/18/2017 3.264117647 55831 0 0 0 0 0 -16 37 3.610917913 0.391042433 0 208.516 0 14.653 0 1.476126589 0 0

3/25/2017 2.3426875 58827 0 0 0 0 0 -15 38 3.63758616 0.472429176 0 154.506 0 17.671 0 1.458799533 0 0

4/1/2017 3.413194444 56404 0 0 0 0 0 -14 39 3.663561646 0.679525748 0 161.068 0 12.39 0 1.69043685 0 0

4/8/2017 2.279708029 53750 0 0 0 0 0 -13 40 3.688879454 0.168088351 0 62.341 0 2.089 0 0.466215452 0 0

4/15/2017 2.924537037 53411 0 0 0 0 0.857142857 -12 41 3.713572067 0.166526103 0 50.341 0 2.384 0 1.50239679 0 0

4/22/2017 4.233295455 62666 0 0 0 0 0.142857143 -11 42 3.737669618 0.871104887 0 84.092 0 2.309 0 0.708022176 0 0

4/29/2017 3.611655629 59585 0 0 0 0 0 -10 43 3.761200116 0.298789533 0 103.829 0 2.222 0 0.239529249 0 0

5/6/2017 2.408390805 61720 0 0 0 0 0 -9 44 3.784189634 0.934641764 0 122.48 0 4.214 0 2.41377118 0 0

5/13/2017 5.577701149 67327 0 0 0 0 0 -8 45 3.80666249 0.900470831 0 131.638 0 9.477 0 3.67864441 0 0

5/20/2017 2.383586207 70955 0 0 0 0 0 -7 46 3.828641396 0.568783468 0 135.759 0 7.239 0 3.633443154 0 0

5/27/2017 2.653679245 94821.5 0 0 0 0 0 -6 47 3.850147602 0.049545658 1 149.344 0 6.753 0 2.923183119 0 0

6/3/2017 3.676233766 78074 0 0 0 0 0 -5 48 3.871201011 0.135588261 0 160.427 0 6.713 0 3.664904931 0 0

6/10/2017 2.102755906 76267.5 0 0 0 0 0 -4 49 3.891820298 0.511317883 0 158.479 0 7.088 0 3.390239726 0 0

6/17/2017 3.436052632 79281 0 0 0 0 0 -3 50 3.912023005 0.433204564 0 166.637 0 6.862 0 2.701059237 0 0

6/24/2017 3.351125 75058 0 0 0 0 0 -2 51 3.931825633 0.17610578 0 127.45 0 6.259 0 4.084143765 0 0

7/1/2017 2.457027027 89259 0 0 0 0 0 -1 52 3.951243719 0.665035991 0 124.762 0 5.117 0 2.572480451 0 0

7/8/2017 3.82 79542.5 0 0 0 0 0 0 53 3.970291914 0.404818663 0 0 41.516 0 0.583 0 0 0

7/15/2017 7.457647059 73853 0 0 0 0 0 1 54 3.988984047 0.124548768 0 0 101.055 0 5.075 0 0 0

7/22/2017 6.842807018 80646 0 0 0 0 0 2 55 4.007333185 0.453486754 0 0 120.113 0 6.854 0 0 0

7/29/2017 4.898714286 86023 0 0 0 0 0 3 56 4.025351691 0.199553141 0 0 172.809 0 9.325 0 0 0

8/5/2017 2.666302817 100993 0 0 0 0 0 4 57 4.043051268 0.574837174 0 0 183.821 0 3.26 0 0 0

8/12/2017 13.8865625 93636 0 0 0 0 0 5 58 4.060443011 0.738473961 0 0 191.589 0 4.876 0 0 0

8/19/2017 4.59344 89303.5 0 0 0 0 0 6 59 4.077537444 0.439812204 0 0 174.457 0 5.814 0 0 0

8/26/2017 5.57 82598 0 0 0 0 0 7 60 4.094344562 0.049367048 1 0 168.538 0 6.307 0 0 0

9/2/2017 3.903717949 108575 0 0 0 0 0 8 61 4.110873864 0.522382167 0 0 256.472 0 2.647 0 0 0

9/9/2017 3.034247788 96627 0 0 0 0 0 9 62 4.127134385 0.34336531 0 0 298.35 0 9.465 0 0 0

9/16/2017 2.135113636 100607.5 0 0 0 0 0 10 63 4.143134726 0.022712321 1 0 402.634 0 13.538 0 0 0

9/23/2017 3.871078431 111991 0 0 0 0 0 11 64 4.158883083 0.712887876 0 0 400.571 0 5.899 0 0 0

9/30/2017 4.123636364 104067 0 0 0 0 0 12 65 4.17438727 0.937064602 0 0 350.122 0 1.359 0 0 0

10/7/2017 3.171652174 103715 0 0 0 0 0 13 66 4.189654742 0.445993072 0 0 204.942 0 3.788 0 0 0

10/14/2017 3.524789916 107676 0 0 0 0 0 14 67 4.204692619 0.946937223 0 0 200.587 0 4.075 0 0 0

10/21/2017 3.808023256 100176.5 0 0 0 0 0 15 68 4.219507705 0.712898685 0 0 179.18 0 3.966 0 0 0

10/28/2017 3.301504425 99204.5 0 0 0 0 0 16 69 4.234106505 0.103272743 0 0 187.189 0 3.797 0 0 0

11/4/2017 2.779552239 112799 0 0 0 0 0 17 70 4.248495242 0.17517205 0 0 187.592 0 4.525 0 0 0

11/11/2017 2.256516854 116380 0 0 0 0 0 18 71 4.262679877 0.268905863 0 0 191.202 0 4.286 0 0 0

11/18/2017 2.857826087 118230 0 0 0.285714286 0 0 19 72 4.276666119 0.614856519 0 0 222.714 0 4.34 0 0 0

11/25/2017 3.505272727 116141 0 0 0.714285714 0 0 20 73 4.290459441 0.420707587 0 0 256.106 0 3.247 0 0 0

12/2/2017 4.3047 110084 0 0 0 0 0 21 74 4.304065093 0.071737144 1 0 204.761 0 3.198 0 0 0

12/9/2017 3.704069767 110711.5 0 0 0 0 0 22 75 4.317488114 0.358493834 0 0 240.012 0 3.622 0 0 0

12/16/2017 6.933387097 105896 0 0 0 0 0 23 76 4.33073334 0.711434881 0 0 396.651 0 5.86 0 0 0

12/23/2017 4.566216216 96174 0 0.714285714 0 0 0 24 77 4.343805422 0.189849902 0 0 231.788 0 7.92 0 0 0

12/30/2017 3.463424658 76800 0 0.285714286 0 0.714285714 0 25 78 4.356708827 0.147966351 0 0 127.641 0 3.78 0 0 0

1/6/2018 3.017157895 107653 0 0 0 0.285714286 0 26 79 4.369447852 0.561835524 0 0 41.643 0 7.255 0 0 0

1/13/2018 4.79372549 118362 0 0 0 0 0 27 80 4.382026635 0.270108697 0 0 50.357 0 11.739 0 0 0

1/20/2018 6.968510638 112843 0 0 0 0 0 28 81 4.394449155 0.325199114 0 0 46.697 0 10.984 0 0 0

1/27/2018 6.676779661 109688 0 0 0 0 0 29 82 4.406719247 0.569178363 0 0 42.389 0 10.455 0 0 0

2/3/2018 4.878850575 111521 0 0 0 0 0 30 83 4.418840608 0.042594441 1 0 72.155 0 15.297 0 0 0

2/10/2018 7.793538462 130017 0 0 0 0 0 31 84 4.430816799 0.439210591 0 0 79.471 0 14.687 0 0 0

2/17/2018 4.316956522 124510 0 0 0 0 0 32 85 4.442651256 0.91743514 0 0 70.215 0 8.716 0 0 0

2/24/2018 7.039677419 107218.5 0 0 0 0 0 33 86 4.454347296 0.525841848 0 0 81.648 0 10.203 0 0 0

3/3/2018 6.984782609 117608.5 0 0 0 0 0 34 87 4.465908119 0.731815951 0 0 78.157 0 13.347 0 0 0

3/10/2018 8.45825 124254 0 0 0 0 0 35 88 4.477336814 0.905223561 0 0 75.603 0 11.82 0 0 0

3/17/2018 9.163225806 136341.5 0 0 0 0 0 36 89 4.48863637 0.576003754 0 0 84 0 8.638 0 0 0

3/24/2018 9.182413793 114391 0 0 0 0 0 37 90 4.49980967 0.187943059 0 0 66.787 0 9.764 0 0 0

3/31/2018 11.13205882 120689.5 0 0 0 0 0.857142857 38 91 4.510859507 0.331325962 0 0 65.077 0 10.585 0 0 0

4/7/2018 10.66297297 132231.5 0 0 0 0 0.142857143 39 92 4.521788577 0.698873759 0 0 43.214 0 6.598 0 0 0

4/14/2018 8.951489362 136401.5 0 0 0 0 0 40 93 4.532599493 0.121563136 0 0 73.994 0 12.019 0 0 0

4/21/2018 9.16245614 124869.5 0 0 0 0 0 41 94 4.543294782 0.180665822 0 0 71.631 0 10.275 0 0 0

4/28/2018 9.099245283 126119.5 0 0 0 0 0 42 95 4.553876892 0.270639322 0 0 72.496 0 9.369 0 0 0

5/5/2018 8.943018868 141321 0 0 0 0 0 43 96 4.564348191 0.653211926 0 0 74.593 0 8.184 0 0 0

5/12/2018 9.245714286 128691 0 0 0 0 0 44 97 4.574710979 0.421372533 0 0 69.749 0 7.235 0 0 0

5/19/2018 8.973333333 134658.5 0 0 0 0 0 45 98 4.584967479 0.037977703 1 0 57.972 0 8.456 0 0 0

5/26/2018 9.407692308 127840.5 0 0 0 0 0 46 99 4.59511985 0.270806283 0 0 47.984 0 11.066 0 0 0

6/2/2018 8.705454545 146412 0 0 0 0 0 47 100 4.605170186 0.427733922 0 0 11.596 0 11.151 0 0 0

6/9/2018 8.874615385 141036.5 0 0 0 0 0 48 101 4.615120517 0.820103093 0 0 58.954 0 6.47 0 0 0

6/16/2018 10.55 156110 0 0 0 0 0 49 102 4.624972813 0.843453121 0 0 89.51 0 11.214 0 0 0

6/23/2018 9.062307692 132397 0 0 0 0 0 50 103 4.634728988 0.876910094 0 0 193.403 0 27.457 0 0 0

6/30/2018 8.675454545 156222.5 0 0 0 0 0 51 104 4.644390899 0.267219996 0 0 204.202 0 21.097 0 0 0

Figura 46: Resultado Marca 2: La siguiente tabla compara los distintos resultados obtenidos
por los modelos de la Marca 2.
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OCHA13 OCHA14 OCHA15 OCHA16 OCHA3 OCHA4 OCHA5 OCHA6 OCHA8 OCHA9 SCHA1 SCHA2 SCHA4 SCHA5 TCHA1 TCHA2 UCHA0 XCHA1 XCHA2 INTERCEP

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2.133 0 0 0 185.516 0 0 1.568 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2.075 0 0 0 0 0 0 2.072 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2.483 0 0 0 0 0 0 1.574 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2.219 0 0 0 151.375 0 0 5.929 0 1

0 0 0 0 2.787781119 0 0 0 0 0 2.571 0 0 0 238.256 0 0 12.452 0 1

0 0 0 0 3.674650536 0 0.009773244 0 0 0 2.803 0 0 0 232.206 0 0 9.296 0 1

0 0 0 0 3.634912642 0 0.770786343 0 0 0 3.268 0 0 0 41.191 0 0 22.193 0 1

0 0 0 0 3.54659321 0 2.199176234 0 0 0 5.311 0 0 0 0.136 0 0 26.301 0 1

0 0 0 0 3.972357675 0 2.190665183 0 0 0 5.622 0 0 0 167.781 0 0 25.353 0 1

0 0 0 0 3.526803496 0 2.441261193 0 0 0 8.042 0 0 0 0 0 0 30.519 0 1

0 0 0 0 3.047132328 0 2.741964429 0 0 0 8.066 0 0 0 173.633 0 0 32.298 0 1

0 0 0 0 2.96252485 0 2.7773215 0 0 0 6.028 0 0 0 1.621 0 0 42.115 0 1

0 0 0 0 0.882560455 0 2.239578391 0 0 0 6.878 0 0 0 218.171 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0.496422406 0 0 0 6.246 0 0 0 0.11 0 0 25.088 0 1

0 0 0 0 0 0 0.511727189 0 0 0 5.548 0 0 0 170.109 0 0 34.159 0 1

0 0 0 0 0 0 0.627149684 0 0 0 5.275 0 0 0 9.795 0 0 32.698 0 1

0 0 0 0 0 0 0.043108963 0 0 0 4.805 0 0 0 147.963 0 0 53.299 0 1

0 0 0 0 0 0 1.102847247 0 0 0 6.118 0 0 0 0.027 0 0 52.352 0 1

0 0 0 0 0 0 2.18050591 0 0 0 5.971 0 0 0 103.631 0 0 47.324 0 1

0 0 0 0 0 0 1.1661513 0 0 0 6.176 0 0 0 0.036 0 0 41.744 0 1

0 0 0 0 0 0 0.581292457 0.033332955 0 0 5.958 0 0 0 158.722 0 0 25.51 0 1

0 0 0 0 0 0 0.130018792 3.748783654 0 0 6.062 0 0 0 0.073 0 0 2.864 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4.951 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3.868 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3.74 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3.822 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.04 0 0 0 208.783 0 0 8.184 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.794 0 0 0 0.028 0 0 22.823 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.672 0 0 0 0 0 0 28.182 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.317 0 0.66652274 0 274.535 0 0 27.18 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7.668 0 2.722443737 0 165.494 0 0 20.896 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11.306 0 8.297986628 0 187 0 0 16.65 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7.609 0 1.919313926 0 0.009 0 0 24.604 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.96 0 0.984668195 0 0 0 0 18.741 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7.381 0 1.264342556 0 169.172 0 0 18.681 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.884 0 0.822937031 0 158.549 0 0 36.823 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.326 0 0.629564435 0 0.002 0 0 48.152 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.598 0 0.574998075 0 0 0 0 69.503 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3.878 0 0.520142424 0 0.005 0 0 83.348 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1.947 0 0.537006061 0 164.482 0 0 30.965 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2.707 0 0.588125805 0 177.037 0 0 32.461 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4.599 0 0.640106972 0 0.299 0 0 38.863 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.075 0 0.635609142 0 161.309 0 0 39.942 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.744 0 0.538242458 0 0.856 0 0 42.107 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.022 0 0.555932509 0 141.888 0 0 45.495 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.841 0 0.428694227 0 1.137 0 0 43.666 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.554 0 0.547409481 0 157.15 0 0 49.761 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.76 0 0.656475867 0 3.126 0 0 53.442 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.574 0 0.699922029 0 150.735 0 0 60.699 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7.465 0 0.705970421 0 2.179 0 0 56.31 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7.388 0 0.747079223 0 156.578 0 0 59.516 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10.063 0 2.064551819 0 4.967 0 0 53.469 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.144 0 0.899692194 0 175.559 0 0 22.513 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.172 0 1.008340305 0 0.047 0 0 20.498 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.956 0 0.55905114 0 164.65 0 0 27.989 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.672 0 0.755514727 0 2.285 0 0 38.797 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.753 0 0.759858698 0 197.687 0 0 16.461 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.175 0 0.808573826 0 0.011 0 0 46.975 1

0 0.513382781 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.651 0 0.897266387 0 181.832 0 0 56.192 1

0 4.439023647 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.06 0 0.876000736 0 0.558 0 0 52.093 1

0 5.729991109 0 0 0 0.774595955 0 0 0 0 0 5.624 0 0.894645264 0 200.536 0 0 43.472 1

0 5.852551905 0 0 0 4.005211549 0 0 0 0 0 5.057 0 0.651289819 0 0.124 0 0 81.575 1

0 7.722476305 0 0 0 3.827915793 0 0 0 0 0 4.714 0 0.572443285 0 166.307 0 0 87.446 1

0 11.61817095 0 0 0 4.249462506 0 0 0 0 0 4.537 0 0.487069278 0 0.031 0 0 85.202 1

0 7.521004483 0 0 0 4.038164004 0 0 0 0 0 5.3 0 0.280448261 0 136.507 0 0 82.814 1

1.492775561 0.098512793 0 0 0 5.410296012 0 0 0 3.322149473 0 4.164 0 0.374885183 0 0.792 0 0 17.172 1

4.751721403 0 0 0 0 5.606324741 0 0 0 3.304908099 0 4.446 0 0.795129165 0 141.523 0 0 24.376 1

7.013951095 0 0 0 0 0.883508482 0 0 0 2.732465735 0 10.019 0 1.182959659 0 0 0 0 40.445 1

5.284713322 0 0 0 0 0 0 0 0 2.62330814 0 7.918 0 1.294956729 0 148.734 0 0 50.5 1

5.069029389 0 0 0 0 0 0 0 0 2.657111883 0 5.186 0 0.975753611 0 1.347 0 0 57.047 1

4.346925928 0 0 0 0 0 0 0 0 2.423714866 0 10.022 0 0.265990161 0 132.869 0 0 85.925 1

3.568207116 0 0 0 0 0 0 0 0 2.473218634 0 7.15 0 0.778602727 0 0.001 0 0 103.718 1

2.058236247 0 0 0 0 0 0 0 0 1.987329552 0 6.833 0 1.391388285 0 166.158 0 0 110.98 1

1.481333826 0 0 0 0 0 0 0 0 2.620139758 0 7.304 0 1.541255755 0 1.494 0 0 136.441 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.928 0 0.81829087 0 122.032 0 0 86.878 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.598 0 0.509976702 0 1.068 0 0 99.249 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6.026 0 0.264392611 0 188.475 0 0 134.566 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 41.654 0 0.126768414 0 8.543 0 0 74.602 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.221631903 0 316.524 0 0 25.553 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.395822848 0 17.63 0 0 31.969 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.493429995 0 262.286 0 0 38.147 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.543672652 0 0.193 0 0 36.889 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.536888134 0 275.189 0 0 31.245 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.549603117 0 0.271 0 0 33.667 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.342312308 0 146.079 66.493 0 50.581 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.308470791 0 0.77 59.135 0 66.562 1

0 0 0 0 0 0 0 0 10.75021969 0 0 0 0 0.239831438 0 199.855 65.001 0 114.323 1

0 0 0 0 0 0 0 0 13.24753423 0 0 0 0 0.259218541 0 152.921 71.796 0 104.647 1

0 0 0 0 0 0 0 0 14.78435481 0 0 0 0 0.23184369 0 128.862 12.804 0 128.651 1

0 0 0 0 0 0 0 0 14.91905569 0 0 0 0 0.584445176 0 0.574 12.76 0 125.493 1

0 0 0 0 0 0 0 0 15.45346182 0 0 0 0 1.127787999 0 157.728 12.463 0 118.889 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0.385173439 0 0 0 0 0.35312571 0 0.559 0 0 19.291 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.349368613 0 206.716 0 0 28.608 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.413064222 0 0.66 0 0 32.714 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.410277263 0 218.985 0 0 34.468 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.442164684 0 0.978 0 0 45.807 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.535016955 0 231.158 0 0 49.96 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.648567351 0 0.119 0 0 45.288 1

0 0 1.588318976 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.605570788 0 214.565 0 0 35.272 1

0 0 6.499974991 1.339590458 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.51055989 0 0.021 0 0 51.235 1

0 0 4.494953545 1.932992598 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.22587453 0 255.37 0 0 48.293 1

0 0 5.091404296 2.158561254 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.459920149 0 0.108 0 0 53.798 1

0 0 7.125437759 3.032892578 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.618350263 0 255.499 0 0 58.912 1

0 0 7.051981803 1.477161219 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.632127516 0 0.148 0 0 65.348 1

Figura 47: Variables Marca 2: La siguiente tabla contiene las variables para la regresión de la
Marca 2.
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6.4 Resultados de las Regresiones.

Modelo 1 Marca 1 Modelo 2 Marca 1 Modelo 3 Marca 1

x b - (A*x) b - (A*x) x b - (A*x) b - (A*x) x b - (A*x) b - (A*x)

4.67811 0.01379 0.01887 3.32501 0.72259 1.27352 3.36878 1.48425 1.27587

-0.15206 0.04952 -0.07272 -0.24014 0.77101 1.19803 -0.24232 1.51807 1.18578

-0.14336 -0.05439 0.00210 -1.24669 0.71745 1.29551 -1.12815 1.44995 1.26870

0.00000 -0.07536 0.04287 0.49989 -0.59343 0.40548 0.50000 -0.30204 0.00865

0.00000 0.05998 0.08892 2.09983 0.34057 0.59631 2.10000 0.97273 0.39810

0.00000 -0.05678 -0.00946 0.01009 0.43100 0.83224 0.01022 1.11964 0.76159

0.00000 0.03351 -0.06046 0.00000 0.47079 0.73373 0.06652 1.14482 0.64847

0.89771 0.07201 -0.15191 0.13036 0.45444 0.75357 0.12824 1.11387 0.65370

0.00000 0.18592 0.10139 5.00003 0.52056 1.00380 5.00000 1.16538 0.88933

0.16232 -0.05336 -0.04823 0.27815 0.31373 0.82378 0.27807 0.94394 0.69471

2.49311 0.06927 -0.03657 0.87996 0.43295 0.74259 0.88000 1.04856 0.59891

0.00000 0.05327 0.05988 0.10169 0.38582 0.68226 0.10161 0.98683 0.52398

0.00000 0.02056 0.00856 0.08548 0.30563 0.57626 0.08546 0.89204 0.40338

0.24032 -0.07453 0.04885 11.99983 0.16287 0.57044 12.00000 0.73467 0.38295

0.03306 -0.00670 0.02225 0.00024 0.18039 0.60195 0.00028 0.73758 0.39986

0.16226 0.04039 -0.04196 0.03267 0.19340 0.44121 0.03000 0.73599 0.22451

0.00000 -0.00027 -0.06661 0.09679 0.12281 0.43008 0.10000 0.65079 0.19877

0.00000 -0.05373 0.05275 0.99894 0.03446 0.62074 1.00000 0.54784 0.37481

0.33442 -0.14208 0.05548 1.99787 -0.09361 0.67181 2.00000 0.40517 0.41127

0.00000 0.05973 0.09330 0.70283 0.04321 0.71140 0.70000 0.52738 0.43614

0.53832 -0.01043 0.07387 6.39760 -0.06643 0.65205 6.40000 0.40314 0.36219

0.02783 0.04729 -0.08273 0.53335 0.37223 0.22889

-0.03829 0.06883 -0.21036 0.50585 0.23001 0.18678

0.02824 0.02843 -0.19308 0.40542 0.23267 0.07176

0.01599 -0.07487 -0.24462 0.24837 0.16653 -0.09990

0.00580 -0.30708 -0.27807 -0.13460 0.11848 -0.49748

-0.09905 0.02178 -0.42203 0.01611 -0.04009 -0.36137

0.04638 0.11028 -0.32561 0.01435 0.04173 -0.37773

0.03310 0.05056 -0.38681 -0.01798 -0.03408 -0.42466

0.00927 0.00463 -0.52756 -0.17276 -0.18944 -0.59407

-0.08828 0.00841 -0.61326 -0.29853 -0.28974 -0.73445

-0.07887 0.14405 -0.50078 -0.09926 -0.19186 -0.54976

-0.08995 0.08565 -0.60549 -0.33107 -0.31117 -0.79617

-0.07633 -0.07889 -0.67973 -0.49469 -0.40002 -0.97440

-0.07403 -0.01339 -0.72635 -0.36590 -0.46123 -0.86021

-0.19435 0.01569 -0.90535 -0.39039 -0.65484 -0.89931

-0.01315 0.08771 -0.77878 -0.39212 -0.54288 -0.91564

0.04149 -0.09952 -0.77659 -0.63725 -0.55529 -1.17537

-0.04951 -0.05506 -0.86560 -0.59813 -0.65891 -1.15086

-0.13921 0.02696 -0.97070 -0.57402 -0.77860 -1.14135

-0.16136 0.04665 -1.02795 -0.55456 -0.85046 -1.13649

-0.00623 -0.04693 -0.91832 -0.69595 -0.75543 -1.29249

-0.05256 -0.04746 -1.00124 -0.80534 -0.85296 -1.41648

-0.04168 0.04205 -0.94848 -0.69114 -0.81480 -1.31689

0.02924 -0.07547 -0.74312 -0.80685 -0.62403 -1.44720

0.05270 -0.04825 -0.44811 -0.82735 -0.34362 -1.48231

0.32316 -0.11586 0.18654 -0.89755 0.27644 -1.56711

0.10094 0.00762 0.38178 -0.70565 0.45709 -1.38982

0.06165 -0.04232 0.73918 -0.73349 0.79990 -1.43226

0.09201 0.05550 1.10884 -0.68451 1.15497 -1.39788

0.03037 -0.10494 1.31925 -0.84662 1.35080 -1.57459

0.17435 0.07677 1.70131 -0.69086 1.71825 -1.43345

Figura 48: Resultado Marca 1: La siguiente tabla compara los distintos resultados obtenidos
por los modelos de la Marca 1.
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Modelo 1 Marca 2 Modelo 2 Marca 2 Modelo 3 Marca 2

x b - (A*x) b - (A*x) x b - (A*x) b - (A*x) x b - (A*x) b - (A*x)

4.67811 -0.02999 -0.69899 3.32501 2.69062 0.43079 3.36878 6.14379 0.39597

-0.15206 0.04163 -0.18377 -0.24014 2.71817 0.97398 -0.24232 6.10210 0.88016

-0.14336 -0.13479 -0.19043 -1.24669 2.56567 0.50129 -1.12815 5.88150 0.33811

0.00000 0.06272 -0.30604 0.49989 2.72708 -0.28109 0.50000 5.97887 -0.51526

0.00000 0.13104 0.81455 2.09983 2.63139 0.76879 2.10000 5.81735 0.46239

0.00000 0.24370 0.33056 0.01009 2.63936 0.71973 0.01022 5.75858 0.37107

0.00000 0.25974 0.28553 0.00000 2.58024 -0.66535 0.06652 5.63190 -1.10166

0.89771 -0.18742 0.14352 0.13036 1.73783 -0.95906 0.12824 4.71442 -1.45960

0.00000 -0.37701 -0.22421 5.00003 1.31006 -1.54305 5.00000 4.21429 -2.11436

0.16232 -0.01609 0.00634 0.27815 1.86614 -1.83687 0.27807 4.70447 -2.47648

2.49311 0.21325 0.31611 0.87996 1.95865 -1.88466 0.88000 4.72602 -2.59330

0.00000 -0.33991 0.04458 0.10169 1.70590 -2.11620 0.10161 4.41238 -2.88722

0.00000 0.10014 -0.05427 0.08548 1.73807 -2.26864 0.08546 4.36845 -3.10608

0.24032 0.21566 0.10372 11.99983 2.56405 -1.86529 12.00000 5.14446 -2.77074

0.03306 0.15243 0.14352 0.00024 1.94579 -1.45052 0.00028 4.44640 -2.42211

0.16226 -0.07919 -0.18984 0.03267 1.59734 -1.62382 0.03000 4.02770 -2.66074

0.00000 -0.36590 0.02489 0.09679 1.64341 -1.54734 0.10000 4.01598 -2.65247

0.00000 -0.94499 0.11407 0.99894 0.87475 -1.60403 1.00000 3.17512 -2.77633

0.33442 -0.42707 0.30576 1.99787 1.18167 -1.78854 2.00000 3.41067 -3.02912

0.00000 -0.20762 -0.04187 0.70283 1.36022 -2.44967 0.70000 3.52368 -3.75503

0.53832 -0.23828 -0.65541 6.39760 0.86432 -3.37991 6.40000 2.95661 -4.75112

-0.26502 0.07537 1.51462 -2.30468 3.54694 -3.74013

0.30264 -0.12700 1.90514 -2.58018 3.86464 -4.08383

0.38432 0.73679 1.98289 -1.42352 3.87381 -2.98610

0.11198 -0.03874 2.69783 -1.67852 4.42008 -3.39817

0.07859 -0.27839 0.09311 -3.94377 1.83281 -5.68123

0.40231 -0.10885 1.55120 -3.08671 3.24411 -4.85819

0.29998 -0.44078 1.94471 -2.44676 3.57305 -4.28056

-0.11127 -0.17453 1.66055 -1.81504 3.22319 -3.71073

0.69893 0.02518 2.17494 -1.46100 3.66946 -3.42350

-0.03894 0.16074 1.69003 -1.28071 3.12464 -3.31380

0.36026 0.32624 1.89506 -0.71113 3.25853 -2.80408

0.12632 -0.15471 1.71577 -2.09940 3.01367 -4.26712

0.59233 -0.56541 2.15869 -2.67427 3.38850 -4.90242

0.43705 0.16136 2.32042 -3.58530 3.49248 -5.88090

0.01857 -0.18221 1.65347 -4.48774 2.75318 -6.84681

-0.06442 -0.34477 1.54876 -4.86375 2.58072 -7.28775

0.27314 0.27953 1.83414 -4.26765 2.79693 -6.75766

-0.33643 0.03950 1.36783 -4.35981 2.26571 -6.91247

0.07147 0.09027 1.62605 -2.85813 2.45640 -5.47755

-0.07455 0.09965 1.49532 -2.19189 2.26070 -4.88186

-0.06466 0.34962 1.65179 -1.42966 2.35319 -4.18509

0.36731 0.28755 2.00791 -1.18943 2.64181 -4.01178

-0.34844 0.26814 1.21099 -1.09492 1.77529 -3.98368

0.11702 0.23411 1.93735 -1.09160 2.44242 -4.04658

0.16343 -0.19884 1.73164 -1.47107 2.16272 -4.49276

-0.13104 0.04865 1.43307 -1.02803 1.79877 -4.11553

-0.27536 -0.63910 1.40816 -1.83778 1.70905 -4.99299

-0.03379 -0.44866 1.48369 -1.65759 1.71514 -4.87934

-0.32400 0.03706 1.34183 -1.08399 1.50914 -4.36834

-0.30654 -0.03187 1.32069 -1.38838 1.42183 -4.74283

-0.09588 0.01842 1.48217 -1.47872 1.51436 -4.90028

Figura 49: Resultado Marca 2: La siguiente tabla compara los distintos resultados obtenidos
por los modelos de la Marca 2.
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7 Anexo B: Caṕıtulo 5

7.1 Series.

Fecha Apertura Último Variación Fecha Apertura Último Variación Fecha Apertura Último Variación Fecha Apertura Último Variación Fecha Apertura Último Variación Fecha Apertura Último Variación Fecha Apertura Último Variación

9/6/2019 55.50 55.99 -0.0006 4/22/2019 41.86 42.49 0.0154 12/3/2018 37.26 36.54 -0.0316 7/16/2018 27.25 27.34 0.0031 2/26/2018 19.91 20.18 0.0107 10/9/2017 17.44 17.46 0.0011 5/22/2017 16.01 16.17 0.0098

9/5/2019 55.85 56.02 0.0016 4/19/2019 41.84 41.84 0 11/30/2018 37.73 37.73 -0.0001 7/13/2018 27.24 27.26 0.002 2/23/2018 19.92 19.97 0.001 10/6/2017 17.41 17.44 0.0024 5/19/2017 15.87 16.02 0.0003

9/4/2019 55.93 55.93 -0.0002 4/18/2019 41.67 41.84 0.0051 11/29/2018 38.45 37.74 -0.0186 7/12/2018 27.35 27.20 -0.0077 2/22/2018 19.87 19.95 0.0021 10/5/2017 17.29 17.40 0.0025 5/18/2017 15.62 16.01 0.0254

9/3/2019 53.01 55.94 -0.0397 4/17/2019 42.31 41.63 -0.0165 11/28/2018 39.08 38.45 -0.0024 7/11/2018 27.38 27.41 -0.0007 2/21/2018 19.86 19.90 0.0022 10/4/2017 17.41 17.35 -0.0033 5/17/2017 15.57 15.62 0.0026

9/2/2019 60.25 58.25 -0.021 4/16/2019 41.65 42.33 0.0171 11/27/2018 39.06 38.54 -0.0137 7/10/2018 27.98 27.43 -0.0175 2/20/2018 19.89 19.86 -0.002 10/3/2017 17.39 17.41 0.0019 5/16/2017 15.56 15.58 0.003

8/30/2019 56.00 59.50 0.028 4/15/2019 42.18 41.62 -0.0132 11/26/2018 37.51 39.08 0.0407 7/9/2018 27.99 27.92 0 2/19/2018 19.81 19.90 0.0067 10/2/2017 17.26 17.38 0.0036 5/15/2017 15.43 15.53 0.0061

8/29/2019 58.01 57.88 -0.0012 4/12/2019 42.71 42.17 -0.0127 11/23/2018 36.41 37.55 0.0307 7/6/2018 28.07 27.92 -0.0052 2/16/2018 19.61 19.77 0.0057 9/29/2017 17.57 17.31 -0.0122 5/12/2017 15.42 15.44 -0.0006

8/28/2019 56.14 57.95 0.0297 4/11/2019 42.98 42.72 -0.0065 11/22/2018 36.29 36.43 0.0047 7/5/2018 28.07 28.07 -0.0001 2/15/2018 19.89 19.66 -0.0122 9/28/2017 17.51 17.53 -0.0016 5/11/2017 15.51 15.45 -0.0042

8/27/2019 55.29 56.28 0.0177 4/10/2019 43.44 43.00 -0.009 11/21/2018 36.18 36.26 0.0022 7/4/2018 27.90 28.07 0.0041 2/14/2018 19.99 19.90 -0.0048 9/27/2017 17.63 17.56 -0.0006 5/10/2017 15.51 15.51 -0.0004

8/26/2019 55.17 55.30 0.0024 4/9/2019 43.70 43.39 -0.0069 11/20/2018 35.93 36.18 0.0075 7/3/2018 28.29 27.95 -0.0116 2/13/2018 19.99 19.99 0.0007 9/26/2017 17.49 17.57 0.0039 5/9/2017 15.47 15.52 0.0026

8/23/2019 55.07 55.17 0.0011 4/8/2019 43.88 43.69 -0.005 11/19/2018 35.91 35.91 -0.0004 7/2/2018 28.93 28.28 -0.0226 2/12/2018 19.99 19.98 -0.0011 9/25/2017 17.33 17.50 0.0117 5/8/2017 15.38 15.47 0.0078

8/22/2019 55.26 55.11 0.002 4/5/2019 43.26 43.91 0.0116 11/16/2018 35.53 35.93 -0.0033 6/29/2018 28.08 28.94 0.0312 2/9/2018 19.98 20.00 0.0013 9/22/2017 17.27 17.30 0.0016 5/5/2017 15.28 15.36 0.0007

8/21/2019 54.70 55.00 0.005 4/4/2019 42.85 43.41 0.0131 11/15/2018 35.92 36.04 0.0043 6/28/2018 27.49 28.06 0.0226 2/8/2018 19.66 19.98 0.0148 9/21/2017 17.18 17.27 0.0044 5/4/2017 15.30 15.35 0.0043

8/20/2019 54.68 54.73 -0.002 4/3/2019 42.71 42.85 0.003 11/14/2018 35.98 35.89 -0.0036 6/27/2018 27.05 27.44 0.0133 2/7/2018 19.57 19.68 0.0057 9/20/2017 17.11 17.19 0.0051 5/3/2017 15.29 15.28 -0.0004

8/19/2019 54.84 54.84 0 4/2/2019 42.72 42.72 0 11/13/2018 35.53 36.02 0.0132 6/26/2018 27.03 27.08 -0.0004 2/6/2018 19.46 19.57 0.0052 9/19/2017 17.11 17.11 0.0004 5/2/2017 15.33 15.29 -0.0065

8/16/2019 57.07 54.84 -0.0421 4/1/2019 43.30 42.71 -0.0149 11/12/2018 35.60 35.55 0.0048 6/25/2018 26.99 27.09 0.0026 2/5/2018 19.49 19.47 0.0005 9/18/2017 16.99 17.10 0.0073 5/1/2017 15.38 15.39 -0.0002

8/15/2019 60.21 57.25 -0.0497 3/29/2019 43.18 43.36 -0.0059 11/9/2018 35.45 35.38 -0.0025 6/22/2018 27.49 27.02 -0.0173 2/2/2018 19.35 19.46 0.0054 9/15/2017 17.03 16.98 -0.001 4/28/2017 15.41 15.39 -0.0011

8/14/2019 55.24 60.24 0.084 3/28/2019 43.90 43.62 -0.0058 11/8/2018 35.66 35.47 -0.0052 6/21/2018 27.75 27.49 -0.0085 2/1/2018 19.56 19.36 -0.0143 9/14/2017 17.04 16.99 -0.0043 4/27/2017 15.45 15.41 -0.005

8/13/2019 52.00 55.57 0.0486 3/27/2019 42.63 43.87 0.0293 11/7/2018 35.61 35.66 0.0013 6/20/2018 27.73 27.73 -0.001 1/31/2018 19.62 19.64 0.0002 9/13/2017 17.05 17.07 0 4/26/2017 15.42 15.48 0.0042

8/12/2019 46.09 53.00 0.1713 3/26/2019 42.04 42.63 0.0141 11/6/2018 35.59 35.61 -0.0005 6/19/2018 27.43 27.75 0.0052 1/30/2018 19.53 19.63 0.0034 9/12/2017 17.13 17.07 -0.0039 4/25/2017 15.39 15.42 0.0018

8/9/2019 45.13 45.25 0.0017 3/25/2019 41.77 42.04 0.0062 11/5/2018 35.47 35.63 0.004 6/18/2018 27.54 27.61 -0.0158 1/29/2018 19.55 19.57 0.0002 9/11/2017 17.20 17.13 -0.0062 4/24/2017 15.47 15.39 -0.0055

8/8/2019 45.51 45.17 -0.0074 3/22/2019 41.02 41.78 0.0184 11/2/2018 35.67 35.49 -0.0052 6/15/2018 27.01 28.06 0.0126 1/26/2018 19.57 19.56 -0.0005 9/8/2017 17.25 17.24 0.0026 4/21/2017 15.38 15.48 0.0056

8/7/2019 45.16 45.51 0.0053 3/21/2019 40.81 41.03 0.0042 11/1/2018 35.86 35.67 -0.0063 6/14/2018 26.01 27.71 0.0574 1/25/2018 19.57 19.57 -0.0038 9/7/2017 17.26 17.20 -0.0028 4/20/2017 15.39 15.39 0

8/6/2019 45.28 45.27 -0.0029 3/20/2019 40.53 40.85 0.0082 10/31/2018 36.87 35.90 -0.0226 6/13/2018 25.92 26.20 0.0177 1/24/2018 19.32 19.65 0.0161 9/6/2017 17.29 17.24 0.0001 4/19/2017 15.47 15.39 0.0069

8/5/2019 44.59 45.40 0.0182 3/19/2019 40.02 40.52 0.0121 10/30/2018 36.87 36.73 -0.0043 6/12/2018 26.03 25.74 -0.0124 1/23/2018 19.14 19.33 0.0103 9/5/2017 17.25 17.24 0.0001 4/18/2017 15.21 15.28 0.0058

8/2/2019 44.19 44.59 0.0066 3/18/2019 39.99 40.04 0.0011 10/29/2018 36.81 36.89 0.0014 6/11/2018 25.35 26.07 0.0305 1/22/2018 18.98 19.14 0.008 9/4/2017 17.21 17.24 0.0017 4/17/2017 15.16 15.20 0.0034

8/1/2019 43.74 44.30 0.0109 3/15/2019 40.71 39.99 -0.0184 10/26/2018 37.03 36.84 0.0016 6/8/2018 24.96 25.30 0.0124 1/19/2018 18.87 18.99 0.0056 9/1/2017 17.28 17.21 -0.0073 4/14/2017 15.15 15.15 -0.001

7/31/2019 43.86 43.82 -0.0012 3/14/2019 41.25 40.74 -0.0122 10/25/2018 37.02 36.78 -0.0067 6/7/2018 24.88 24.99 0.0034 1/18/2018 18.88 18.88 0.0005 8/31/2017 17.41 17.34 -0.0033 4/13/2017 15.17 15.16 -0.0021

7/30/2019 43.69 43.87 0.0029 3/13/2019 41.52 41.24 -0.006 10/24/2018 36.61 37.03 0.0122 6/6/2018 24.92 24.90 -0.001 1/17/2018 18.88 18.87 -0.0008 8/30/2017 17.38 17.40 0.0006 4/12/2017 15.14 15.19 -0.0039

7/29/2019 43.28 43.75 0.0109 3/12/2019 41.24 41.49 0.0058 10/23/2018 36.45 36.58 0.0036 6/5/2018 24.94 24.93 -0.0013 1/16/2018 18.75 18.89 0.0081 8/29/2017 17.24 17.39 0.009 4/11/2017 15.21 15.25 0.0028

7/26/2019 43.35 43.28 -0.0014 3/11/2019 41.16 41.25 0.0019 10/22/2018 36.52 36.45 -0.0024 6/4/2018 24.97 24.96 -0.0004 1/15/2018 18.69 18.74 0.003 8/28/2017 17.22 17.23 0.0004 4/10/2017 15.33 15.21 -0.0087

7/25/2019 42.74 43.34 0.0118 3/8/2019 42.35 41.18 -0.0297 10/19/2018 36.48 36.54 -0.0053 6/1/2018 24.96 24.97 0.0003 1/12/2018 18.62 18.68 -0.0012 8/25/2017 17.21 17.22 0.0006 4/7/2017 15.43 15.34 -0.0043

7/24/2019 42.61 42.83 0.005 3/7/2019 40.78 42.43 0.042 10/18/2018 36.19 36.73 0.0147 5/31/2018 24.92 24.96 0.0014 1/11/2018 18.62 18.70 0.0034 8/24/2017 17.25 17.21 -0.001 4/6/2017 15.40 15.41 0.0009

7/23/2019 42.44 42.62 0.0038 3/6/2019 40.11 40.73 0.0225 10/17/2018 35.87 36.20 0.008 5/30/2018 24.92 24.93 0.0026 1/10/2018 18.77 18.64 -0.0159 8/23/2017 17.21 17.23 0.0013 4/5/2017 15.40 15.40 0.0013

7/22/2019 42.11 42.46 0.0018 3/5/2019 39.80 39.83 0.0001 10/16/2018 36.73 35.91 -0.0212 5/29/2018 24.72 24.86 0.0046 1/9/2018 19.02 18.94 -0.0053 8/22/2017 17.22 17.21 -0.0068 4/4/2017 15.40 15.38 -0.0009

7/19/2019 42.21 42.38 0.0003 3/4/2019 39.79 39.83 -0.0001 10/15/2018 36.65 36.69 0 5/28/2018 24.60 24.75 0.0059 1/8/2018 18.87 19.04 0.0085 8/21/2017 17.34 17.33 -0.0009 4/3/2017 15.38 15.39 0.0006

7/18/2019 42.54 42.37 -0.0031 3/1/2019 39.12 39.83 0.018 10/12/2018 36.58 36.69 0.0025 5/25/2018 24.58 24.60 0.0009 1/5/2018 18.55 18.88 0.014 8/18/2017 17.35 17.34 -0.0004 3/31/2017 15.38 15.38 -0.0027

7/17/2019 42.67 42.50 -0.0043 2/28/2019 38.78 39.13 0.0091 10/11/2018 37.16 36.60 -0.0156 5/24/2018 24.47 24.58 0.0043 1/4/2018 18.46 18.62 0.0092 8/17/2017 17.18 17.35 0.0083 3/30/2017 15.45 15.42 -0.0005

7/16/2019 42.26 42.68 0.0065 2/27/2019 38.87 38.77 -0.0027 10/10/2018 36.88 37.18 -0.0046 5/23/2018 24.28 24.47 0.0081 1/3/2018 18.39 18.45 0.0029 8/16/2017 17.07 17.20 0.0079 3/29/2017 15.52 15.43 -0.01

7/15/2019 41.65 42.40 0.0195 2/26/2019 39.11 38.88 -0.0037 10/9/2018 37.77 37.35 -0.004 5/22/2018 24.32 24.28 -0.0038 1/2/2018 18.62 18.40 -0.0117 8/15/2017 17.12 17.07 -0.0033 3/28/2017 15.65 15.59 -0.0009

7/12/2019 41.38 41.59 -0.0027 2/25/2019 38.91 39.03 -0.0041 10/8/2018 37.50 37.50 -0.0089 5/21/2018 24.40 24.37 -0.0013 1/1/2018 18.61 18.61 0 8/14/2017 17.27 17.13 -0.0328 3/27/2017 15.63 15.60 0

7/11/2019 41.48 41.71 -0.0033 2/22/2019 39.47 39.19 -0.0087 10/5/2018 38.34 37.84 -0.0197 5/18/2018 24.31 24.40 0.0037 12/29/2017 19.02 18.61 -0.0295 8/11/2017 17.68 17.71 0.0003 3/24/2017 15.61 15.60 -0.0004

7/10/2019 41.85 41.85 0.001 2/21/2019 39.65 39.53 -0.0036 10/4/2018 36.86 38.60 0.0225 5/17/2018 24.28 24.31 0.0017 12/28/2017 18.45 19.18 0.0403 8/10/2017 17.65 17.70 -0.0001 3/23/2017 15.63 15.61 -0.0012

7/9/2019 41.76 41.81 0 2/20/2019 39.27 39.67 0.0099 10/3/2018 37.06 37.75 -0.0085 5/16/2018 24.05 24.27 0.0086 12/27/2017 18.32 18.44 0.006 8/9/2017 17.76 17.71 -0.0005 3/22/2017 15.62 15.63 0.0018

7/8/2019 41.80 41.80 0 2/19/2019 38.66 39.28 0.0143 10/2/2018 39.11 38.08 -0.0355 5/15/2018 24.99 24.06 -0.0377 12/26/2017 18.08 18.33 0.0156 8/8/2017 17.69 17.71 0.0011 3/21/2017 15.61 15.60 -0.002

7/5/2019 42.01 41.81 0.0013 2/18/2019 38.33 38.73 0.003 10/1/2018 41.30 39.48 -0.044 5/14/2018 23.03 25.01 0.0868 12/25/2017 18.05 18.05 0 8/7/2017 17.67 17.69 0.0019 3/20/2017 15.57 15.63 0.0046

7/4/2019 42.28 41.75 -0.0068 2/15/2019 38.19 38.61 0.0109 9/28/2018 39.54 41.29 0.0394 5/11/2018 22.68 23.01 0.0137 12/22/2017 17.94 18.05 0.0062 8/4/2017 17.62 17.66 0 3/17/2017 15.50 15.56 0.0005

7/3/2019 42.16 42.04 -0.0028 2/14/2019 38.18 38.19 0.0001 9/27/2018 38.68 39.73 0.0311 5/10/2018 22.51 22.70 0.0007 12/21/2017 17.75 17.93 0.0112 8/3/2017 17.58 17.66 0.0046 3/16/2017 15.58 15.55 -0.0009

7/2/2019 42.40 42.16 -0.0048 2/13/2019 37.94 38.19 0.006 9/26/2018 38.54 38.53 0.0063 5/9/2018 22.37 22.68 0.0093 12/20/2017 17.81 17.74 0.0065 8/2/2017 17.57 17.58 0.0003 3/15/2017 15.55 15.56 0.0017

7/1/2019 42.48 42.36 -0.0028 2/12/2019 37.92 37.96 0.0006 9/25/2018 37.30 38.29 0.0264 5/8/2018 22.04 22.48 0.0242 12/19/2017 17.49 17.62 0.0033 8/1/2017 17.62 17.57 -0.0041 3/14/2017 15.51 15.54 0.0004

6/28/2019 42.66 42.48 -0.0052 2/11/2019 37.60 37.94 0.0029 9/24/2018 37.03 37.30 0.0019 5/7/2018 21.85 21.94 0.0041 12/18/2017 17.52 17.56 0.0031 7/31/2017 17.68 17.65 -0.0086 3/13/2017 15.47 15.53 0.004

6/27/2019 42.68 42.70 0.0004 2/8/2019 37.77 37.83 0.0001 9/21/2018 38.22 37.23 -0.0256 5/4/2018 21.50 21.85 -0.018 12/15/2017 17.49 17.51 0.0044 7/28/2017 17.62 17.80 0.0093 3/10/2017 15.51 15.47 -0.0043

6/26/2019 42.42 42.69 0.0075 2/7/2019 37.31 37.82 0.008 9/20/2018 39.23 38.21 -0.0279 5/3/2018 21.15 22.26 0.0506 12/14/2017 17.30 17.43 0.0075 7/27/2017 17.49 17.64 0.0076 3/9/2017 15.64 15.54 -0.0066

6/25/2019 42.41 42.37 -0.0012 2/6/2019 37.23 37.52 0.0083 9/19/2018 39.77 39.31 -0.0115 5/2/2018 20.54 21.18 0.0317 12/13/2017 17.35 17.30 -0.0026 7/26/2017 17.49 17.50 0.002 3/8/2017 15.57 15.64 0.0046

6/24/2019 42.78 42.42 -0.0087 2/5/2019 37.13 37.21 0.0016 9/18/2018 39.55 39.76 0.0057 5/1/2018 20.53 20.53 0 12/12/2017 17.26 17.35 0.0064 7/25/2017 17.44 17.47 0.0017 3/7/2017 15.50 15.57 0.0062

6/21/2019 43.30 42.79 -0.0127 2/4/2019 37.15 37.15 -0.0001 9/17/2018 39.77 39.54 -0.0102 4/30/2018 20.53 20.53 0 12/11/2017 17.28 17.24 -0.002 7/24/2017 17.42 17.44 0.002 3/6/2017 15.44 15.47 0.0023

6/20/2019 43.31 43.34 0 2/1/2019 37.30 37.15 -0.0039 9/14/2018 39.77 39.95 0.0119 4/27/2018 20.54 20.53 -0.0009 12/8/2017 17.27 17.27 -0.0002 7/21/2017 17.20 17.41 0.0117 3/3/2017 15.41 15.44 0.0019

6/19/2019 43.41 43.34 -0.0024 1/31/2019 37.53 37.30 -0.0055 9/13/2018 38.54 39.48 0.0298 4/26/2018 20.25 20.55 0.0149 12/7/2017 17.25 17.27 0.0015 7/20/2017 17.15 17.20 0.0035 3/2/2017 15.41 15.41 -0.0029

6/18/2019 43.92 43.45 -0.0123 1/30/2019 37.64 37.51 -0.0033 9/12/2018 38.09 38.33 0.0101 4/25/2018 20.25 20.25 -0.0006 12/6/2017 17.29 17.25 -0.0023 7/19/2017 17.29 17.14 0.0032 3/1/2017 15.51 15.45 -0.0016

6/17/2019 43.96 43.99 -0.0001 1/29/2019 37.13 37.63 0.0138 9/11/2018 37.32 37.95 0.0131 4/24/2018 20.24 20.26 0.0004 12/5/2017 17.33 17.29 -0.0031 7/18/2017 16.92 17.09 0.0101 2/28/2017 15.48 15.48 0

6/14/2019 43.49 43.99 0.011 1/28/2019 37.04 37.12 0.0021 9/10/2018 37.07 37.46 0.0099 4/23/2018 20.19 20.25 0.003 12/4/2017 17.21 17.34 0.0071 7/17/2017 16.85 16.92 0.0043 2/27/2017 15.48 15.48 0

6/13/2019 43.75 43.51 -0.0038 1/25/2019 37.58 37.04 -0.0091 9/7/2018 37.54 37.09 -0.0087 4/20/2018 20.16 20.19 0.0016 12/1/2017 17.28 17.22 -0.005 7/14/2017 16.95 16.85 -0.0062 2/24/2017 15.50 15.48 -0.0019

6/12/2019 44.66 43.68 -0.0224 1/24/2019 37.21 37.38 -0.0043 9/6/2018 38.04 37.42 -0.0311 4/19/2018 20.12 20.16 0.0017 11/30/2017 17.36 17.31 -0.0067 7/13/2017 16.95 16.95 -0.0005 2/23/2017 15.55 15.51 -0.0049

6/11/2019 44.86 44.68 -0.0042 1/23/2019 37.49 37.54 0.0009 9/5/2018 39.10 38.62 -0.0092 4/18/2018 20.17 20.12 -0.0024 11/29/2017 17.36 17.42 0.003 7/12/2017 17.02 16.96 -0.0023 2/22/2017 15.60 15.58 -0.0009

6/10/2019 44.84 44.87 0.0005 1/22/2019 37.58 37.51 -0.008 9/4/2018 38.08 38.98 0.0238 4/17/2018 20.22 20.17 -0.0023 11/28/2017 17.32 17.37 0.0033 7/11/2017 16.97 17.00 0.0006 2/21/2017 15.66 15.60 -0.0061

6/7/2019 44.86 44.85 -0.001 1/21/2019 37.81 37.81 0.0061 9/3/2018 36.83 38.08 0.0318 4/16/2018 20.19 20.22 0.0004 11/27/2017 17.37 17.31 -0.002 7/10/2017 16.99 16.99 0.0014 2/20/2017 15.71 15.69 0.0022

6/6/2019 44.86 44.89 -0.0003 1/18/2019 37.66 37.58 -0.0027 8/31/2018 38.06 36.90 -0.0473 4/13/2018 20.20 20.21 0.0004 11/24/2017 17.40 17.35 -0.0027 7/7/2017 17.02 16.97 -0.0071 2/17/2017 15.41 15.66 0.0151

6/5/2019 44.72 44.90 0.0047 1/17/2019 37.47 37.68 0.0055 8/30/2018 34.67 38.73 0.1392 4/12/2018 20.16 20.20 0.0022 11/23/2017 17.43 17.40 -0.0017 7/6/2017 17.18 17.09 -0.0031 2/16/2017 15.33 15.42 0.0036

6/4/2019 44.88 44.69 -0.0036 1/16/2019 37.14 37.48 0.0098 8/29/2018 31.54 34.00 0.0804 4/11/2018 20.15 20.16 0.0005 11/22/2017 17.47 17.42 -0.0035 7/5/2017 16.93 17.14 0.0148 2/15/2017 15.44 15.37 -0.0071

6/3/2019 44.73 44.86 0.0019 1/15/2019 36.98 37.11 0.0038 8/28/2018 30.95 31.47 0.0167 4/10/2018 20.18 20.15 -0.0021 11/21/2017 17.45 17.49 0.0011 7/4/2017 16.81 16.89 0.0024 2/14/2017 15.49 15.48 -0.0003

5/31/2019 44.63 44.77 0.0049 1/14/2019 36.89 36.97 0.0019 8/27/2018 30.74 30.95 0.0037 4/9/2018 20.16 20.19 0.0007 11/20/2017 17.47 17.47 -0.0006 7/3/2017 16.81 16.85 0.0137 2/13/2017 15.53 15.48 -0.0028

5/30/2019 44.44 44.55 0.0024 1/11/2019 37.08 36.90 -0.012 8/24/2018 30.43 30.84 0.0123 4/6/2018 20.19 20.18 -0.0007 11/17/2017 17.47 17.48 -0.0001 6/30/2017 16.50 16.62 0.008 2/10/2017 15.60 15.53 -0.008

5/29/2019 44.63 44.45 -0.005 1/10/2019 37.82 37.35 -0.0002 8/23/2018 30.22 30.47 0.0077 4/5/2018 20.17 20.19 0.001 11/16/2017 17.51 17.48 -0.0023 6/29/2017 16.40 16.49 0.0048 2/9/2017 15.66 15.65 -0.0013

5/28/2019 44.73 44.67 -0.0062 1/9/2019 37.55 37.36 -0.005 8/22/2018 30.00 30.23 0.0082 4/4/2018 20.17 20.17 -0.0001 11/15/2017 17.50 17.52 0.002 6/28/2017 16.42 16.41 0.0013 2/8/2017 15.67 15.67 -0.0004

5/27/2019 44.95 44.95 0.0026 1/8/2019 37.33 37.55 0.0066 8/21/2018 29.85 29.99 0.0043 4/3/2018 20.13 20.17 0.0019 11/14/2017 17.50 17.48 -0.0007 6/27/2017 16.31 16.39 0.0052 2/7/2017 15.78 15.68 -0.0058

5/24/2019 45.09 44.84 -0.0053 1/7/2019 37.35 37.30 -0.0013 8/20/2018 29.86 29.86 -0.0001 4/2/2018 20.13 20.13 0.0009 11/13/2017 17.49 17.50 0.0003 6/26/2017 16.19 16.31 0.0079 2/6/2017 15.63 15.77 0.0098

5/23/2019 44.74 45.07 0.0046 1/4/2019 37.26 37.35 -0.0026 8/17/2018 29.69 29.86 0.0046 3/30/2018 20.12 20.12 -0.001 11/10/2017 17.51 17.49 -0.0008 6/23/2017 16.14 16.18 0.0019 2/3/2017 15.68 15.62 -0.0038

5/22/2019 44.83 44.87 0.0017 1/3/2019 37.69 37.44 -0.0086 8/16/2018 29.78 29.72 -0.0051 3/29/2018 20.15 20.14 -0.0005 11/9/2017 17.53 17.50 -0.0009 6/22/2017 16.23 16.15 -0.0046 2/2/2017 15.79 15.68 -0.0076

5/21/2019 45.15 44.79 -0.0088 1/2/2019 37.69 37.77 0.0031 8/15/2018 29.76 29.88 0.004 3/28/2018 20.15 20.15 -0.0005 11/8/2017 17.64 17.52 -0.0074 6/21/2017 16.15 16.22 0.0049 2/1/2017 15.90 15.80 -0.0065

5/20/2019 44.98 45.19 0.0042 1/1/2019 37.65 37.65 0 8/14/2018 30.01 29.76 -0.006 3/27/2018 20.18 20.16 -0.0005 11/7/2017 17.66 17.65 0.0007 6/20/2017 16.14 16.14 0.0003 1/31/2017 15.90 15.90 0.0005

5/17/2019 44.71 45.00 0.0056 12/31/2018 37.68 37.65 -0.0008 8/13/2018 29.22 29.94 0.0242 3/26/2018 20.17 20.17 -0.0009 11/6/2017 17.65 17.64 0.0002 6/19/2017 16.04 16.14 0.0071 1/30/2017 15.89 15.89 0.0003

5/16/2019 44.98 44.75 -0.0051 12/28/2018 38.26 37.69 -0.0162 8/10/2018 28.07 29.23 0.0413 3/23/2018 20.24 20.18 -0.0017 11/3/2017 17.47 17.64 0.0066 6/16/2017 15.92 16.03 0.0036 1/27/2017 15.92 15.89 -0.0039

5/15/2019 44.95 44.98 0.0008 12/27/2018 38.62 38.31 -0.0062 8/9/2018 27.61 28.07 0.0162 3/22/2018 20.26 20.22 -0.0024 11/2/2017 17.61 17.52 -0.0051 6/15/2017 15.87 15.97 0.004 1/26/2017 15.91 15.95 -0.0004

5/14/2019 45.15 44.94 -0.0044 12/26/2018 37.88 38.55 0.0151 8/8/2018 27.38 27.62 0.0085 3/21/2018 20.23 20.27 0.0008 11/1/2017 17.64 17.61 -0.0014 6/14/2017 15.89 15.90 0.0013 1/25/2017 15.91 15.95 0.0015

5/13/2019 44.77 45.14 0.0072 12/25/2018 37.97 37.97 0 8/7/2018 27.32 27.39 0.0022 3/20/2018 20.21 20.25 0.0027 10/31/2017 17.62 17.64 -0.0034 6/13/2017 15.94 15.88 -0.0021 1/24/2017 15.91 15.93 -0.0005

5/10/2019 45.28 44.82 -0.0092 12/24/2018 37.97 37.97 0 8/6/2018 27.29 27.33 0.0014 3/19/2018 20.19 20.20 0.0005 10/30/2017 17.57 17.70 0.0052 6/12/2017 15.92 15.92 0.0002 1/23/2017 15.91 15.94 0.002

5/9/2019 44.97 45.23 0.0034 12/21/2018 37.56 37.97 -0.0016 8/3/2018 27.43 27.29 -0.0055 3/16/2018 20.32 20.19 -0.0064 10/27/2017 17.72 17.60 -0.0029 6/9/2017 15.91 15.92 -0.0013 1/20/2017 15.87 15.91 0.0003

5/8/2019 45.32 45.08 -0.0043 12/20/2018 38.36 38.04 -0.0084 8/2/2018 27.46 27.44 -0.0021 3/15/2018 20.21 20.32 0.0044 10/26/2017 17.49 17.66 0.0097 6/8/2017 16.00 15.94 -0.0035 1/19/2017 15.96 15.90 -0.0045

5/7/2019 44.66 45.27 0.0134 12/19/2018 38.26 38.36 0.0027 8/1/2018 27.19 27.50 0.0029 3/14/2018 20.20 20.23 0.0012 10/25/2017 17.39 17.49 -0.001 6/7/2017 16.03 15.99 -0.0014 1/18/2017 15.90 15.97 0.0042

5/6/2019 44.44 44.67 0.0045 12/18/2018 38.25 38.26 -0.0001 7/31/2018 27.26 27.42 0.0063 3/13/2018 20.19 20.20 0.0004 10/24/2017 17.42 17.50 0.0052 6/6/2017 16.00 16.02 -0.0009 1/17/2017 15.86 15.91 0.0019

5/3/2019 44.76 44.47 -0.0066 12/17/2018 38.12 38.26 0.0027 7/30/2018 27.32 27.25 -0.0026 3/12/2018 20.23 20.20 -0.0021 10/23/2017 17.41 17.41 -0.0001 6/5/2017 16.06 16.03 -0.0006 1/16/2017 15.86 15.88 0.0019

5/2/2019 44.14 44.76 0.0118 12/14/2018 37.90 38.15 0.0092 7/27/2018 27.40 27.32 -0.0027 3/9/2018 20.27 20.24 -0.0048 10/20/2017 17.42 17.42 -0.0017 6/2/2017 16.07 16.04 -0.0008 1/13/2017 15.81 15.85 0.002

5/1/2019 44.33 44.24 -0.0014 12/13/2018 37.58 37.81 0.0062 7/26/2018 27.37 27.40 0.0008 3/8/2018 20.31 20.34 -0.002 10/19/2017 17.34 17.45 0.0062 6/1/2017 16.09 16.05 -0.0026 1/12/2017 15.84 15.81 -0.002

4/30/2019 44.36 44.30 -0.0014 12/12/2018 37.88 37.57 -0.006 7/25/2018 27.48 27.37 -0.0038 3/7/2018 20.30 20.38 0.0031 10/18/2017 17.34 17.34 0.0001 5/31/2017 16.16 16.09 -0.0047 1/11/2017 15.84 15.85 -0.0001

4/29/2019 44.26 44.36 -0.0334 12/11/2018 37.51 37.80 0.0037 7/24/2018 27.60 27.48 -0.0048 3/6/2018 20.20 20.31 0.0055 10/17/2017 17.33 17.34 0.0006 5/30/2017 16.04 16.17 0.0119 1/10/2017 15.84 15.85 -0.0024

4/26/2019 45.13 45.89 0.0188 12/10/2018 37.38 37.66 0.0076 7/23/2018 27.60 27.61 0.0004 3/5/2018 20.28 20.20 -0.0029 10/16/2017 17.33 17.33 -0.0008 5/29/2017 16.03 15.98 -0.0017 1/9/2017 15.81 15.88 0.0047

4/25/2019 43.98 45.05 0.0256 12/7/2018 37.70 37.38 -0.0086 7/20/2018 27.75 27.60 -0.0047 3/2/2018 20.14 20.26 0.0056 10/13/2017 17.41 17.34 -0.0043 5/26/2017 16.09 16.01 -0.0046 1/6/2017 15.93 15.81 -0.0093

4/24/2019 42.43 43.92 0.0358 12/6/2018 37.46 37.70 0.0053 7/19/2018 27.58 27.73 0.0038 3/1/2018 20.16 20.15 0.0016 10/12/2017 17.42 17.41 0.0002 5/25/2017 16.10 16.08 -0.0003 1/5/2017 16.05 15.96 -0.0073

4/23/2019 42.38 42.41 -0.0019 12/5/2018 37.39 37.50 0.0033 7/18/2018 27.51 27.63 0.0035 2/28/2018 20.20 20.12 -0.0051 10/11/2017 17.41 17.41 -0.001 5/24/2017 16.11 16.09 -0.0002 1/4/2017 15.92 16.08 0.0086

Figura 50: Serie Dolar: La siguiente tabla muestra el precio y la variación porcentual del dolar
Banco Nación.
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Fecha Riesgo Pais Fecha Riesgo Pais Fecha Riesgo Pais Fecha Riesgo Pais Fecha Riesgo Pais

1/2/2017 455 6/12/2017 399 11/17/2017 366 4/25/2018 402 10/25/2018 667

1/3/2017 474 6/13/2017 396 11/21/2017 363 4/26/2018 418 10/26/2018 670

1/4/2017 477 6/19/2017 411 11/22/2017 363 4/27/2018 419 10/29/2018 672

1/5/2017 475 6/21/2017 431 11/23/2017 363 5/2/2018 443 10/30/2018 665

1/6/2017 468 6/22/2017 423 11/24/2017 363 5/3/2018 470 10/31/2018 652

1/9/2017 470 6/26/2017 414 11/27/2017 361 5/4/2018 454 11/1/2018 635

1/10/2017 482 6/28/2017 424 11/28/2017 356 5/7/2018 471 11/2/2018 609

1/11/2017 483 6/29/2017 435 11/29/2017 358 5/8/2018 489 11/8/2018 607

1/12/2017 473 7/3/2017 430 11/30/2017 357 5/9/2018 491 11/9/2018 617

1/13/2017 453 7/4/2017 430 12/1/2017 359 5/10/2018 469 11/12/2018 617

1/16/2017 453 7/5/2017 436 12/4/2017 355 5/11/2018 480 11/14/2018 642

1/17/2017 455 7/6/2017 445 12/5/2017 356 5/14/2018 500 11/15/2018 649

1/18/2017 459 7/7/2017 443 12/6/2017 363 5/15/2018 482 11/16/2018 656

1/19/2017 461 7/10/2017 435 12/7/2017 365 5/16/2018 450 11/22/2018 686

1/20/2017 462 7/11/2017 433 12/11/2017 366 5/17/2018 453 11/23/2018 688

1/24/2017 464 7/12/2017 430 12/12/2017 364 5/18/2018 461 11/26/2018 695

1/25/2017 463 7/13/2017 429 12/13/2017 363 5/21/2018 459 11/27/2018 714

1/26/2017 463 7/14/2017 426 12/14/2017 361 5/22/2018 456 11/28/2018 705

1/27/2017 457 7/17/2017 425 12/15/2017 361 5/23/2018 454 11/29/2018 709

1/30/2017 469 7/18/2017 435 12/18/2017 355 5/28/2018 463 12/3/2018 698

1/31/2017 469 7/19/2017 436 12/19/2017 350 5/29/2018 499 12/4/2018 724

2/1/2017 461 7/20/2017 437 12/20/2017 346 5/31/2018 524 12/5/2018 724

2/2/2017 448 7/21/2017 440 12/21/2017 347 6/1/2018 515 12/6/2018 729

2/3/2017 440 7/24/2017 444 12/22/2017 347 6/4/2018 483 12/7/2018 729

2/6/2017 443 7/25/2017 442 12/26/2017 348 6/5/2018 475 12/11/2018 757

2/7/2017 458 7/26/2017 436 12/27/2017 350 6/6/2018 468 12/12/2018 741

2/8/2017 460 7/27/2017 433 12/28/2017 349 6/7/2018 481 12/13/2018 746

2/9/2017 456 7/28/2017 440 12/29/2017 351 6/11/2018 487 12/14/2018 763

2/10/2017 446 7/31/2017 439 1/2/2018 347 6/12/2018 503 12/17/2018 775

2/13/2017 441 8/1/2017 441 1/3/2018 355 6/13/2018 507 12/18/2018 781

2/14/2017 442 8/2/2017 443 1/4/2018 356 6/14/2018 539 12/19/2018 787

2/15/2017 448 8/3/2017 446 1/5/2018 362 6/15/2018 551 12/20/2018 802

2/16/2017 459 8/4/2017 447 1/8/2018 365 6/18/2018 566 12/21/2018 815

2/17/2017 460 8/7/2017 447 1/9/2018 361 6/21/2018 545 12/26/2018 820

2/20/2017 460 8/8/2017 440 1/10/2018 364 6/22/2018 535 12/27/2018 829

2/21/2017 456 8/9/2017 445 1/11/2018 363 6/26/2018 559 12/28/2018 813

2/22/2017 456 8/10/2017 453 1/12/2018 364 6/28/2018 595 1/2/2019 791

2/23/2017 458 8/11/2017 444 1/15/2018 364 6/29/2018 610 1/3/2019 768

2/24/2017 466 8/14/2017 418 1/16/2018 362 7/2/2018 607 1/4/2019 730

3/1/2017 454 8/15/2017 409 1/17/2018 360 7/4/2018 590 1/7/2019 713

3/2/2017 451 8/16/2017 406 1/18/2018 359 7/5/2018 581 1/8/2019 727

3/3/2017 445 8/17/2017 417 1/19/2018 363 7/6/2018 567 1/9/2019 708

3/6/2017 447 8/18/2017 410 1/22/2018 365 7/12/2018 575 1/10/2019 706

3/7/2017 442 8/22/2017 409 1/23/2018 367 7/18/2018 578 1/11/2019 703

3/8/2017 452 8/23/2017 408 1/24/2018 369 7/19/2018 585 1/14/2019 697

3/9/2017 456 8/24/2017 403 1/25/2018 373 7/20/2018 575 1/15/2019 695

3/10/2017 451 8/25/2017 395 1/26/2018 372 7/23/2018 575 1/16/2019 689

3/13/2017 456 8/28/2017 396 1/29/2018 376 7/25/2018 576 1/17/2019 690

3/14/2017 463 8/30/2017 387 1/30/2018 379 7/26/2018 556 1/18/2019 672

3/15/2017 452 8/31/2017 393 2/1/2018 373 7/31/2018 558 1/23/2019 670

3/16/2017 449 9/4/2017 388 2/2/2018 376 8/1/2018 562 1/24/2019 663

3/17/2017 443 9/5/2017 393 2/5/2018 396 8/2/2018 571 1/25/2019 663

3/20/2017 444 9/6/2017 393 2/6/2018 394 8/7/2018 593 1/28/2019 685

3/21/2017 453 9/7/2017 392 2/7/2018 383 8/8/2018 610 1/29/2019 696

3/22/2017 458 9/8/2017 390 2/8/2018 405 8/9/2018 634 1/30/2019 689

3/23/2017 456 9/11/2017 385 2/9/2018 426 8/10/2018 700 1/31/2019 676

3/27/2017 461 9/12/2017 384 2/14/2018 415 8/13/2018 748 2/1/2019 654

3/28/2017 457 9/13/2017 374 2/15/2018 397 8/14/2018 696 2/4/2019 648

3/29/2017 453 9/14/2017 375 2/16/2018 391 8/15/2018 699 2/5/2019 635

3/30/2017 450 9/15/2017 373 2/19/2018 391 8/16/2018 663 2/6/2019 652

3/31/2017 452 9/18/2017 370 2/20/2018 397 8/17/2018 671 2/7/2019 667

4/3/2017 454 9/19/2017 371 2/21/2018 393 8/21/2018 686 2/11/2019 683

4/4/2017 447 9/20/2017 370 2/22/2018 402 8/22/2018 690 2/12/2019 670

4/5/2017 439 9/21/2017 370 2/23/2018 404 8/23/2018 696 2/13/2019 665

4/6/2017 439 9/22/2017 368 2/26/2018 397 8/24/2018 700 2/14/2019 674

4/7/2017 437 9/25/2017 375 2/27/2018 397 8/28/2018 689 2/15/2019 690

4/11/2017 439 9/26/2017 377 2/28/2018 404 8/29/2018 728 2/18/2019 690

4/12/2017 443 9/27/2017 379 3/1/2018 417 8/30/2018 776 2/19/2019 703

4/17/2017 438 9/28/2017 375 3/2/2018 412 8/31/2018 771 2/20/2019 715

4/18/2017 440 9/29/2017 367 3/5/2018 410 9/3/2018 771 2/21/2019 711

4/19/2017 433 10/3/2017 365 3/6/2018 408 9/5/2018 744 2/22/2019 699

4/21/2017 424 10/4/2017 362 3/7/2018 414 9/7/2018 725 2/25/2019 692

4/24/2017 414 10/5/2017 359 3/8/2018 407 9/10/2018 745 2/27/2019 686

4/25/2017 407 10/9/2017 362 3/9/2018 388 9/11/2018 741 2/28/2019 697

4/26/2017 417 10/10/2017 363 3/12/2018 392 9/12/2018 699 3/6/2019 747

4/28/2017 415 10/11/2017 358 3/13/2018 399 9/13/2018 695 3/7/2019 777

5/2/2017 405 10/12/2017 354 3/14/2018 403 9/14/2018 661 3/8/2019 764

5/3/2017 404 10/13/2017 348 3/16/2018 409 9/17/2018 649 3/11/2019 738

5/4/2017 405 10/17/2017 343 3/19/2018 420 9/18/2018 656 3/12/2019 741

5/5/2017 407 10/18/2017 342 3/20/2018 411 9/19/2018 622 3/14/2019 737

5/9/2017 410 10/19/2017 350 3/21/2018 409 9/20/2018 601 3/15/2019 724

5/10/2017 403 10/20/2017 349 3/22/2018 419 9/21/2018 588 3/18/2019 725

5/12/2017 407 10/23/2017 342 3/23/2018 425 9/24/2018 612 3/19/2019 724

5/15/2017 400 10/24/2017 348 3/26/2018 418 9/26/2018 614 3/20/2019 723

5/16/2017 404 10/25/2017 349 3/27/2018 420 9/27/2018 593 3/21/2019 731

5/17/2017 419 10/26/2017 361 3/28/2018 418 9/28/2018 623 3/22/2019 764

5/18/2017 431 10/27/2017 355 4/3/2018 417 10/1/2018 629 3/25/2019 768

5/19/2017 422 10/30/2017 344 4/5/2018 408 10/2/2018 632 3/26/2019 768

5/22/2017 426 10/31/2017 361 4/6/2018 419 10/3/2018 626 3/27/2019 781

5/23/2017 420 11/1/2017 365 4/9/2018 415 10/4/2018 656 3/28/2019 787

5/24/2017 415 11/2/2017 361 4/10/2018 408 10/5/2018 669 3/29/2019 774

5/26/2017 418 11/3/2017 368 4/11/2018 406 10/9/2018 661 4/1/2019 761

5/29/2017 418 11/7/2017 384 4/12/2018 397 10/10/2018 681 4/3/2019 753

5/30/2017 416 11/8/2017 383 4/13/2018 398 10/11/2018 686 4/4/2019 767

5/31/2017 407 11/9/2017 386 4/16/2018 401 10/12/2018 657 4/5/2019 782

6/1/2017 402 11/10/2017 381 4/17/2018 401 10/16/2018 636 4/8/2019 803

6/2/2017 398 11/13/2017 380 4/18/2018 398 10/17/2018 655 4/9/2019 815

6/5/2017 397 11/14/2017 381 4/19/2018 399 10/19/2018 661 4/10/2019 816

6/6/2017 395 11/15/2017 388 4/20/2018 400 10/22/2018 665 4/15/2019 808

6/8/2017 395 11/16/2017 373 4/24/2018 403 10/24/2018 676 4/16/2019 801

Figura 51: Serie Riesgo Pais: La siguiente tabla muestra la serie de Riesgo Páıs.
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Fecha Cierre Fecha Cierre Fecha Cierre Fecha Cierre Fecha Cierre Fecha Cierre

1/2/2017 17504.82 5/31/2017 22348.61 10/23/2017 27782.6 3/21/2018 32369.59 8/21/2018 26045.93 1/17/2019 34262.74

1/3/2017 17911.22 6/1/2017 22518.66 10/24/2017 28009.54 3/22/2018 31908.22 8/22/2018 26844.35 1/18/2019 35100.45

1/4/2017 18143.1 6/2/2017 22518.99 10/25/2017 27878.24 3/23/2018 31461.26 8/23/2018 26523.2 1/21/2019 35303.25

1/5/2017 18222.7 6/5/2017 22443.6 10/26/2017 27828.65 3/26/2018 31636.56 8/24/2018 25167.96 1/22/2019 34042.76

1/6/2017 18284.28 6/6/2017 22355.6 10/27/2017 27479.39 3/27/2018 31236.12 8/27/2018 25435.39 1/23/2019 34819.13

1/9/2017 18509.93 6/7/2017 22218.66 10/30/2017 27405.83 3/28/2018 31114.93 8/28/2018 25032.95 1/24/2019 34939.05

1/10/2017 18783.32 6/8/2017 21928.76 10/31/2017 27935.28 4/3/2018 31341.06 8/29/2018 25398.41 1/25/2019 34810.51

1/11/2017 18467.76 6/9/2017 21614.25 11/1/2017 27979.83 4/4/2018 31318.47 8/30/2018 26754.85 1/28/2019 34840.8

1/12/2017 18591.28 6/12/2017 21145.05 11/2/2017 27944.45 4/5/2018 31866.63 8/31/2018 29293.52 1/29/2019 35511.21

1/13/2017 18885.09 6/13/2017 21394.92 11/3/2017 27978.33 4/6/2018 31738.77 9/3/2018 28807.29 1/30/2019 36039.11

1/16/2017 18997.45 6/14/2017 21178.35 11/7/2017 28120.22 4/9/2018 31844.43 9/4/2018 27625.35 1/31/2019 36326.92

1/17/2017 18875.55 6/15/2017 21009.41 11/8/2017 28081.57 4/10/2018 32222.4 9/5/2018 28769.09 2/1/2019 36599.88

1/18/2017 18870.09 6/16/2017 21291.38 11/9/2017 27951.54 4/11/2018 32030.85 9/6/2018 29948.35 2/4/2019 37145

1/19/2017 18633.46 6/19/2017 21657.19 11/10/2017 27080.55 4/12/2018 32038.79 9/7/2018 29811.22 2/5/2019 37471.67

1/20/2017 19039.49 6/21/2017 20614.35 11/13/2017 26714.9 4/13/2018 31593.11 9/10/2018 29455.22 2/6/2019 36731.67

1/23/2017 19470.59 6/22/2017 20996.86 11/14/2017 25611.01 4/16/2018 31007.8 9/11/2018 29163.63 2/7/2019 35928.99

1/24/2017 19366.94 6/23/2017 21066.14 11/15/2017 26312.68 4/17/2018 31402.77 9/12/2018 29744.67 2/8/2019 36664.24

1/25/2017 19406.63 6/26/2017 21297.04 11/16/2017 27267.3 4/18/2018 31531.9 9/13/2018 30023.76 2/11/2019 37023.74

1/26/2017 19180.4 6/27/2017 21226.89 11/17/2017 27128.5 4/19/2018 31281.32 9/14/2018 30177.43 2/12/2019 37685.96

1/27/2017 19215.78 6/28/2017 21394.31 11/21/2017 27266.05 4/20/2018 31161.7 9/17/2018 31157.4 2/13/2019 37038.92

1/30/2017 18777.5 6/29/2017 21460.77 11/22/2017 27327.97 4/23/2018 30941.08 9/18/2018 32106.34 2/14/2019 37385.75

1/31/2017 19062.59 6/30/2017 21912.63 11/23/2017 27293.31 4/24/2018 30568.86 9/19/2018 33118.35 2/15/2019 37469.97

2/1/2017 19200.76 7/3/2017 22217.01 11/24/2017 27464.78 4/25/2018 29946.83 9/20/2018 34514.24 2/18/2019 37355.24

2/2/2017 19374.99 7/4/2017 22385.79 11/27/2017 27122.35 4/26/2018 29487.82 9/21/2018 34327.12 2/19/2019 36292.29

2/3/2017 19200.5 7/5/2017 22415.77 11/28/2017 26912.15 4/27/2018 30006.35 9/24/2018 33163.61 2/20/2019 36503.51

2/6/2017 19248.66 7/6/2017 22225.15 11/29/2017 26902.88 5/2/2018 29613.98 9/25/2018 34052.62 2/21/2019 35852.14

2/7/2017 19194.32 7/7/2017 22027.84 11/30/2017 26905.26 5/3/2018 29503.4 9/26/2018 33943.28 2/22/2019 36646.79

2/8/2017 19147.92 7/10/2017 21956.55 12/1/2017 26941.63 5/4/2018 28553.27 9/27/2018 33651.33 2/25/2019 36332.03

2/9/2017 19302.25 7/11/2017 22127.33 12/4/2017 26834.3 5/7/2018 27512.56 9/28/2018 33461.77 2/26/2019 36026.63

2/10/2017 19502.93 7/12/2017 22262.64 12/5/2017 26483 5/8/2018 26276.52 10/1/2018 32584.94 2/27/2019 35345.47

2/13/2017 19507.54 7/13/2017 21976.37 12/6/2017 26470.45 5/9/2018 27907.92 10/2/2018 32730.38 2/28/2019 34485.8

2/14/2017 19606.38 7/14/2017 21880.16 12/7/2017 26841.5 5/10/2018 29600.66 10/3/2018 32201.47 3/1/2019 33834.86

2/15/2017 19657.07 7/17/2017 21296.5 12/11/2017 27307.06 5/11/2018 29852.06 10/4/2018 30928.83 3/6/2019 32340.43

2/16/2017 19563.21 7/18/2017 21046.43 12/12/2017 27341.58 5/14/2018 30441.6 10/5/2018 30168.72 3/7/2019 33189.91

2/17/2017 19681.34 7/19/2017 21450.4 12/13/2017 27034.57 5/15/2018 30676.94 10/8/2018 30547.13 3/8/2019 33020.07

2/20/2017 20038.39 7/20/2017 21465.2 12/14/2017 27139.1 5/16/2018 31660.57 10/9/2018 29612.45 3/11/2019 33790.68

2/21/2017 20072.92 7/21/2017 21498.58 12/15/2017 27021.94 5/17/2018 31806.18 10/10/2018 28549.77 3/12/2019 33640.59

2/22/2017 19915.25 7/24/2017 21310.37 12/18/2017 27137.32 5/18/2018 31869.82 10/11/2018 27613.09 3/13/2019 34023.02

2/23/2017 19538.09 7/25/2017 21243.25 12/19/2017 27706.71 5/21/2018 31632.45 10/12/2018 29598.18 3/14/2019 33530.45

2/24/2017 19117.45 7/26/2017 21202.91 12/20/2017 28068.96 5/22/2018 30991.35 10/16/2018 29430.59 3/15/2019 33933.08

3/1/2017 19358.97 7/27/2017 21294.02 12/21/2017 28480.71 5/23/2018 30233.95 10/17/2018 28721.37 3/18/2019 34939.3

3/2/2017 18966.51 7/28/2017 21689.22 12/22/2017 28931.54 5/24/2018 29664.9 10/18/2018 28370.45 3/19/2019 34373.2

3/3/2017 19265.45 7/31/2017 21582.4 12/26/2017 29185.62 5/28/2018 28653.75 10/19/2018 28673.28 3/20/2019 34743.9

3/6/2017 19197.34 8/1/2017 21522.3 12/27/2017 29193.48 5/29/2018 28325.59 10/22/2018 28567.78 3/21/2019 34186.08

3/7/2017 19248.16 8/2/2017 21798.64 12/28/2017 29974.54 5/30/2018 28389.4 10/23/2018 28359.72 3/22/2019 32827.98

3/8/2017 19232.61 8/3/2017 21779.54 12/29/2017 30065.61 5/31/2018 28558.83 10/24/2018 28157.43 3/25/2019 33166.32

3/9/2017 18785.49 8/4/2017 21703.9 1/2/2018 31084.42 6/1/2018 28436.75 10/25/2018 29334.99 3/26/2019 32627.59

3/10/2017 18895.91 8/7/2017 21478.44 1/3/2018 31476.26 6/4/2018 29036.15 10/26/2018 29369.87 3/27/2019 32174.68

3/13/2017 19188.25 8/8/2017 21255.71 1/4/2018 31951.99 6/5/2018 30359.26 10/29/2018 28898.24 3/28/2019 32892.15

3/14/2017 19062.24 8/9/2017 20924.99 1/5/2018 32190.3 6/6/2018 30428 10/30/2018 29425.79 3/29/2019 33466.03

3/15/2017 19368.39 8/10/2017 21132.97 1/8/2018 32351.2 6/7/2018 30177.81 10/31/2018 29491.11 4/1/2019 33006.82

3/16/2017 19601.29 8/11/2017 21632.98 1/9/2018 32138.59 6/8/2018 31444.08 11/1/2018 31308.63 4/3/2019 31765.11

3/17/2017 19434 8/14/2017 22539.96 1/10/2018 31632.36 6/11/2018 31703.85 11/2/2018 31419.26 4/4/2019 32142.47

3/20/2017 19793.52 8/15/2017 22702.38 1/11/2018 32078.22 6/12/2018 30749.09 11/5/2018 31429.3 4/5/2019 32666.88

3/21/2017 19535.2 8/16/2017 22887.94 1/12/2018 32719.7 6/13/2018 30228.42 11/6/2018 30973.55 4/8/2019 33080.87

3/22/2017 19666.59 8/17/2017 22724.48 1/15/2018 33622.84 6/14/2018 30114.88 11/7/2018 31404.69 4/9/2019 31743.38

3/23/2017 19705.1 8/18/2017 22967.35 1/16/2018 33521.63 6/15/2018 30147.65 11/8/2018 30736.41 4/10/2019 32154.54

3/27/2017 19801.71 8/22/2017 22900.18 1/17/2018 33598.21 6/18/2018 27656.57 11/9/2018 29912.49 4/11/2019 31501.04

3/28/2017 20022.42 8/23/2017 23262.38 1/18/2018 34049.35 6/19/2018 29118.51 11/12/2018 29423.3 4/12/2019 31357.03

3/29/2017 20203.27 8/24/2017 23392.5 1/19/2018 33591.7 6/21/2018 30869.35 11/13/2018 28543.43 4/15/2019 31745.57

3/30/2017 20248.42 8/25/2017 23500.95 1/22/2018 33525.47 6/22/2018 30210.61 11/14/2018 29372.54 4/16/2019 32290.18

3/31/2017 20265.32 8/28/2017 23482.05 1/23/2018 33893.42 6/25/2018 28825.12 11/15/2018 30473.82 4/17/2019 32036.78

4/3/2017 20561.9 8/29/2017 23443.59 1/24/2018 34948.56 6/26/2018 28473.48 11/16/2018 31109.25 4/22/2019 30786.64

4/4/2017 20834.74 8/30/2017 23491.81 1/25/2018 35141.72 6/27/2018 25921.08 11/20/2018 29714.68 4/23/2019 30926.73

4/5/2017 20683.02 8/31/2017 23588.98 1/26/2018 35126.22 6/28/2018 26789.41 11/21/2018 30262.92 4/24/2019 29746.6

4/6/2017 20812.82 9/1/2017 23657.64 1/29/2018 34787.4 6/29/2018 26037.01 11/22/2018 30274.51 4/25/2019 29556.77

4/7/2017 20727.56 9/4/2017 23707.77 1/30/2018 34241.26 7/2/2018 25298.04 11/23/2018 30723.48 4/26/2019 30001.1

4/10/2017 20926.18 9/5/2017 24025.94 1/31/2018 34938.64 7/3/2018 27092.19 11/26/2018 31131.87 4/29/2019 28827.37

4/11/2017 20994.8 9/6/2017 24164.85 2/1/2018 34641.37 7/4/2018 27702.88 11/27/2018 30921.11 4/30/2019 29571.36

4/12/2017 20812.17 9/7/2017 24250.25 2/2/2018 32614.77 7/5/2018 27813.17 11/28/2018 31138.66 5/2/2019 30817.01

4/17/2017 20748.13 9/8/2017 24018.13 2/5/2018 31145.6 7/6/2018 27611.04 11/29/2018 31482.58 5/3/2019 32412.27

4/18/2017 20669.72 9/11/2017 24066.49 2/6/2018 31624.18 7/10/2018 27635.21 12/3/2018 31888.79 5/6/2019 33001.08

4/19/2017 20513.17 9/12/2017 23529.22 2/7/2018 31626.73 7/11/2018 27231.78 12/4/2018 31958.33 5/7/2019 32741.13

4/20/2017 20668.71 9/13/2017 23836.58 2/8/2018 31021.59 7/12/2018 26704.91 12/5/2018 31779.87 5/8/2019 33775.97

4/21/2017 20768.98 9/14/2017 23701.71 2/9/2018 30143.44 7/13/2018 26514.16 12/6/2018 32019.84 5/9/2019 34119.1

4/24/2017 21169.87 9/15/2017 23715.54 2/14/2018 31551.31 7/16/2018 26263.65 12/7/2018 31550.4 5/10/2019 33393.81

4/25/2017 21198.87 9/18/2017 23913.92 2/15/2018 32023.64 7/17/2018 26765.07 12/10/2018 30753.54 5/13/2019 32300.25

4/26/2017 21027.67 9/19/2017 24214.62 2/16/2018 32677.25 7/18/2018 27044.46 12/11/2018 30941.09 5/14/2019 32510.83

4/27/2017 20889.45 9/20/2017 24334.82 2/19/2018 33281.32 7/19/2018 26814.42 12/12/2018 31081.37 5/15/2019 33218.06

4/28/2017 21019.91 9/21/2017 24578.7 2/20/2018 32825.94 7/20/2018 27625.34 12/13/2018 31019.79 5/16/2019 33892.17

5/2/2017 21157.45 9/22/2017 24994.48 2/21/2018 33042.3 7/23/2018 27703.74 12/14/2018 31109.45 5/17/2019 33315.7

5/3/2017 21212.03 9/25/2017 25047.18 2/22/2018 33124.77 7/24/2018 28272.52 12/17/2018 29888.02 5/20/2019 33492.48

5/4/2017 20985.52 9/26/2017 25166.21 2/23/2018 32742.39 7/25/2018 29363.46 12/18/2018 29777.26 5/21/2019 34481.33

5/5/2017 21169.68 9/27/2017 25271.19 2/26/2018 32918.2 7/26/2018 29204.92 12/19/2018 29968.28 5/22/2019 34578.77

5/8/2017 21076.71 9/28/2017 25597.01 2/27/2018 32516.31 7/27/2018 29259.02 12/20/2018 29242.75 5/23/2019 34378.55

5/9/2017 21140.16 9/29/2017 26078.29 2/28/2018 33010.9 7/30/2018 29232.12 12/21/2018 28456.92 5/24/2019 35084.92

5/10/2017 21510 10/2/2017 26350.75 3/1/2018 32013.03 7/31/2018 29287.34 12/26/2018 28473.44 5/27/2019 35448.46

5/11/2017 21426.58 10/3/2017 26672.97 3/2/2018 31900.7 8/1/2018 29387.8 12/27/2018 29519.37 5/28/2019 34643.54

5/12/2017 21502.41 10/4/2017 26476.77 3/5/2018 32133.74 8/2/2018 28882.85 12/28/2018 30292.55

5/15/2017 21656.6 10/5/2017 27015.58 3/6/2018 32864.98 8/3/2018 29215.98 1/2/2019 31096.63

5/16/2017 21833.61 10/6/2017 26797.79 3/7/2018 32743.55 8/6/2018 28893.97 1/3/2019 31065.12

5/17/2017 21674.24 10/9/2017 26765.96 3/8/2018 32822.6 8/7/2018 27783.35 1/4/2019 32303.05

5/18/2017 21033.96 10/10/2017 27097.26 3/9/2018 33182.6 8/8/2018 26674.87 1/7/2019 33010.54

5/19/2017 21614.87 10/11/2017 26889.79 3/12/2018 33243.97 8/9/2018 26906.28 1/8/2019 32914.88

5/22/2017 21500.84 10/12/2017 27059.52 3/13/2018 32980.12 8/10/2018 26856.15 1/9/2019 33769.35

5/23/2017 21520.66 10/13/2017 27140.8 3/14/2018 32824.48 8/13/2018 26061.96 1/10/2019 34167.45

5/24/2017 21684.59 10/17/2017 26622.44 3/15/2018 32707.46 8/14/2018 26536.63 1/11/2019 33884.6

5/26/2017 22141.71 10/18/2017 26213.15 3/16/2018 32555.08 8/15/2018 27008.2 1/14/2019 33771.24

5/29/2017 22347.43 10/19/2017 26804.55 3/19/2018 31724.38 8/16/2018 26938.75 1/15/2019 33562.54

5/30/2017 22310.58 10/20/2017 26978.98 3/20/2018 31797.57 8/17/2018 26238.82 1/16/2019 34048.02

Figura 52: Serie S&P Merval: La siguiente tabla muestra la serie del S&P Merval.
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7.2 Códigos en Python para el cómputo de los operadores.

 

 

 

 Figura 53: La siguiente figura muestra el programa 1 y 2 de Python, donde se leen los archivos
originales y se aplican el retorno logaŕıtmico.
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Figura 54: La siguiente figura muestra el programa 3 y 4 de Python donde se realizan los cálculos
de los diferentes operadores con los parámetros elegidos.
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7.3 Códigos en SAS.

 

Figura 55: La siguiente figura muestra el programa en lenguage SAS utilizado para el cálculo de
las correlaciones.
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Figura 56: La siguiente figura muestra el programa en lenguage SAS utilizado para el cálculo de
los diferentes modelos.
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Figura 57: La siguiente figura muestra el programa en lenguage SAS utilizado para el cálculo de
los diferentes modelos.
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