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Resumen

Este trabajo analiza la geometria del espacio-tiempo segtn la relatividad ge-
neral de Einstein, abordando conceptos de geometria diferencial como tensores,
derivadas covariantes y conexiones. Se revisa la relatividad especial como base y
se estudia como los agujeros negros de Schwarzschild y Kerr deforman el espacio-
tiempo, afectando la materia y la luz. El estudio ofrece un marco matematico y
fisico para entender fenémenos gravitacionales extremos.
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1. Introduccién

Desde comienzos del siglo XX ha tenido lugar un cambio radical en nuestra comprension
del espacio y del tiempo. La formulacion de la relatividad general por parte de Albert
Einstein a partir de 1915 no solo unificé la descripcién de la gravitacion con la geometria
del espacio-tiempo, sino que supuso un cambio de paradigma en la medida en que tanto
la masa como la energia modifican dicha geometria y, en consecuencia, la trayectoria de
los cuerpos. Es decir, dejé atras la nocion de que existe una fuerza de atraccion entre los
cuerpos para mantener que estos siguen sus trayectorias geodésicas en un espacio-tiempo
curvado.

Este trabajo tiene como objetivo principal el estudio de las soluciones exactas de las
ecuaciones de campo de Einstein, las cudles describen modificaciones de la estructura del
espacio tiempo en el caso de los agujeros negros estaticos y en rotacién (representados por
las métricas de Schwarzschild y Kerr). Las mismas no solo constituyen ejemplos canénicos
de la relatividad general, sino que describen propiedades extremas del universo donde el
tiempo, el espacio y la causalidad se conectan de maneras excepcionales e incluso no
intuitivas.

Para entender estas soluciones, comenzamos con los fundamentos de la mecanica clasica
y la mecanica lagrangiana, pasando después a los conceptos basicos de la geometria
diferencial, que es el incluso o necesariamente un herramienta para describir variedades
curvas y el campo tensorial. Sobre esta base matematica se presentan los simbolos de
Christoffel, la derivada covariante, el tensor de Riemann y las ecuaciones de Einstein,
que permiten poner en relacién la curvatura del espacio-tiempo con la distribucion de
energia-momento.

A continuacién, se estudian las métricas de Schwarzschild y Kerr, indicando en par-
ticular sus propiedades geométricas y fisicas. En el primer caso, se trata el caso de la
geometria del espacio-tiempo en torno a una masa esférica y no rotante, detectando la
presencia del horizonte de eventos y la singularidad central, y en el segundo se considera
el momento angular, incluyendo fenémenos como el frame dragging y la ergosfera, donde
el espacio-tiempo es arrastrado por la rotacion del agujero negro.

2. Convenciones

La bibliografia es diversa y cada autor usa su propia convencién cuando hablamos de
algebra tensorial y relatividad.

Para la métrica del espacio-tiempo utilizaremos una firma Lorentziana (-, +, +, +) la
cual es la mas utilizada por la comunidad académica.

~1.00 0
0 100

Il =10 0 1 0 (2.1)
0 001

A lo largo de este trabajo, la notacién ||A,, || representara la matriz del tensor A4,, A
veces por simplicidad se obviard la simbologia || — || .

Las letras griegas (u, v, p,...) se utilizan para denotar indices del espacio-tiempo y
pueden asumir valores 0,1,2,3. Las letras latinas (4,7, k,...) son usadas para denotar
indices espaciales. Asimismo, la coordenada temporal se puede indicar como t o x°



A menos que se indique lo contrario, adoptaremos la convencién de suma de Eins-
tein, segin la cual se sobreentiende una suma sobre cualquier indice repetido una vez en
posicién superior (contravariante) y una vez en posicién inferior (covariante) dentro de

. S, . C 3
una misma expresién. Por ejemplo, la expresién A*B,, representa la suma =0 AB,,.

El tensor de Riemann se define como:

ore  ore
Rlljpa = W - 87: + Fl)fprl)/\a - Fl)farl)/\m (22)

donde Fl’}p son los simbolos de Christoftel:
1 Irs , O9rp 09y
Iy =—g" L =2, 2.3
vo = 57 (&UP o T o (2:3)

El tensor de Ricci resulta de contraer el tensor de Riemman y se define como R, =
g’\pR,\up,, por lo que escribimos las ecuaciones de campo de Einstein como:

1 871G
G = Ry — ~guwR = —=NT,,. (2.4)

2 ct



3. Mecanica de Lagrange

3.1. Introduccion

La mecanica de Lagrange surge en el siglo XVIII como una reformulacion elegante y
poderosa de la mecanica clasica newtoniana. Su desarrollo fue una respuesta a la necesi-
dad de manejar sistemas mas complejos, particularmente aquellos con restricciones, y de
ofrecer un marco matematicamente méas general que las ecuaciones vectoriales de Newton.

El precursor conceptual de este formalismo fue el principio de minima accién, cuya
primera formulacién se atribuye a Pierre-Louis Moreau de Maupertuis en 1744. Mauper-
tuis propuso que la naturaleza actiia de forma econdmica, eligiendo la trayectoria que
minimiza una cierta cantidad, la accion. Esta idea fue influenciada por consideraciones
filosoficas y estéticas propias del pensamiento ilustrado de la época, donde se concebia al
universo como una manifestacion de armonia y simplicidad.

El formalismo fue desarrollado rigurosamente por Joseph-Louis Lagrange en su
obra Mécanique analytique publicada en 1788. En esta obra, Lagrange reformulé toda la
mecanica conocida hasta ese momento sin hacer uso explicito de fuerzas, sino mediante
funciones escalares —el lagrangiano— derivadas de la energia cinética y potencial del
sistema. Su enfoque, basado en el calculo de variaciones y el uso de coordenadas gene-
ralizadas, marcé un cambio de paradigma profundo en la formulacion de las leyes del
movimiento.

Uno de los problemas fundamentales que resuelve la mecanica de Lagrange es el tra-
tamiento de sistemas con restricciones holonomas, es decir, restricciones que pueden ex-
presarse como ecuaciones algebraicas entre coordenadas y el tiempo. Mientras que la
mecanica de Newton requiere considerar fuerzas de reaccion para respetar estas restric-
ciones, el enfoque lagrangiano las incorpora naturalmente mediante el uso de coordenadas
adecuadas y sin necesidad de calcular dichas fuerzas explicitamente.

Ademas, el formalismo de Lagrange proporciona un método sistematico para derivar las
ecuaciones de movimiento a partir de una sola funcién escalar, lo que lo hace especialmente
util en contextos donde las fuerzas no estan dadas de forma evidente, o en sistemas
con simetrias donde las leyes de conservacion (energia, momento angular, etc.) pueden
deducirse directamente del lagrangiano a través del teorema de Noether, formulado un
siglo mas tarde.

Asi, la mecédnica lagrangiana no solo representa un refinamiento matemético de la
dindmica clasica, sino que constituye una base conceptual profunda que ha influido di-
rectamente en el desarrollo de la mecédnica cuantica, la teoria de campos y la relatividad
general. Su formulacion abstracta y general la convierte en una herramienta imprescindi-
ble en la fisica tedrica moderna.

El formalismo lagrangiano se basa en el principio de minima accién, que establece que
establece que la trayectoria de un sistema entre dos tiempos t1, t2, es aquella cuya accion es
estacionaria a primer 6rden. Este principio que nos provee el formalismo resultara en una
manera elegante de inferir las ecuaciones de movimiento de un sistema una vez conocida
su accion. El lagrangiano es una funcién que depende de las coordenadas generalizadas
del sistema, sus velocidades y el tiempo, y esta relacionada con la energia cinética y
potencial del sistema.

En el formalismo lagrangiano, las coordenadas generalizadas son un conjunto cualquiera
de parametros numéricos que sirven para determinar de manera univoca la configuracion
de un mecanismo o sistema mecanico con un nimero finito de grados de libertad. Estas



pueden ser elegidas de manera que simplifiquen el problema. No importa si estamos
describiendo un sistema en coordenadas cartesianas, polares, esféricas o cualquier otro
sistema. La unica restricciéon es que las coordenadas deben ser capaces de describir el
estado completo del sistema, es decir, deben capturar toda la informacion necesaria sobre
las posiciones y las velocidades del sistema.

3.2. Invarianza bajo transformaciones

El lagrangiano es una funciéon que depende de las coordenadas generalizadas ¢;, ¢; y
del tiempo. Aunque el lagrangiano puede ser diferente dependiendo de la eleccién de las
coordenadas, la formulacion de las ecuaciones de movimiento a partir de los efectos va-
riacionales da como resultado las mismas ecuaciones de movimiento independientemente
del sistema elegido. Esto es posible porque el principio de accion estacionaria asegura que
el camino seguido por el sistema es el que minimiza la acciéon, independientemente de la
representacion.

Fin

Inicio

‘J; < f_'J'1 . -{_';:-1-_ 54

Figura 1: Posibles caminos para llegar del punto Inicio a Fin

3.3. Principio de minima accién

Consideremos un sistema fisico. Su accion S entre los instantes de tiempo t; y to esta
dada por

5= / " Llg(t), (). Adt, (3.1)

en donde L[g(t), ¢t), t] es el lagrangiano del sistema, ¢ = (¢*, ¢?, ..., ¢") representan las n
coordenadas generalizadas que definen la configuracién del sistema y ¢, es la derivada de
la n — esima coordenada generalizada con respecto a t. Atin no definimos al lagrangiano
pero podemos comentar que es una funcién capaz de describir la dinamica y la evolucion
de un sistema. Consideremos pequenos cambios en la configuracién del sistema descrito
por sus coordenadas generalizadas

q(t) — q(t) = q(t) + dq(t),

con las siguientes condiciones de frontera

10



Dicha variacién, produce una variacion en la accion del sistema

L[g(t), (1), t] = Lla(t) + dq(t), 4(t) + 64(t), t].
q

(3.2)
Podemos expresar L[(t),¢(t),t] como aproximacién por serie de Taylor alrededor de
q()

L{(t). §(6). 1) = L{g().d(t).1) + g—’;aq ; g_gaq L 06,

Y podemos despreciar el término de error O(d¢?) por lo que

08 = L[g(t),4(t),1] — Lla(t), 4(t). 1],

55 = Ligt). d().1] + g—géq ; g_gaq- L 0(6¢) — Llg(t), d(t). 4],

oL oL
0S = 8—5 q+ 8—6

t2
0S = / 0Sdt,

to
59 = /

Ademds, podemos expresar dg' como

Formalmente

)dt.

0¢ =q¢ — ¢,
d . d
L (s5d _
dt( q') = dt(q q),
d d
6i =g - &
i'= g0 — -

Multiplicamos miembro a miembro por 3 aL

oL si doL , d 8L
gt T dt g’ dt 8q
El primer término después de la igualdad se hara cero integrando respecto a t y al

aplicar la variaciéon del lagrangiano respecto a la derivada temporal de la coordenada
generalizada, ¢' se convertird en d¢*

L. __doL

o T T “dtog !

Por lo que podemos expresar la integral de la accion

0L oL

11



2 91, . L .
55:/ (Lsgi— LOL sy
t1

o dtdg

2 9L dOL. .
58S = - — ——15q"dt.
S /n [aqz dtaqz] q

Al requerir que la accién S sea un estacionario de primer orden, requerimos, que para
toda pequena variacion de las coordenadas generalizadas ¢* su accién no cambia bajo
pequenas perturbaciones

05 =0.

Obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange que representan las ecuaciones de movi-
miento del sistema.

doL 0L 0
dtogt  O0¢t
Llegado este punto, es importante aclarar que el principio de minima accién, es un
principio, no puede ser demostrado pero los sistemas fisicos que modelaremos pueden ser
tratados bajo este principio.
Encontrar el lagrangiano en algunos sistemas particulares resulta casi trivial. Conside-
remos el caso de una particula puntual que se mueve bajo un potencial V' por el espacio
con coordenadas cartesianas ¥ = (x,y, z) a una velocidad 7

(3.3)

1 .
L:T—Vzime—V. (3.4)
Donde 7 representa la velocidad de la particula en nuestro espacio @ = (&, g, ) por lo
que 7% = i? + 9% + 2.
Cabe aclarar que se tomd un sistema cartesiano ortogonal como referencia pero se
podria haber expresado en cualquier otro.
d O(zmi;i' —V(z')  d(zmaat —V(ah))

— 2 =
di o’ o’ b (3:5)

—VV(z') = mi'. (3.6)

La ecuacién (3.6) representa la segunda Ley de Newton para una particula puntual
sometida a un potencial V.

3.4. Constantes de movimiento

Estudiaremos un sistema que esta descrito por un lagrangiano que no depende del
tiempo L = L[q'(t), ¢'(t)]. Si tomamos la derivada temporal

dL 9Ldq¢' OLdg = 9L

—_— = . 3.7
dt 8q1dt+6qldt+8t’ (37)
el lagrangiano no depende del tiempo, por lo que
dL. oL .. 0L .,
= /' 7 (3.8)

a ogd T
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Y, a partir de (3.3) podemos reescribir la expresién como

(iﬁL).i_i_E)L,,i_d_L_o
datog’! T ogt T ar —
i<8L ,i)_<iaL),i+8Li,i_(i8L),i+8L_,i
dt og?’ " \atag’ T ogat T ‘atrog’? T ag?
Reemplazamos en la ecuaciéon original
dtog’? T arvog?’ T et
i(aL ,i)_ﬁL__i+8L,.i_%_O
at og ) " ag? Tag? a7
d oL ., dL
d oL
—(==¢"— L) =0. 3.9
GG = 1) (39)

La ecuacion de arriba nos dice que la cantidad dentro del paréntesis es constante
en el tiempo y representa la energia del sistema. Esta es nuestra primera constante de
movimiento.

oL
—¢' — L = FE = cte.
aq’

La energia del sistema se conserva cuando el lagrangiano no depende del tiempo.
Consideremos ahora el caso en el que el lagrangiano del sistema no depende explicita-
mente de una coordenada cualquiera ¢’

oL
- =0 3.10
a7 ¥ (3.10)
a partir de (3.3) obtenemos
d 0L
— = A1
0 o7 (3.11)

Definicién 3.1. En mecanica, se denomina momento conjugado a una magnitud tipo
momento asociada a las coordenadas del espacio de configuracion (coordenadas generali-
zadas).

oL

pi = Erh (3.12)

A partir de (3.12) vemos que el momento conjugado p; se conserva cuando el lagrangiano
no depende explicitamente de la i-ésima coordenada.

Un ejemplo simple para representar esto (que nos sera tutil a futuro) es el de una
particula libre ! moviendose en el espacio.

ICuando nos referimos a particula libre nos referimos a que no esté sujeta a ningin potencial

13



1 ., 1
Llg,t|=T -V = 5m;’? = §m(i2 + 97 + 7). (3.13)

En donde las constantes de movimiento resultan

Pz = mf,
py - my_:
b, =mz,
E=T

4. Nociones elementales de geometria diferencial

Es importante entender las herramientas matematicas que usaremos a lo largo de este
trabajo. Por esto, es crucial profundizar en la geometria diferencial; sobre esta rama de
las matematicas es que descansa toda la relatividad.

4.1. Variedad diferenciable

Definicién 4.1. Sea M un conjunto no vacio, decimos que M es una variedad dife-
renciable 2 de dimensién n si se cumplen las siquientes condiciones:

1. M es una variedad topoldgica, es decir, un espacio topologico Hausdorff y se-
gundo numerable que es localmente euclideo de dimension n, es decir, cada
punto de M tiene un entorno abierto homeomorfo a un abierto de R™.

2. Existe un atlas diferenciable sobre M.

Definicién 4.2. Un atlas A = {(Uy, ¢a)} €s una coleccion de cartas locales (Uy, o)
3 donde:

1. {U,} es un recubrimiento abierto de M, es decir, M =, Us. Cada carta (U, ¢q)
es un homeomorfismo de U, a un abierto ¢,(U,) C R".

2. Para cualquier interseccién no vacia U, N Uz # 0, la funcion de cambio de
coordenadas
509, PalUaNUs) = ps(Ua NUp),
es un difeomorfismo, es decir, una funcion de clase C* (tipicamente C* en la
mayoria de los casos).

Si todas las funciones de cambio de coordenadas son de clase C*, decimos que M es una,
variedad diferenciable de clase C*. Si son C*°, la llamamos una variedad suave.

2El concepto de variedad diferenciable es clave ya que el espacio-tiempo (concepto en el que luego
profundizaremos) se modela como una variedad diferenciable de 4 dimensiones (3 espaciales y una

temporal).
3A la funcién ¢, también se la denomina mapa de coordenadas. En el lenguaje informal, muchas veces
se usa “mapa” como sinénimo de “carta”, aunque formalmente la carta incluye tanto el abierto U, como

la funcién ¢,.

14



4.2. Escalares y vectores

4.2.1. Escalar

Un escalar ¢ es una cantidad que se mantiene constante tras un cambio de coordenadas.
. ., ; s/ .
Bajo la transformacion de coordenadas x* — x* se tiene:

¢— ¢ =0 (4.1)

A modo de ejemplo, el elemento de linea (distancia) dl es un escalar.

4.2.2. Vector

Un vector es un elemento de un espacio vectorial sobre un cuerpo (en este trabajo
sobre R). Es decir, es un objeto sobre el cual se definen las operaciones de adicién y
multiplicacion por escalares, satisfaciendo los axiomas de un espacio vectorial.

En un espacio localmente euclideo, un desplazamiento infinitesimal entre dos puntos
cercanos puede representarse mediante el diferencial de coordenadas

de' = (dzt, da?, ..., dx"), (4.2)

el cual constituye un vector.

Una de las caracteristicas mas importantes de un vector es que, dada una base {b;}
pertenecientes al espacio vectorial V y componentes pertenecientes al cuerpo K, puede
expresarse como combinacion lineal de las bases

o bien 5
V=A_—,
ox?
dado un cambio de coordenadas x* — mi/(ml, x?,...,2"), un vector V* se transforma de
acuerdo con la regla
-/ 81‘7;/ .
V= V7. 4.3
97 (4.3)

Cabe aclarar que usamos la convencion de suma de Einstein para los indices latinos
cuando estan presentados de forma contravariante-covariante

/

JZ-/ @J}Z

T Ond
i/ . . . , .

Donde J} se conoce como el Jacobiano de transformacion, y describe como cambian

las coordenadas bajo la transformacion. Este Jacobiano es una matriz compuesta por las

derivadas parciales.

(4.4)

Ejemplo 4.1 (Coordenadas polares a cartesianas). Tomemos por caso un cambio de
coordenadas de polares a cartesianas que nos serd util a futuro. Sabemos que la regla de

transformacion viene dada por:
x = pcosb
y = psinf

15



. -/ ., , .
Y queremos pasar de x* — x*. Recordamos que estamos usando notacion de indices
., ’ ’ .
por lo que la transformacion en R? resulta (x',2?) — (2V',2%) y, lo que es lo mismo
(p,0) — (z,y). Como ya mencionamos,

-/

il axz
i = o

9zt Y oz Oz .
g _ %xl, %le _ o a0| _ cos(f) —psin(0)
T ] (5 ] L@ peos)

Y, de esta forma, logramos hacer el cambio de coordenadas deseado.

v = Jivi,

4.3. Espacios tangentes y cotangentes

4.3.1. Espacio tangente

En una variedad diferenciable M de dimensién n, el espacio tangente en un punto
p € M, denotado como T, M, es el espacio vectorial de dimensién n que estd formado por
todos los vectores tangentes a M en p. Si (U, ) es una carta local de M con coordenadas
locales (x', 2%, ..., 2"), el espacio tangente T, M estd generado por las bases coordenadas:

(o )

Es decir, cada vector tangente v € T, M se puede escribir como:

0

Y
pﬁa:

0

7..-7_n
v ox

.0

T
v =0"'—
ox’

)
p

donde v son los coeficientes del vector en la base natural del espacio tangente.

La unién disjunta de todos los espacios tangentes a cada punto de la variedad forman
el fibrado tangente.

En particular, si tomamos una variedad (superficie) simple M C R3 como imagen de
la carta x(uq, us)

Ox Ox
o ~—(a,b)

8u1 aU/Q

dz1 y dxs representan los vectores tangentes a la variedad en p. Ademas, por ser regular,

son linealmente independientes. En consecuencia, cualquier vector tangente a la variedad
M en p puede expresarse como combinacion lineal de dx; y dxo, es decir:

dry = (a,b) y dxg=

T = adxy 4+ fdxy con «a, € R.

De esta forma, el conjunto {dx;,dxs} constituye una base del espacio tangente 7, M
en el punto p.
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0.5

-0.5

_1
-1

0.5 a

Figura 2: Espacio tangente formado por los vectores tangente a un punto P de una esfera
unitaria.

El espacio tangente, como veremos, es de vital importancia en relatividad general ya
que en este espacio viven los vectores velocidad (cuatro-velocidad) de los objetos que
recorren la variedad.
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Fibrado tangente a la curva S*

—— Curva ylt)
1.0 A
0.5
0.0
_05 <
-1.0 A
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3: Fibrado tangente a la curva S; como unién disjunta de los vectores tangentes
a cada punto.

4.3.2. Espacio dual

Sea V un K-espacio vectorial. Se llama espacio dual de V, y se lo nota V*, al conjunto
de todas las funcionales lineales sobre V', es decir, a todas las aplicaciones lineales de V'

en K

V*={f:V = K| f es lineal}. (4.5)

El espacio dual V* es un espacio vectorial sobre K bajo las operaciones de suma y
multiplicaciéon por escalares. Si V' es de dimension finita n entonces V* también tiene
dimensién n y cualquier base {vy,...,v,} induce una base dual {¢y,...,¢,} en V* donde
cada ¢; es un funcional lineal que verifica

¢i(vy) = dij, (4.6)

donde 9;; es la delta de Kronecker definida como

1, sii=j

61']':{ S
0, sit#j
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4.3.3. Espacio cotangente

Sea M una variedad diferenciable de dimension n y p € M. El espacio cotangente en
p, denotado como Ty M es el espacio dual del espacio tangente T, M.

ToM ={w:T,M — R | w es lineal}. (4.7)

T M es el espacio dual del espacio tangente T, M , formado por los funcionales lineales
w, que son aplicaciones lineales de T,M en R. Es decir, para cada vector tangente v €
T,M, el funcional w asigna un nimero real w(v).

4.4. Tensores

Un tensor es un objeto matematico que describe una relacién multilineal entre con-
juntos de objetos relacionados con un espacio vectorial.

Para definir un tensor, consideremos un espacio vectorial V' de dimensién finita. V' pue-
de representar, por ejemplo, un espacio tangente a una variedad u otro espacio vectorial
particular. Un tensor de tipo (p, ¢), denotado como T, es una aplicacién multilineal:

T:V*x o xVEXV x-. XV =R,

N J/

N ~
p veces q veces

donde:

m /" es el espacio dual de V', es decir, el espacio de covectores.

= La aplicacién es lineal en cada uno de sus argumentos.

Un tensor de tipo (p, q) toma p covectores y ¢ vectores, y devuelve un nimero real R.

Los tensores tienen una propiedad clave: invariancia bajo cambios de base, lo que
significa que sus componentes transforman de manera predecible cuando se cambia la
base de V. Propiedad extremadamente util en muchas aplicaciones fisicas.

Vector (Tensor de tipo (1,0))

Un vector es un tensor de tipo (1,0). En un espacio vectorial V', un vector v' puede
representarse en una base como:

v ='e;,

donde {e;} son los vectores base y {v’} son las componentes del vector.

Covector (Tensor de tipo (0,1))

Un covector es un tensor de tipo (0, 1), elemento del espacio dual V*. Asigna un ntiimero
real a cada vector mediante una aplicacion lineal. En una base, se escribe como:

w = w;€e’,

donde {e’} son los covectores base y {w;} son los componentes covariantes.
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4.5. Tensor métrico

El tensor métrico es un tensor de rango (0,2) que generaliza el concepto de producto
escalar en espacios curvos y define nociones como distancias y angulos sobre una variedad
diferenciable. El tensor métrico en coordenadas locales se define como

Oxr Ox
gij = < > >7 (48)
8ui 8uj
g—i representa la derivada parcial de la carta x respecto a las coordenadas locales u; y

En el caso de una variedad diferenciable M C R2?, definida a través de un mapa de
coordenadas x(uy, us), el tensor métrico se puede representar como una matriz G € R?*?,
que tiene la siguiente forma:

G = gij, (4.9)

G = g1t 912 ’ (4 10)
921 g22
donde los elementos g;; son las componentes del tensor métrico. Este tensor es simétrico

(gz'j = 9jz’)-

En esta matriz, los elementos de la diagonal corresponden a las componentes de la
métrica en las direcciones locales, mientras que los elementos fuera de la diagonal repre-
sentan las covariancias entre las direcciones locales.

Otra forma que tenemos de definir la métrica a partir del tensor métrico g;;
ds® = g;j da* da? (4.11)

donde ds? es el elemento de linea que resulta un invariante. Ademds, da’ y dz? denotan
los diferenciales de coordenadas.

La métrica s es un isomorfismo entre el espacio tangente y su espacio dual asociado.

s:T,M — T M. (4.12)

Dado un vector tangente v € T,M la métrica nos permite asociarle un covector av €
Ty M mediante

a(w) = g(v,w),Yw € T,M.

En particular, en coordenadas cartesianas ortogonales en un espacio euclideo, el tensor
métrico g;; = 0;; por lo que el elemento de linea resulta

ds® = 0,5 dx' dv? = dx'da’. (4.13)

A continuacién, presentamos la regla de transformacién de tensores covariantes de
rango 2. Esta transforma el tensor métrico ¢,,, desde un sistema de coordenadas =™ a
. v
un nuevo sistema, x’
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o axm 8x"

o, 414
i = 9at 9ui’? (4.14)

De forma general un tensor transforma de la siguiente manera. Sea T*1#r, , un
tensor de tipo (p, ¢), bajo un cambio de coordenadas a* — 2’ se transforma como:

oz’ ox'% Jz™1 ox"e 4

T'et--op = ce ce THLbp
Oxm Oxte Ox'br 0x/Pa 1t

ﬁl---ﬁq

4.5.1. Covector asociado
Si g;; es el tensor métrico en coordenadas {u'} podemos escribir la relacién entre
vectores y covectores como
a; = gijUJ (415)
Ademas, el tensor métrico nos permite subir y bajar indices permitiendonos convertir
vectores en covectores y viceversa (concepto que sera de utilidad en relatividad).
i ij
v =gy,

donde ¢” es la matriz inversa de g;;

4.6. Deduccion de la métrica en coordenadas esféricas

Hagamos el ejercicio de calcular el tensor métrico g;; en coordenadas esféricas. Sabemos
que la regla de transformacion para pasar de coordenadas esféricas a cartesianas viene
dada por

x = psinf cos ¢
y = psinfsin ¢ (4.16)

2z = pcosf

Luego, definimos una carta u(p, 0, ¢)

u(p,0,¢) — (x(p,0.6),y(p.0,8),2(p. 0, $)), (4.17)
y calculamos sus derivadas parciales
ou .
0= (pcos B cos ¢, pcoscos g, —psinb),
u = (—psinfsin ¢, psinf cos ¢, 0),
o¢
o <% %>
95 =gt 9ad
ou Ou

=< —,— >=1,
9pp ap ap

4Se adjunta un ejemplo de transformacién de tensores en el anexo.
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o
Joo = 90’ 90 =0,

ou Ou

2 2
=<, 7 >= 6.
Luego, todos los productos escalares de las parciales cruzadas resulta nulo, por lo que
1 0 0
0 0 p?sin®h

4.7. Conexion

Si queremos estudiar la variacion de un vector sobre una variedad, no sélo debemos
tener en cuenta la variaciéon de sus componentes, sino también la del propio sistema de
coordenadas. Consideremos, por ejemplo, una base B = {¢j, e} C R? que rota con el
tiempo. Un vector en esta base se expresa como:

U= x(t)er + y(t)és.
Al derivar con respecto al tiempo ¢, obtenemos:

dv Lo o Lo o deéq des
= t t)— —_—.
= 1)+ Y (06 + () ()

Como la base B varia con el tiempo podremos expresarla como combinacién lineal de
los propios vectores base, es decir, existen coeficientes F? tales que:

dej

i ZF?@} para j, k € {1,2}.
k

Sustituyendo en la expresion anterior:

di B, . , .
— =2 (e +y/ ()6 + (1) g Ther +y(t) ; Théi.

Usando la notacion de suma

dv
dt

Escribiendo en notacién matricial:

£ () ()
dt y' o3 +yl3 )"

Esta ecuaciéon muestra como la derivada del vector depende no solo del cambio de sus
componentes (2’,y'), sino también de la variacién de la base a través de los coeficientes
de conexién T'¥.

Bajo esta definicién, la derivada termina transformandose como un tensor. Un claro
ejemplo de esto es el término que aparece en la componente de la aceleracion en sistemas
en rotacién de la mecanica Newtoniana; la aceleracion de Coriolis.

Si deseamos derivar campos de vectores en una variedad, debemos especificar en la
direccién en la cual vamos a movernos. Si el campo es V = V9, v elegimos la direccién
0; la derivada se expresaria como

g itk 5
=z’e; + x'le;.
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B vk
Ot

k k j
VA% + TRV, (4.19)

4.8. Simbolos de Christoffel

Los simbolos de Christoffel surgieron en el siglo XIX en el contexto del desarrollo de la
geometria diferencial y el estudio de espacios curvos. Su nombre proviene del matematico
alemadn Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), quien los introdujo formalmente en
1869 en su trabajo sobre la transformacion de tensores y coordenadas en variedades
diferenciables.

Christoffel estaba interesado en generalizar la nocién de derivada a espacios curvos,
donde las reglas del calculo diferencial clasico en coordenadas cartesianas ya no eran
suficientes. En ese contexto, desarrollé una herramienta que hoy llamamos simbolos de
Christoffel para describir cémo los vectores cambian al trasladarse a lo largo de
una variedad.

Aunque su definicién inicial no hacia explicita la conexion con la curvatura del espacio,
estos simbolos se convirtieron en una pieza clave en el desarrollo posterior de la teoria
de la relatividad general de Albert Einstein (1915), donde describen cémo la
geometria del espacio-tiempo afecta el movimiento de particulas y la propagacion de la
luz.

Desde entonces, los simbolos de Christoffel se han convertido en una herramienta fun-
damental en la formulacién del calculo tensorial, la teoria de variedades riemannianas, y
en general en cualquier teoria geométrica del espacio.

4.8.1. Interpretacion geométrica

Sea una variedad diferenciable con métrica (M, g) los vectores base del sistema de
coordenadas no permanecen necesariamente constantes cuando se trasladan a lo largo de
la variedad; pueden cambiar su direccién debido a la curvatura del espacio. Los simbolos
de Christoffel cuantifican esta variacion direccional de los vectores base 0; a medida que
se desplazan a lo largo de las coordenadas.

Aunque los simbolos de Christoffel no constituyen un tensor, encapsulan la informacion
necesaria para describir como se realiza el transporte paralelo de vectores sobre la variedad.
Son fundamentales para definir:

» La derivada covariante V de campos tensores,
= Las ecuaciones de las geodésicas.

= Y el tensor de curvatura de Riemann, que describe la curvatura intrinseca de la
variedad.

4.8.2. Definicién y propiedades

Definicién 4.3. Una variedad pseudoriemanniana es una variedad diferenciable M equi-
pada con un tensor métrico g (0,2)-diferenciable simétrico que es no degenerado en cada
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punto de la variedad. ®

Sea (M, g) una variedad pseudoriemanniana, la conexién de Levi-Civita V es la
lnica conexion que es:

» Simétrica (libre de torsién): VyY — Vy X = [X,Y]. ©
» Compatible con la métrica: X(g(Y, Z)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ).

En un sistema de coordenadas locales (z!,...,2"), la conexién de Christoffel o de
Levi-Civita se expresa en términos de los simbolos de Christoffel de segunda especie,

definidos como:

1 dgji . Oga gy
[F 2 M j i _ 99
i = 97 (8$Z 0w " 0t )

donde g;; son las componentes de la métrica g, y g"" representa las componentes de la
inversa de la matriz métrica, es decir, g"g;; = 5;? . Una forma maés compacta de escribir
esto es

1
FZ = §gkl (gjl,i + i — gij,l) )

como ya vimos, los simbolos de Christoffel permiten expresar la derivada covariante de
un campo vectorial V¥ en la direccién de la coordenada ¢ como
ovFk ,
vk — ki
V.V = o + IV
De acuerdo a la notacién que establecimos en el capitulo 1, los simbolos de Christoffel
los expresamos de la siguiente forma

1
Fﬁp = 59#)\ (g)\u,p + Ixp,v — gup)\) .

4.9. Derivada covariante

Sea M una variedad diferenciable suave de dimension n, y sea X(M) el conjunto de
todos los campos vectoriales suaves sobre M.
La derivada covariante es una aplicacién bilineal:

Vo X(M) x (M) = X(M), (X,Y) s VyY,
que satisface las siguientes propiedades para todo X,Y,Z € X(M),y f,g € C®°(M):

» Linealidad en la primera entrada (sobre funciones suaves):

fo+gzy = fVXY + ngY

5Esta definicién generaliza la de variedad riemanniana, pues permite que el tensor métrico tenga una
firma indefinida en lugar de ser definido positivo.
6Donde [X, Y] es la operacién de conmutacién. De esto se hablara luego.

24



» Linealidad en la segunda entrada (sobre escalares):

Vx(@Y +bZ)=aVxY +bVxZ, abeR

= Regla de Leibniz en la segunda entrada:

Vx(fY) = (Xf)Y + fVxY.

Expresion en coordenadas locales

Sea {z'} un sistema de coordenadas locales en una carta de M, y sea {aii} la base
inducida del fibrado tangente.

Dado un campo vectorial local:

)
Y=Y —
oxi’

la derivada covariante de Y en la direccién de la coordenada ' se denota por V;Y7 y se
define como:

. . J .
VY=V, Y= %Y, + T, Y*

ox? :I;Z

Los simbolos de Christoffel representan como varia la base del fibrado tangente a
lo largo de la direccién z°. La derivada covariante generaliza la derivada direccional al
contexto de variedades diferenciables, corrigiendo las derivadas parciales con los simbolos
de Christoffel para preservar la transformacion tensorial bajo cambios de coordenadas.

4.9.1. Compatibilidad métrica

La condicion de compatibilidad métrica establece que la derivada covariante del tensor
métrico es nula:

Demostremos esta relacién usando la definiciéon de derivada covariante para tensores
de tipo (0, 2). Utilizando la siguiente notacion:

Vigi; = Ongi; — Uksgj — Tk 91,
donde I'}; son los sfmbolos de Christoffel de segunda especie. Esta expresién se obtiene

al aplicar la derivada covariante a un tensor covariante de segundo orden.
La condicién de compatibilidad métrica impone:

Okgij — Thagty — Dhyga = 0.
Esto debe cumplirse para toda combinacién de indices. Si consideramos las tres per-
mutaciones ciclicas posibles de los indices (i, j, k):

Okgij = Fim‘glj + Fi:jgil (1)
Oigir = Thigm + Tipgn (2)
0;gri = Fé‘kgli + Fé‘igkl (3)
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Sumando las ecuaciones (1) y (2), y restando la (3), obtenemos:

Okgij + Oigie — 059k = 211915
Multiplicando ambos lados por ¢™ y usando la simetria del tensor métrico, obtenemos
la expresién explicita para los simbolos de Christoffel:

i = 59 J (8kgij + aigjk - 8jgki) :

Esta es la tinica conexién que cumple simultdneamente:

» La compatibilidad con la métrica: Vig;; = 0.
= La simetria en los indices inferiores: T'}; = T, (sin torsion).

Esta propiedad es fundamental y nos revela que la métrica es un campo tensorial
paralelo; no cambia su orientaciéon ni magnitud al ser trasladada a través de la variedad.

4.9.2. Transporte paralelo

Tal como mencionamos al comienzo de esta seccién, la derivada parcial de un campo
vectorial calcula la diferencia entre vectores que pertenecen a puntos distintos de la varie-
dad. Sin embargo, la suma o diferencia de vectores sélo estd bien definida cuando ambos
pertenecen al mismo espacio tangente, es decir, al mismo punto. En una variedad curva,
los espacios tangentes en puntos distintos son distintos, por lo que no podemos comparar
directamente vectores en diferentes posiciones.

Para poder hacerlo, es necesario transportar uno de los vectores al punto del otro, de
manera consistente con la geometria de la variedad. Esta operacion es lo que se conoce
como transporte paralelo, y es formalizada a través de la derivada covariante.

En coordenadas cartesianas sobre el espacio euclideo, los vectores se pueden comparar
directamente porque los espacios tangentes son todos iguales y paralelos entre si. Sin em-
bargo, cuando trabajamos en una variedad general o utilizamos sistemas de coordenadas
curvilineas, el transporte paralelo se vuelve necesario para definir una nocién coherente
de derivada direccional.

Continuando con (4.1), en la figura vemos que tenemos dos vectores en distintos puntos
de nuestro plano.
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Figura 4: Dos vectores distintos v, v5 en un sistema polar con la cuadricula cartesiana
de fondo para fines orientativos.

El vector v estd en el punto A = x, = {z#} y sus componentes son (V* V¥) en
coordenadas cartesianas y (V", V%) en coordenadas polares. Si nos quedamos con la idea
de transportar rigidamente este vector como si ain estuviesemos en un espacio euclideo,
el vector vy va desde el punto A al punto B = x;, = {z* + dz*}.

Como ya mencionamos, el transporte paralelo en coordenadas cartesianas ortogonales,
se da de manera natural (ya que en este espacio los simbolos de Christoffel son nulos)

(Ve V) — (Ve VYY),

pero, en coordenadas polares, las componentes cambian y, el operador que cuantifica el
cambio en los vectores base, es la derivada direccién a través de los simbolos de Christoffel.

Vi g =Vi =T (2,)Vidz"" (4.20)

Conclusiones fisicas y geomeétricas

= La longitud de un vector se conserva bajo transporte paralelo.
» El dngulo entre vectores también se mantiene constante durante el transporte.

= Esta propiedad es esencial para que las geodésicas extremicen la distancia o el
tiempo propio.
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4.9.3. Simbolos de Christoffel sobre una superficie esférica

Consideramos una esfera de radio constante R, cuya superficie se encuentra embebi-
da en el espacio R3. Podemos parametrizar dicha superficie mediante las coordenadas
angulares 6 (colatitud) y ¢ (longitud):

Rsin 6 cos ¢
u(f,¢) = | Rsinfsin ¢
Rcos 6
Calculo de los vectores tangentes.
Rcosfcos ¢ —Rsinfsin ¢
ug = | RcosOsing |, wu,= | Rsinflcos¢
—Rsind 0

Calculo del tensor métrico El tensor métrico inducido sobre la superficie se obtiene
como el producto escalar de los vectores tangentes:

o [oF oF
997\ ow 023 /7

_Jox aT\
999—<%7%>—R>

/0T 0T\, .,

g¢¢—<a¢,a¢>—R Sin (9,
or o0r

Gop = Gopo — %7% =

Entonces, la métrica inducida en coordenadas (6, ¢) es:

95 =\ 0 R2sin26)"

Calculo de los simbolos de Christoffel.

1
Ffj = §gkl (9513 + i — Gija)

como el tensor métrico es diagonal, el célculo se simplifica. Los tinicos simbolos de Chris-
toffel no nulos son:

Fid) = —sin# cosb, Fg)¢ = Ff;e = cot 6.

4.9.4. Simbolos de Christoffel en coordenadas esféricas

Ahora consideramos el espacio tridimensional expresado en coordenadas esféricas (r, 0, ¢),
donde:

rsin 6 cos ¢
u(r,0,¢) = | rsinfsin ¢
rcosf

Utilizando el resultado (4.18), calcularemos los simbolos de Christoffel.
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Simbolos de Christoffel no nulos.

bo = —T, [hs=—r sin? 0
1
r, =19 = - I‘Z¢ = —sinfcos 0,
1
b _ 1o _ ¢ _ 1o _

4.10. Geodésicas

En el contexto de la geometria diferencial, una variedad Riemanniana (), g) es una
variedad diferenciable M dotada de un tensor métrico g, el cual es un campo tensorial
simétrico definido positivo que asigna a cada punto p € M un producto interno g, sobre
el espacio tangente T,/ . Esta estructura permite definir nociones de longitud, dngulo,
area, volumen y, en particular, distancia entre puntos sobre la variedad.

Una geodésica en este contexto, es una curva suave v : I C R — M que satisface la
ecuacion geodésica:

D
donde % representa la derivada covariante a lo largo de v y 4(¢) es el vector tangente a la
curva en cada instante ¢t. Esta ecuacion implica que la aceleracion covariante de la curva
es nula, es decir, que v se mueve de manera “inercial” dentro de la geometria inducida
por g, sin experimentar fuerzas externas.

Fisicamente, en el contexto de la relatividad general, las geodésicas representan el mo-
vimiento de particulas libres bajo la influencia tinicamente de la geometria del espacio-
tiempo (es decir, en ausencia de fuerzas no gravitatorias). Mateméticamente, las geodési-
cas generalizan el concepto de “linea recta” al espacio curvo, y su importancia radica en
que localmente estacionarizan la distancia entre dos puntos.

b
o) = [ ool o)

Asi, las geodésicas pueden ser caracterizadas como las curvas de longitud minima entre
dos puntos suficientemente cercanos, lo que las convierte en una generalizacién natural
del concepto de trayectoria rectilinea en espacios euclideos.

4.10.1. Geodésicas a partir del principio de minima accién

Como ya vimos en la seccién 3, el lagrangiano de una particula puntual libre es la
energia cinética de la particula. Las ecuaciones de movimiento se pueden obtener mini-
mizando la accién

1
S = —m/(a';? + 97 + ) dt.
2 Jr

Donde I' representa la trayectoria de la particula. Si consideramos un sistema de coor-
denadas diferente al cartesiano

1 o
2 Jr
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De esta manera, podemos expresar las ecuaciones de Euler-Lagrange de la siguiente
forma

d OL 0L

dt ok oxk

dt 0z oxk 7

dt(g” Ll +g235] )—a—:ch 2 =0,

d i 89UZ]

%(2%1@1) - %f i’ =0,

Ox  Ozk

agzk ] ag]k o agz] . j
l 7/ 7/ — 0.
P A e

Qszﬂf +2—

2911395 + =

Multiplicamos miembro a miembro por ¢'* y dividimos por 2

Lk -+ 1 lk(aglk ) ]+8gjk ij agZ]ZL’Z{L‘J):O,

Z +
gikg % 29 oxJ ox? ok

i Lo Ogik Agis . dgi
lyi - ¢ z j J z G Y g 0.
glx—i-zg ((9J +(9J; O ok i) =

Finalmente, obtenemos la ecuacion de la geodésica
i+ T i* = 0. (4.22)

Recordando que Fj-k representan los simbolos de Christoffel y estos no son componentes
de un tensor por lo que no transforman como tal.

4.10.2. Geodésicas para una 2-variedad

Siguiendo con el ejemplo de nuestra esfera, en este caso de radio unitario

(1 0

Cuyos simbolos de Christoffel fueron calculados previamente

I, = —sinf cosé, P3¢ = cot (). (4.24)

En nuestro caso, tenemos dos ecuaciones diferenciales ya que contamos con dos coor-

denadas ¢, 0

d?0 ., da’ dzF

e Ty =0

d2¢ ri dx? dx®

2

D2 AN T
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Para resolver estas ecuaciones diferenciales debemos elegir un punto Py = (6, ¢o) v
una direccion. En este caso, elegimos la direccién del vector tangente a la curva en PO.
Vemos que las geodésicas en este caso estan dadas por circulos maximos (meridianos).

En particular y para simplificar, vamos a suponer que Py es el polo norte de la esfera
Py = (90 = 07¢)

Figura 5: Curva geodésica resuelta numéricamente por el método de Runge Kuta en
Python

4.11. Tensor de riemann

Ni la derivada covariante ni los simbolos de Christoffel, por si solos, nos permiten en-
tender completamente coémo se mide la curvatura de una variedad. El tensor de curvatura
de Riemann generaliza el concepto de curvatura de Gauss, definido originalmente para
superficies bidimensionales, a variedades de dimensiones arbitrarias.

Este tensor proporciona una medida de céomo difiere la métrica de la variedad res-
pecto de la métrica euclidea, y se define como un tensor de rango (1,3), cominmente
representado como R’ ;.

En variedades de dimensién mayor que dos, la curvatura no se puede describir com-
pletamente mediante un tnico nimero como en el caso de la curvatura de Gauss. Sin
embargo, mediante contracciones del tensor de Riemann se pueden obtener otras nocio-
nes importantes de curvatura:

s El tensor de Ricci, que es una contraccion del tensor de Riemann, captura informa-
cién mas resumida de la curvatura.
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» A su vez, la curvatura escalar (o escalar de curvatura) se obtiene contrayendo el
tensor de Ricci.

De este modo, cualquiera que sea la curvatura de una variedad, esta estard codificada
en el tensor de Riemann, que actia como objeto fundamental en geometria diferencial y
en teorias fisicas como la relatividad general.

Nocion intuitiva

En un espacio con curvatura, transportar un vector a lo largo de dos direcciones z* y =¥,
y luego hacerlo en el orden inverso (z” y luego z*), produce resultados distintos. Como
sabemos, la entidad matematica que codifica los cambios en un espacio es la derivada
covariante. Por lo tanto, aplicar la derivada covariante a un vector respecto a la direccion

1, v luego derivar el resultado en la direccion v, no sera lo mismo que hacerlo en el orden
inverso:

V.V, VA £V, 7,V

esta diferencia contiene toda la informacion sobre la curvatura del espacio. De hecho, el
tensor de Riemann se define precisamente como la cantidad que mide esta conmutacion:

[V, VIV =R VP,

4.12. Conmutador en derivadas covariantes

En geometria diferencial, el conmutador de dos operadores mide qué tan lejos estan
de conmutar, es decir, de dar el mismo resultado al aplicarse en diferente orden.
En el caso de la derivada covariante, definimos el conmutador como:

A\ V|V = VuV,,V’\ — VZ,V”V’\.
A diferencia de las derivadas parciales, que conmutan (0,0, = 0,0,), las derivadas
covariantes no conmutan en general si el espacio tiene curvatura.
Esta no conmutatividad se expresa en términos del tensor de Riemann:
A A
Vu, V)V =R, V"
Este resultado nos dice que la curvatura del espacio se manifiesta como la diferencia
entre aplicar las derivadas covariantes en un orden u otro.
De forma general
V.,V VY=V, V,V}~V,V,V (4.25)
4.13. Expresion del tensor de Riemann en coordenadas

Partimos de la definicién del conmutador de derivadas covariantes aplicado a un campo
vectorial V*:

[V, V]V = R’\WVV”.

Recordando que la derivada covariante de un vector es:
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V.V =0,V +T,,V7,

calculamos cada término del conmutador:

VH(V,,VA) = E}’u(@,,‘/A + FﬁpV”) + Fzg(&,‘/" +1I7, V7).
Desarrollando:
ViV, VY = 0,0,V + (0,0, )V? + T, 0,V + 17,0,V +T,I7 V",
De forma analoga, obtenemos:
Vo(V V) = 0,0,V + (0,1,)VP +T,,0,V? +T,0,V° +T,,I7 V.

Restando ambos resultados, y observando que las derivadas parciales conmutan (9,0,V* =
9,0,V?), tenemos:
A A A A A
V., V, ]V = (GHFW =o', + 1,7, — FWFZP) Ve,
Comparando con la definicién inicial, obtenemos la expresién del tensor de Riemann
en coordenadas:

po= vp vo pp*

R = 0,00, = 0,0, + 1,15, = T2, T

La curvatura de una variedad se puede obtener a partir del tensor de Riemann, el cual
esta relacionado directamente con los simbolos de Christoffel. A su vez, los simbolos de
Christoffel se calculan a partir de la métrica de la variedad. Esto implica que toda la
informacion sobre la curvatura y la geometria del espacio esta codificada en la métrica.
Es decir, conocer la métrica de un espacio nos permite deducir tanto los simbolos de
Christoffel como el tensor de Riemann, que describen la curvatura y las propiedades
geométricas del espacio.

4.14. Tensor de Ricci y escalar de Ricci
Tensor de Ricci

El tensor de Ricci se obtiene a partir del tensor de Riemann mediante una contraccion
sobre los indices A y p. En otras palabras, la contraccién de RAWV se realiza sumando
sobre A:

R, =R\, (4.26)
R, = 6&1“2,/ — a,,rjM + T3, o . A (4.27)

Esto da lugar a un tensor simétrico de segundo orden que captura las caracteristicas
de la curvatura de la variedad en términos de ciertas direcciones especificas.
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Escalar de Ricci
El escalar de Ricci se obtiene tomando la traza del tensor de Ricci. Esto se logra
contrayendo los indices pu y v en R, con la métrica g"":
R=¢"R,,.

El resultado es un ntmero escalar que representa la curvatura total de la variedad,
proporcionando una medida global de la curvatura.

4.15. Identidades de Bianchi

Las identidades de de Bianchi son dos identidades fundamentales que involucran al
tensor de Riemann y de las cuales se deduce el tensor de Einstein (como se vera a conti-
nuacién). La primera identidad de Bianchi es

Rﬁpo + R’Zou + Rm/p =0. (428)
Luego
(aprlljo - 80F5p + PI)/\O'FZ)\ - Fl)\/pF/;/\)
+ (0,T%, — 9, + 1), I —T) ) (4.29)
+ (al/rgp - 8prgu + FéPFfILA o Fiurﬁ/\) = 0.

La sequnda identidad de Bianchi es

V.5 +V, 5 V5 =0 (4.30)

Avp App Apy

El primer término de la ecuacién (4.30) lo podemos escribir como
vﬂriup = v#<al/1_‘§p - aﬂriu + Fip ZO’ - KV ZO’)' (431)
Ahora, si elegimos un sistema de coordenadas en el que los simbolos de Christoffel se
anulen en cierto punto, la ecuacién (4.31) queda

aZFiP 82 iy

Vil = oxroxv  OxtOxr

De esta forma, vemos que la sequnda identidad de Bianchi se verifica.

4.16. Divergencia
Sea ¢ un campo vectorial definido en R"™ con coordenadas

7= (vl 02 ..., 0").

La divergencia de ¥ es una funcién escalar que mide la tasa neta de flujo saliente del
campo por unidad de volumen alrededor de un punto. Se define como

n ,
ov*

L~ Oxt
=1

divv =
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Usando la notaciéon de suma de Einstein, esta expresion se escribe de forma compacta
como :
o'

divv = -
ml

La divergencia en un punto mide la tasa neta de flujo saliente de un campo vectorial
a través de una region infinitesimal alrededor de ese punto.

» Divergencia positiva (div ¢ > 0): Mas flujo sale de la regién que el que entra. El
punto se comporta como una fuente. El campo se expande localmente.

» Divergencia negativa (div ¢ < 0): Més flujo entra a la region que el que sale. El
punto actiia como un sumidero. El campo se contrae localmente.

» Divergencia cero (divv = 0): El flujo que entra es igual al flujo que sale. No hay
creaciéon ni destruccién neta de flujo. El campo es localmente incompresible.

De forma intuitiva, la divergencia describe cémo el campo se esparce, se concentra o
se conserva alrededor de un punto. Por ejemplo, tomemos el campo vectorial

f:SCR* =R f(z,y) = (z,y),
que graficamente lo representamos como

Campo vectorial (x, y)

SodNNNANANNNNYYNY Vv 2SS
NNANANNANANNNYNYSYSY Y LSS S
NNNNANANNNSNYSY Y S SS

WDINNNNNNANAN NNV A s
AN N AT T T T A N DREE R N A Y R AR A

LOA™ ™ ™ ™ % % % N kN b A A A A H A T
e T U T T Y T T R e

Ol5_‘-.“-.“n-..‘l-.."u\bh [ R A A

~00iZZIII0 00 EEEEE

—0.5'..-.—..1-.-’_-‘:9:1 T A A m W TR T e e
T T o o ¥ F O FF 7T 1 A R R wm m Ya Sa e

B O Y S " S S S A T TR VR ¥ VRV N N
Pl ARV A A S S R T T R T T T L R N

_1_5_/////.-’#’.'!#’4i\\\,\\\\\
P4V S S S I T T T TR T T A N N N A

_20_/////;’.‘}!11\\\\\\\\\

UL/ VN NN NN
=2.0 -1.5 =1.0 =0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 6: Representacién del campo vectorial V(x,y) = (z,y)

Su divergencia div f = O0,x + Oyy = 2; la divergencia es constante y positiva en todos
los puntos del plano.
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4.16.1. Divergencia de un campo tensorial

En una variedad riemanniana con métrica g, la divergencia de un campo vectorial
X = X2 se define como:

Ox?
divX = V; X", (4.32)
expandiendo (4.32)
i 0XT

También se puede expresar la divergencia de un campo tensorial usando la métrica

(VX (4.33)

divX =

b
Vgl

4.17. Tensor de Einstein

El tensor de Einstein es una combinacién lineal del tensor de Ricci y del escalar de
Ricci, junto con el tensor métrico. Se define en una variedad pseudo-riemanniana (M, g)
y se utiliza para describir propiedades de la curvatura intrinseca de dicha variedad. Este
tensor simétrico de tipo (0,2) se expresa como

1
G,uzz - R;w - ig,uuRv (434)

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci obtenido por contraccion de R,
con el tensor métrico g"”, y g, es la métrica de la variedad.

Derivaremos este resultado a partir de la segunda identidad de Bianchi (4.30)
Multiplicamos la segunda identidad de Bianchi por el tensor métrico g, :

9" (VuR",, + VRS, + VR ,) =0. (4.35)

K
Appt

Usando que V,g¢". = 0, podemos llevar g dentro de la derivada:

VN (gVnRH)\Vp) +gyn(vVRK)\p,u) - vﬂ (ngRﬁ)\y;) = O? (436)
R R
Ap AR

El signo negativo aparece porque estamos realizando una permutacién impar de indi-
ces en una suma antisimétrica (la identidad de Bianchi es completamente antisymétri-
ca en los indices p, v, p). En general, si un tensor T €8 completamente antisymétrico,
cualquier permutacién impar de indices cambia el signo:

Thwp) = = Tipvu)-
Por lo que

VR + ViRS,, — V, Ry, =0,

multiplicamos miembro a miembro por ¢g**
9 (VuRay + VRS, — V,Ry,) =0,
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V,.R—V.R, —V,Ru=0,
donde R = g’\pRAp es la curvatura escalar.

ViR~ VRt~V R =0.

A partir de aqui, se define el tensor de Einstein:

K K 1 K
G = Rj — SR, (4.37)

y se obtiene la conservacion covariante:

V G, = 0. (4.38)

Esto muestra que la divergencia covariante del tensor de Einstein se anula automatica-

mente gracias a la segunda identidad de Bianchi. Esto sera de vital importancia cuando

veamos las ecuaciones de campo de Einstein ya que nos relacionara la curvatura con la

materia y energia y esta propiedad decantard en la conservacion de la energia.
Finalmente, este tensor posee dos propiedades importantes:

» Es simétrico: G, = G,

= Tiene divergencia nula con respecto a la conexién de Levi-Civita asociada a g.

5. Relatividad especial

5.1. Introduccion

Durante siglos, la mecanica Newtoniana fue el marco dominante para describir el mo-
vimiento de los cuerpos. En esta, el espacio y el tiempo son considerados entidades in-
dependientes, y el tiempo es absoluto para todos los observadores. Ademas, la gravedad
actia como una fuerza instantanea a distancia. Sin embargo, este paradigma deja de ser
valido cuando imponemos que las interacciones no pueden propagarse de forma inmedia-
ta. La teoria de la relatividad especial surge al unificar el espacio y el tiempo en una
unica entidad, el espacio-tiempo, y al establecer un limite fundamental para la velocidad
de propagacion de cualquier interacciéon: la velocidad de la luz en el vacio.

A finales del siglo XIX, el electromagnetismo desarrollado por James Clerk Maxwell
describié las ecuaciones de la luz como una onda electromagnética que debia propagarse
en un medio llamado éter luminifero. Pero como conociamos de la mecdnica de Newton,
no habia un sistema absoluto, siempre lo referiamos a un sistema de referencia. En este
caso, se lo asocio al éter. Sin embargo, esto gener6 un conflicto con la mecéanica clésica, ya
que implicaba que la velocidad de la luz podria depender del movimiento del observador
respecto al éter.

En el ano 1905, Albert Einstein publica su revolucionaria teoria especial de la re-
latividad, marcando un antes y un después en la fisica moderna. Esta teoria tiene como
antecedentes experimentales fundamentales los trabajos de Michelson y Morley [15], quie-
nes, mediante un experimento interferométrico, demostraron que la velocidad de la luz
en el vacio es constante e independiente del movimiento relativo entre la fuente emisora
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y el observador. Este resultado contradecia la hipotesis clasica del éter luminifero, un
medio hipotético que se creia necesario para la propagacién de la luz.

El fracaso del experimento de Michelson y Morley en detectar un viento de éter im-
pulsé la busqueda de nuevas formulaciones teéricas. Aunque Hendrik Lorentz ya habia
propuesto transformaciones matematicas que conservaban la velocidad de la luz (las trans-
formaciones de Lorentz), su interpretacion fisica no era clara. Fue Einstein quien, en 1905,
desde Suiza, propuso una nueva forma de concebir el espacio y el tiempo, postulando que
ambos son relativos al estado de movimiento del observador.

5.1.1. El problema con las transformaciones de Galileo

Definicién 5.1. Un sistema de referencia inercial es un sistema de referencia en el que
las leyes del movimiento cumplen las leyes de Newton y, por lo tanto, la variacion del
momento lineal del sistema es igual a las fuerzas reales sobre el sistema.

En la fisica clasica, las transformaciones de Galileo se utilizan para cambiar de un
sistema de referencia inercial a otro. Estas transformaciones suponen que el tiempo es
absoluto (¢t = t') y que las distancias se suman linealmente. Bajo esta formulacién, la
velocidad de cualquier objeto simplemente se suma o resta respecto a la velocidad del
observador, lo que se conoce como la ley de adicion de velocidades galileana.

Sin embargo, si se aplican estas transformaciones a la propagacién de la luz, se obtienen
resultados inconsistentes con los hallazgos experimentales. En particular, la velocidad de
la luz dejaria de ser constante para todos los observadores, lo cual contradice lo observado
por Michelson y Morley y lo predicho por las ecuaciones de Maxwell. Esto generd una
crisis en la fisica, ya que no se podia reconciliar el electromagnetismo con la mecanica
clasica.

Este conflicto evidencié que las transformaciones de Galileo no eran compatibles con
la naturaleza del espacio y el tiempo tal como lo describe el electromagnetismo, lo que
motivé la necesidad de desarrollar un nuevo marco tedrico: la relatividad especial.

5.1.2. Los postulados de la teoria especial de la relatividad

Esta teoria se fundamenta en dos postulados claves:

= Principio de relatividad: Las leyes de la fisica son las mismas en todos los
sistemas de referencia inerciales. No existe un sistema de referencia privilegiado.

» Invariancia de la velocidad de la luz (c): La velocidad de la luz en el vacio
tiene el mismo valor para todos los observadores inerciales, independientemente del
movimiento de la fuente emisora o del observador.

Las implicancias de esta teoria son profundas y contrarias a la intuicion clasica. Algunos
de los resultados més destacados son

» Relatividad del tiempo (dilatacién temporal): Un reloj en movimiento res-
pecto a un observador se percibe como marchando méas lentamente.

= Contraccién de las longitudes: Un objeto en movimiento se percibe mas corto
en la direcciéon de su movimiento.
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» Equivalencia masa-energia: Se establece la famosa relacion que revela que la
masa es una forma de energia.

= Unificacion del espacio y el tiempo: La separacion absoluta entre espacio y
tiempo desaparece. Ambos se integran en una unica entidad geométrica: el espacio-
tiempo, que es el escenario sobre el que ocurren todos los eventos fisicos.

La teoria especial de la relatividad no solo resolvié inconsistencias entre la mecanica
clasica y el electromagnetismo, sino que también abrié el camino para el desarrollo poste-
rior de la teoria general de la relatividad (1915), donde Einstein incluiria los efectos
de la gravedad mediante una geometrizacion del espacio-tiempo.

5.2. Transformaciones de Galileo

Una transformacion de Galileo es un cambio de coordenadas y velocidades que deja in-
variantes las ecuaciones de Newton. Recordemos que estas tltimas son validas en sistemas
de referencia inerciales.

Galileo propuso que si se tiene un sistema A en reposo y un sistema B en movimiento
respecto al primero a velocidad constante en la direccion del eje x y sentido positivo
denotado como V, y, si las coordenadas espaciales de A son (z,y, z) y para B son (z/,y/, )
se pueden establecer ecuaciones de transformacién de coordenadas.

¥ =x— Vit
/:y
2=z

Figura 7: Movimiento del sistema O’ respecto a O en en sentido positivo del eje x.

Y el tiempo resulta el mismo en cualquier sistema de referencia.

t'=t.

En el caso que expusimos supusimos que nuestro sistema B se movia respecto al A en la
direccion positiva del eje x pero la realidad es que puede moverse en cualquier direccién.
Incluso, también el sistema puede rotar respecto a cualquier eje. El conjunto de todas las
transformaciones posibles constituyen el grupo de Galileo
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El Grupo de Galileo

El grupo de Galileo G es el grupo de transformaciones que preservan las ecuaciones
del movimiento en la mecanica Newtoniana. Este grupo estd compuesto por:

1. Traslaciones en el espacio: x — x + a.
2. Traslaciones en el tiempo: t — t + ;.
3. Rotaciones en el espacio: x — Rx, con R € SO(3).

4. Boosts de Galileo (cambios de referencia inercial): x — x + vt.

Los elementos del grupo de Galileo pueden representarse por matrices de la forma:

R v a
G(V, R, a, to) =10 1 to
0 0 1

5.3. Espacio de Minkowski

Como ya dijimos, la relatividad introduce el concepto de espacio-tiempo. Cada punto
de este nuevo espacio representa un acontecimiento que ocurre en un punto particular del
espacio y en un cierto tiempo. Al igual que en el espacio Euclideo, en este nuevo espacio
tendremos un invariante.

ot = (2%, 21, 2% %) = (ct, 2,9, 2). (5.1)

Para modelizar nuestro espacio-tiempo, podemos considerarlo continuo e isétropo. Es-
to nos sera de suma utilidad para describirlo mediante variedades; pero, a su vez, hay
multiples razones para considerar que el espacio-tiempo posee estas caracteristicas:

1. Medidas de alta precesion por relojes atémicos y GPS no muestran evidencia de
una estructura discreta del espacio-tiempo.

2. En cosmologia, la radiacion de fondo césmico de microondas es casi perfectamen-
te isotrdpica (misma temperatura en todas las direcciones) lo que sugiere que el
universo no tiene una direccién de preferencia.

3. A grandes escalas, la distribucion de galaxias y materia también parece homogénea
(principio cosmoldgico).

Teniendo en cuenta lo mencionado

ds* = —c*dt* + da® + dy® + d2*. (5.2)

Luego, ds? es el elemento de linea o intervalo en nuestro espacio-tiempo que llamaremos
intervalo espacio-tiempo de Minkowski. Como veremos, este resulta invariante bajo ciertas
transformaciones. O, de forma analoga:

ds® = n,,dztdz”. (5.3)

Donde 7, representa el tensor métrico para el espacio de Minkowski.
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1000

(o 100

=10 010 (5:4)
0 00 1

El espacio-tiempo de Minkowski es el espacio plano de la mecanica relativista.
Esto respeta la firma Lorentziana (- + + +) que propusimos en la seccién de conven-
ciones.

Siguiendo con nuestro ejemplo, podemos expresar el intervalo espacio-tiempo de Min-
kowski en coordenadas esféricas. Vemos que lo tinico que se agrega es lo referente a la
coordenada temporal.

-1 0 0 0
0 1 0 0

=10 02 0 (5:5)
0 0 0 r%sin®6

5.4. Geometria del espacio-tiempo
Si partimos de la métrica (5.2) y expresamos la métrica en términos de una trayectoria
radial para representarla en un espacio 141 dimensional
ds? = —2dt* + dr?,

donde
dr? = da® + dy® + d2°.

Si tomamos una curva de nivel para ds? = 0, resultard en una trayectorias tipo luz.
—dt* 4 dr* = 0,
r = *ct.
El espacio-tiempo descrito por la métrica de Minkowski tiene una estructura hiperbdlica
en el sentido geométrico de Lorentz.
5.4.1. Lineas de mundo

La trayectoria de una particula puntual en el espacio-tiempo se denomina linea de
mundo. El intervalo espacio-temporal ds? determina la naturaleza de la relacién causal
entre dos eventos

» Intervalo tipo tiempo (ds? < 0): Los eventos pueden influirse causalmente.
» Intervalo tipo luz (ds* = 0): Los eventos estdn conectados por un rayo de luz.

» Intervalo tipo espacio (ds? > 0): Los eventos no pueden influirse entre si.

Si consideramos un espacio-tiempo 241 dimensional (ct, z,y, ), el cono de luz es una
superficie de doble cono. En el caso de un espacio-tiempo n + 1 dimensional con n > 3,
el cono de luz es una hipersuperficie. Podemos también distinguir el cono de luz futuro
(t > 0) y el cono de luz pasado (t < 0).
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Figura 8: Cono de luz.

5.4.2. Transformaciones de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz surgieron a finales del siglo XIX en un intento por ex-
plicar resultados experimentales que desafiaban las ideas clasicas del espacio y el tiempo,
como el famoso experimento de Michelson y Morley. Hendrik Lorentz propuso estas trans-
formaciones para preservar la forma de las ecuaciones del electromagnetismo de Maxwell
bajo cambios de referencia entre observadores en movimiento relativo.

Sin embargo, fue Albert Einstein quien, en su teoria especial de la relatividad (1905),
dio a estas transformaciones una interpretacién fisica profunda: no son meras correcciones
matematicas, sino reflejo de una realidad en la que el espacio y el tiempo estan intrinse-
camente unidos en una estructura denominada espacio-tiempo. En este nuevo marco, el
tiempo deja de ser absoluto, y dos observadores en movimiento relativo pueden no estar
de acuerdo sobre la duracion entre eventos o la simultaneidad de los mismos.

Las transformaciones de Lorentz representan, entonces, la manifestacion matematica de
un principio fundamental: las leyes de la fisica (incluyendo la velocidad de la luz) son las
mismas para todos los observadores inerciales. Esto implica que las coordenadas espacio-
temporales de un evento deben transformarse de forma que se conserve una cantidad
fundamental (5.2) que reemplaza la nocién de distancia absoluta del espacio euclidiano.

Las transformaciones de Lorentz describen cémo cambian las coordenadas espaciales
y temporales de un evento cuando se observa desde dos sistemas de referencia inerciales
que se mueven uno respecto al otro con velocidad constante.

Por la homogeneidad e isotropia del espacio-tiempo, suponemos que las coordenadas
espacio-temporales de dos sistemas S y S’ estan relacionadas por una transformacion
lineal. Por simplicidad S’ se mueve con velocidad v respecto a S en la direccion del eje x
por lo que las coordenadas estaran relacionadas por

2’ = Az + Bt, (5.6)
t'=Cx + Dt. (5.7

Ademas, el intervalo debe permanecer invariante
ds* = ds'?, (5.8)
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—Adt* 4 da® + dy? + d2? = —Adt”? + da” 4 dy”* + d2”. (5.9)

A partir de la invarianza del intervalo espacio-temporal, obtenemos las siguientes ecua-
ciones para los coeficientes:

—PC? + A% =1, (5.10)
—2¢2CD +2AB =0, (5.11)
—*D* + B* = -~ (5.12)

De la condicién de velocidad relativa (el origen de S’ se mueve con velocidad v respecto

as):

B = —Av. (5.13)
Operando, llegamos a que
D? = 1
1-5
Definimos el factor de Lorentz como:
1
N = . (5.14)
1)2

t’:7<t—%>, 5.15
¢
' =~(x —ot), 5.16

5.17
5.18

~
A~ T/~ —
~— ~— ~— ~—

v 7 00
= v 00
A, = 0 0 1 ol (5.19)
0 0 01
luego
ct ct
x x
=A, 5.20
Yy Y (5.20)
Z' z
De forma general, la matriz de transformacion para cualquier direccion resulta
Y -1 e —yt
—~¥% 14 — 1% —1)%=Y% — 1) Y=
A= Ve (’7 )Uz (’7 ) 02 (’Y ) 02 (5.21)

’U2 VyVz 9
7 (=% 1+0-DF (-3
-y (=% (-D% 1+ -1

N
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y para transformar un vector de un sistema inercial a otro que difiere en una velocidad
U resulta

ct’ ct
' T

=A . 5.22
Dl=all 6.2
2 z

5.5. Tiempo propio
Consideremos un marco de referencia inercial (ct, z, y, z). En este, una particula puntual
se mueve a lo largo de una trayectoria tipo tiempo sobre el espacio-tiempo.
ds* = —c*dt* + da® + dy® + d2*.

Dividimos por dt? y agrupamos

ds? o Jdr., o dy., L dz,
W:_[C —(%) —(a) —(%) J-

Si 42 representa el cuadrado de la velocidad de la particula podemos reemplazar en la
expresion

@ = )
) '2
X
ds* = —c*dt*(1 g)
2 742
ds? = -2 df (5.23)
v

Ahora consideremos el marco de referencia visto desde la particula, es decir, en reposo
respecto al movimiento de la particula. Acd expresamos las coordenadas del espacio-
tiempo como (¢7,0,0,0) y 7 se denomina tiempo propio y corresponde al tiempo medido
por un reloj que se mueve junto con la particula.

ds® = —cdr?. (5.24)

Y como la métrica se mantiene invariante desde ambos sistemas inerciales entonces

thQ
Adr? = _¢ >
Y
dt?
d7'2 = DR
f)/
dt = ~vdr

Integrando entre dos instantes finitos (suponiendo v = cte)

At = vyAT. (5.25)
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Dado que 7 > 1 cuando la particula se mueve respecto al sistema inercial (ct, z,y, 2)
entonces, desde ese sistema siempre se medird un tiempo mayor. A este fenémeno se lo
conoce como dilatacién temporal. Podemos observar que para el caso en que ¢ — 00,
v — 1y recobramos el caso Newtoniano en el que el tiempo es el mismo (absoluto) desde
cualquier marco de referencia.

En nuestro caso, siempre consideraremos intervalos tipo tiempo o tipo luz ds? < 0 por
lo que consideremos la parte positiva del intervalo para el tiempo propio

ds = cdr® (5.26)

6. Mecanica relativista

Es importante entender como se comportan las reglas de la mecanica si tenemos en
cuenta los efectos de la relatividad de Einstein. La mecdanica relativista recupera las
ecuaciones de la mecénica Newtoniana en el limite clasico ¢ — oo.

En esta seccién deduciremos las ecuaciones que rigen la mecanica relativista junto con
las trayectorias geodésicas, el momento lineal relativista y la equivalencia entre masa y
energia.

En capitulos previos vimos que el lagrangiano de una particula libre en un sistema
cartesiano = = (x,y, z) resultaba

De forma general

1
L= émgw,:'v“:'v”. (6.1)

Utilizamos el resultado de tiempo propio de la seccién 5

cdr = ds. (6.2)

Recordamos que la accion se define

S = /F Ldt. (6.3)

El lagrangiano relativista es un escalar y tiene que ser invariante bajo transformaciones
de coordenadas. En particular, buscamos uno que sea invariante bajo transformaciones
de Lorentz. Por lo que ya comentamos, nuestros invariantes son el intervalo y el tiempo

propio.
S—/Ldt—/KdT. (6.4)
r r

8Cabe aclarar que algo similar sucede con las distancias. La longitud se acorta en la direccién del
movimiento pero no estudiaremos esto en este trabajo.
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ds® = n,,drtda”,

ds = \/—nudarda”.

Es importante introducir el signo — dentro de la raiz para que la expresion tenga
sentido fisico ya que ds? < 0 = —c? + 2% + y? + 22 < 0 para que sean intervalos tipo
tiempo o tipo luz, luego, para que nuestra raiz tenga sentido v/ —ds?

ds = \/c2dt? — (da? + dy? + dz?).

da’

Recordando que v = @' = %

ds =1\/c? — r2dt.

Y, usando la equivalencia entre el intervalo y el tiempo propio 7

1 -
dr = —\/ & — z'dt. (6.5)

c
1 .
S = /K—\/ c? — x2dt. (6.6)
r C
Vemos entonces que el lagrangiano relativista resulta

1 5
L =K-\/c?— 22
c

Para que el analisis dimensional sea correcto el lagrangiano tiene que tener unidades

de energia por lo que nuestra constante K = —mc?
. 72
L=—-mec\/c?—a?=—mc\/1 - —. (6.7)
c
El momento conjugado p; se define como:
oL oL
ove ozt
Y, en nuestro caso
. 0 mcit mcit .
p=—(—meve? —1) = — = = yma?’. (6.9)
ox? c? — 32 @2
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6.0.1. Hamiltoniano

El Hamiltoniano es una funcién que describe el estado del sistema mecanico en ter-
minos de sus coordenadas generalizadas y su momento generalizado. Si el sistema no
tiene ninguna dependencia explicita del tiempo, puede probarse que este es una integral
de movimiento y coincide con la energia mecanica del sistema. En mecénica clasica, el

Hamiltoniano de un sistema se define como:

Sustituimos las expresiones:

:\/%ercm
\/7+\/?>

_omed)

= ymc”.
N>
Por lo tanto, la energia relativista es:
E = H = ymdc®.

6.0.2. Relacion entre energia, masa y momento
Elevando al cuadrado la energia:
E? = ?m2ct

Y recordando que:

p2 _ ,yzmzi,z N p202 _ 72m2;t202.
Restamos:
jo p202 _ 72m204 o 72m2x'202
— 2
Entonces:
B2 — pzcz n m2c4,
de aqui:

E = \/p*c® + m2c,

si el cuerpo estd en reposo p= 0
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E =mc. (6.14)

Esta ecuacion es una de las més famosas de la fisica; tanto por su simplicidad como por
lo que representa. La equivalencia entre masa y energia revolucioné nuestra comprension
del universo. Fue Albert Einstein quien, en 1905, introdujo esta idea en el marco de
su teoria de la relatividad especial. Hasta entonces, la fisica clasica trataba la masa y
la energia como conceptos totalmente separados. Sin embargo, esta nueva formulacion
reveld que la masa es, en esencia, una forma concentrada de energia.

Este principio no solo tiene implicaciones profundas en la fisica tedrica, sino también
consecuencias practicas trascendentales. Por ejemplo, es la base de la energia liberada en
reacciones nucleares, como las que ocurren en el interior del Sol o en bombas atomicas.
En estos procesos, una pequena pérdida de masa se convierte en una enorme cantidad de
energfa, de acuerdo con la relacién E = mc?.

Mas adelante, en el desarrollo de la relatividad general, esta idea se amplia ain mas.
Alli se establece que no es unicamente la materia la que influye en la curvatura del
espacio-tiempo, sino toda forma de energia y momento. En otras palabras, el espacio-
tiempo reacciona a la presencia de energia, momento lineal, presién y tension, todos ellos
contenidos en lo que se conoce como el tensor energia-momento.

Esto significa que incluso entidades sin masa, como la luz (que posee energia y momento,
pero no masa en reposo), también contribuyen a la estructura geométrica del espacio-
tiempo. Asi, esta equivalencia entre masa y energia se convierte en un pilar fundamental
para entender coémo se genera la gravedad en la relatividad general, y nos permite unificar
la descripcion de materia y energia bajo un mismo marco conceptual.

6.1. Lagrangiano de una particula no relativista sujeta a un
potencial gravitatorio débil

Como ya vimos, en mecanica Newtoniana, el lagrangiano de una particula en un campo
gravitacional es L = T'— V. Podemos expresar la energia potencial como V' = m¢ donde
¢ es el potencial gravitatorio. Partiendo de la expresion del lagrangiano relativista (6.7)
y haciendo una expansiéon mediante serie de potencias, si nos quedamos con el primer
término y despreciando el error obtenemos obtenemos este lagrangiano

1
L=—mc*+ §mj:2, (6.15)

donde el término %m:i:2 representa la energia cinética de una particula puntual en el
contexto de la mecanica clasica.

En el caso de que la particula esté sujeta a un potencial gravitatorio Newtoniano, el
lagrangiano sera

1
L=—-mc+ §mv2 — mao. (6.16)

Sabemos que para el caso no relativista mc? > %va. Si desarrollamos su accién

S = —mc/ V2 —v? 4 2¢dt. (6.17)

2
S:—mc/\/(1+—f)62—:t2—yz—z’2dt.
c
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S = —mc/ V=g rTvdt. (6.18)

Acé, introdujimos el tensor métrico g, definido como

—(1+2%) 0

B 0 1
G|l = 0 0
0

0

0
0
. (6.19)
0

_— o O O

En el limite de campos gravitacionales débiles y velocidades pequenas, el potencial
gravitacional ¢ puede absorberse dentro del tensor métrico; esto sugiere que la gravedad
puede interpretarse como una manifestacion de la geometria del espacio-tiempo, incluso
en el régimen clasico. Este resultado es fundamental para el capitulo siguiente; la teoria
general de la relatividad.

7. Relatividad general

7.0.1. Introduccion

El objetivo de este apartado es comprender como podemos pasar de un espacio-tiempo
plano e incluir un marco tedrico que contemple la gravedad y los sistemas de referencia
no inerciales. La teoria general de la relatividad estda basada en el principio general de
relatividad que, como discutimos, establece que las leyes de la fisica son las mismas en
todos los sistemas de referencia, y en el principio de covarianza general, que establece
que la forma de las leyes fisicas debe ser invariante bajo transformaciones de coordenadas
arbitrarias.

Algo importante para mencionar es que una transformacién general covariante es una
transformacion entre dos sistemas de referencia (inerciales o no inerciales), y veremos que
estas ecuaciones seran descritas en notacion tensorial para que esta sea manifestantemen-
te covariante. Al saber como transforma un tensor bajo un cambio de coordenadas, si
una ecuacion esta escrita de forma manifestantemente covariante, sera simple pasarla a
cualquier otro sistema arbitrario.

La teoria general de la relatividad fue desarrollada por Albert Einstein y publicada en
1915, tras casi una década de trabajo desde que formuld la relatividad especial en 1905.
Uno de los grandes motores para extender la relatividad especial fue el deseo de incorporar
la gravedad en un marco relativista, algo que no era posible en la teoria especial de la
relatividad publicada en 1905.

Einstein se inspir6 profundamente en el principio de equivalencia, que observé inicial-
mente al notar que una persona en caida libre no siente su propio peso. Esto lo llevé a
formular la idea en la que un marco de referencia acelerado y uno sometido a un cam-
po gravitacional resultan equivalentes localmente. Esta idea lo condujo a pensar en la
gravedad no como una fuerza en el sentido clasico, sino como una manifestacion de la
curvatura del espacio-tiempo.

Otro punto clave en el desarrollo historico fue la colaboracién e influencia del ma-
teméatico Marcel Grossmann, quien introdujo a Einstein en las herramientas matematicas
necesarias para formular la teoria, especialmente el calculo tensorial y la geometria dife-
rencial desarrollada por Riemann, Christoffel, Ricci y Levi-Civita. Sin estos desarrollos
previos, la formulaciéon matematica de la relatividad general no hubiera sido posible.
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Ademas, en esta época existia un fuerte interés por resolver ciertas anomalias que la
mecanica Newtoniana no explicaba completamente, como la precesion del perihelio de
Mercurio. Como veremos luego, Einstein demostré que su teoria predecia correctamente
ese pequeno desfase, lo que representé una de las primeras confirmaciones observacionales
de su nueva teoria.

7.1. Principio de equivalencia
7.1.1. Principio de equivalencia débil o de Galileo

Todos los cuerpos caen con la misma aceleracién en un campo gravitacional uniforme,
independientemente de su masa o composicion.

7.1.2. Principio de equivalencia de Einstein

No hay experimento fisico local (mecénico, electromagnético, etc.) que permita distin-
guir entre un campo gravitacional uniforme y un sistema de referencia uniformemente
acelerado.

7.2. Teorias métricas de gravedad
= El espacio-tiempo estd equipado con una métrica simétrica.

= Las trayectorias de las particulas de prueba en caida libre son las geodésicas de la
métrica.

= En los marcos de referencia locales en caida libre, las leyes no gravitacionales de la
fisica son las mismas que las de relatividad especial.

7.3. Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo de Einstein constituyen el nticleo de la teoria de la relatividad
general. En términos generales, son un conjunto de ecuaciones diferenciales tensoriales en
derivadas parciales que describen como la materia y la energia influyen en la curvatura del
espacio-tiempo. Estas ecuaciones sustituyen a la ley de gravitacién universal de Newton
en el régimen relativista, extendiendo el concepto de gravedad més alla de una fuerza
entre masas para interpretarla como una manifestacién de la geometria del universo.

En su forma mas compacta, estas ecuaciones vinculan la geometria del espacio-tiempo,
representada por el tensor de curvatura, con el contenido energético del mismo, represen-
tado por el tensor de energia-momento. De esta forma, se establece una relacion entre la
distribucion de masa-energia en el universo y la forma en que esta afecta la estructura
del espacio-tiempo.

Mas alla de su importancia conceptual, estas ecuaciones permiten predecir fenémenos
como la existencia de agujeros negros, la expansion del universo, la desviacién de la
luz por campos gravitacionales intensos, y las ondas gravitacionales. Han sido verificadas
experimentalmente en multiples contextos, y siguen siendo una piedra angular de la fisica
tedrica y de la cosmologia moderna. Las ecuaciones de campo de Einstein en la teoria
general de la relatividad son

G

1
Ryz/ - §Rg,u,1/ + Ag,ul/ - 7T,u1/7 (71)
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donde
» R, el tensor de Ricci, que representa una parte de la curvatura del espacio-tiempo.

» R:el escalar de Ricci, obtenido contrayendo el tensor de Ricci con el tensor métrico.
Resume en un solo niimero cuén curvado estd el espacio-tiempo en una regién.

» g, El tensor métrico.

= A: la constante cosmoldgica, introducida por Einstein en 1917. Representa una
energia del vacio o densidad de energia inherente al propio espacio-tiempo. En
cosmologia moderna, se asocia con la energia oscura.

» 1,0 El tensor de energia-momento, que describe la distribucién y flujo de energia
y momento en el espacio-tiempo. Incluye no solo materia ordinaria, sino también
radiacion, campos electromagnéticos y cualquier forma de energia.

81G

A
la gravitacion newtoniana en el limite débil. Donde G es la constante de gravitacion
universal y ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

: factor de acoplamiento que asegura que la teoria reproduce los resultados de

El conjunto G, = R, — %R 9w se denomina el tensor de Einstein.

7.4. Tensor Energia momento

Mucho hemos hablado sobre las caracteristicas geométricas de una variedad; en este
apartado, nos enfocaremos en entender las componentes del tensor energia momento que
se utilizan en las ecuaciones de campo. No se hara una deduccién formal de este tensor de
rango 2 ya que trabajaremos en las soluciones de vacio; es decir, fuera de nuestro objeto
de estudio no habré materia ni energia, solo particulas de prueba.

Definicién general

El tensor energia-momento, también conocido como tensor de energia-impulso, se
denota como T". Es un tensor simétrico de rango 2 por lo que

T =1T"",
En un sistema de coordenadas local, su representaciéon matricial general es:
TOO TOl TO2 TOS
TlO Tll T12 T13
T20 T21 T22 T23
T30 T31 T32 T33

Donde cada componente de este tensor tiene una interpretacion fisica

™ =

» 7% Representa la densidad de energfa.

» 7% = T%: Representa densidad de flujo de momento (o flujo de energia en la
direccién 7).

» T : 4 # 0: Representa tensor de tensiones (presiones y esfuerzos de corte en las
direcciones espaciales).
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Tensor energia-momento para un fluido perfecto

En el caso particular de un fluido perfecto, usando la firma Lorentziana (—, +, +, +)
el tensor toma la forma:

v 1 v v
" :g(p—i-P)u“u + Pg"”.

Mientras que si tomamos la firma Lorentziana (+, —, —, —)
T = l( + P)utu” — Pgh”
- 02 IO g )
donde:

= p: densidad de energia en el sistema en reposo.
= P: presién isotropica del fluido.

m yH: cuatro velocidad del fluido.

7.5. Solucion de Schwarzschild

Cuando Einstein publicé su teoria general de la relatividad en 1915, era consciente de
que sus ecuaciones de campo eran sumamente dificiles de resolver de forma exacta (debido
a la no linealidad de las mismas). Por ello, inicialmente recurrié a soluciones aproximadas
para describir fenémenos fisicos concretos. Sin embargo, apenas un mes después de la
publicacion de su teoria, el fisico y astrénomo aleman Karl Schwarzschild, quien en ese
momento servia en el frente oriental durante la Primera Guerra Mundial, logré encontrar
la primera solucién exacta a las ecuaciones de Einstein.

La soluciéon de Schwarzschild describe el campo gravitatorio exterior de una masa
esférica, no cargada y estatica, en el vacio. Es decir, representa el espacio-tiempo que
rodea a una estrella, planeta o agujero negro idealizado sin rotacion ni carga eléctrica. Su
simplicidad la convierte en un pilar fundamental de la relatividad general, y es la base
para muchos desarrollos posteriores.

Esta métrica predice fenémenos que han sido ampliamente comprobados experimen-
talmente como:

= La precesion del perihelio de Mercurio
= La deflexién de la luz por el sol
» El corrimiento gravitacional al rojo (redshift).

La contribucién de Schwarzschild fue notable no solo por su contenido fisico, sino
también por el hecho de haber sido realizada bajo condiciones bélicas. Su carta a Einstein
anunciando el hallazgo se convirtié en una de las mas emblematicas en la historia de la
fisica moderna.

Aunque el campo gravitacional del Sol o de otros planetas puede modelarse, como vi-
mos, mediante el limite débil a grandes distancias, en sus cercanias el escenario cambia
drasticamente. Para comprender con mayor precisiéon el comportamiento del espacio-
tiempo en las proximidades de un objeto compacto y masivo, analizaremos el caso idea-
lizado de un objeto bajo los siguientes supuestos:
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1. Simetria esférica: el objeto es idéntico en todas las direcciones espaciales.
2. Estatico: no cambia con el tiempo y no presenta rotacién.

3. Condiciones de vacio: Analizaremos que pasa en un radio mayor al radio R de
la masa de estudio (r > R ).

Al final de este capitulo se detallan mejor estas hipdtesis y las caracteristicas que tiene
la métrica.

A partir de acd, deduciremos la métrica de Schwarzschild. Partimos de un espacio-
tiempo de Minkowski en coordenadas cartesianas utilizando la firma Lorentziana (+,-,-,-)

ds* = Adt* — da® — dy® — d2?,

y para expresarla en coordenadas esféricas usamos las reglas de transformaciéon men-
cionadas en (4.14). Donde x' = (x,y,2) y ¢/ = (1,0, ).
Luego, el intervalo en coordenadas esféricas resulta

ds? = 2dt? — dr* — r2dh* — r* sin® 0d¢?,

cuyo tensor métrico asociado resulta

10 o0 0
o -1 0 0
=1 0 2 o |- (7.2)

0 0 0 —r?sin?6
Como estamos considerando un espacio-tiempo curvo, ya no queremos que la métrica
sea la, de Minkowski.

ds® = g, datdx”,

ds® = gudt® + gudt dr + gipdt df + giedt do
+ Gpedr dt + g dr® + grodr df + g,pdr do
+ gpudB dt + go.df dr + goedd* + Gopdl do
+ gordpdt + gordddr + geadddf + gepde?®.

Aprovechando la simetria del tensor métrico
Gtr = Grt, 9ro = Gor, 9ot = g6, 9ot = Gtep» 9or = Gro-
ds® = gudt? + 2g,-dtdr + 2g,9dtd

+ 2gi4dtdd + grrdr® + 2g,edrdf
+ 9opd0? + 2g49dpdd + gypdd®

Bajo los supuestos de simetria esférica, no hay componentes cruzadas

ds® = gudt® + gordr® + gopd6® + gypde’. (7.3)

Y luego, aprovechando los resultados de las componentes angulares de la métrica que
obtuvimos en el espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas esféricas tenemos
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ds? = gudt® + g.pdr® — r2d6? — r*sin® 6d¢>. (7.4)

Bajo los supuestos de simetria esférica, estaticidad y vacio proponemos una forma
general para la métrica (conocida como Ansatz) que respete dichas condiciones:

ds? = 22T dt? — 2B dr? — r246% — 12 sin® fd?. (7.5)

Las funciones T'(r) y R(r) dependen tnicamente de la coordenada radial r y no de
t,0, ¢, lo cual garantiza la simetria esférica y la independencia temporal en nuestra varie-
dad. Cualquier dependencia angular o temporal romperia estas simetrias y no cumpliria
nuestras hipdtesis.

Proponemos funciones exponenciales ya que son de clase C* y ademas sus derivadas
terminan siendo simples de calcular.

Por otro lado, debemos asegurarnos de que, a distancias suficientemente grandes de
nuestro objeto de estudio, el espacio-tiempo recupere su estructura plana, ya que la
influencia gravitacional del objeto debe ser despreciable. Esto implica que:

lim R(r) = 0.
7—00
lim T'(r) = 0.
T—00

El tensor métrico del espacio-tiempo en este caso adopta la siguiente forma

c2e?T'(r) 0 0 0
_ | 0 =B 0
I ="1"0 0 2 0 ’ (7.6)
0 0 0 —r2sin®f
¢ 2e72M 0 0 0
0 —e 2R 0
p —
g - 0 0 —7"_2 0 (77)
0 0 0 —r2sin"%4
7.5.1. Simbolos de Christoffel
Recordamos que los simbolos de Christoffel se calculan de la siguiente forma:
1 I, 09y, g
r* == BA v P vp
vo = 99 (8:10” T o )
en nuestro caso, tenemos 64 componentes totales y solo 13 no nulos.
Componentes temporales
Los componentes temporales no nulos son I} | T, que resultan iguales.
1 1 5, 40
Fir = égtt<grt,t + Gutr — Girt) = 56 %e 2T502€2Ta
drT
e =1t — — . 7.8
tr rt d?” ( )
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Componentes radiales

Los radiales no nulos son I';, T, , T35, T ..

T

T 1 rr 1 — a
Iy = 59 (Gere + Gire — i) = 5(_6 QR)a(_C%QT),
dTr
[T — 220-R4
= C° dr
Componentes angulares 6
Los componentes angulares no nulos son I'%;, T'§ T .
1 1 0
1—\9:_99 ; ; —q, _-.—2Y 2
o = 59 (g66,r + gro.0 — Gro.0) 5" Ty

1
Il =19 =-.
ro Or r
1 1 0
o 1 g9 1,0 5.
oo = 59 (gaa,¢+gee,¢—g¢¢,9)—§r 57 S0 0,

sz = —sinfcosb.

Componentes angulares ¢

Los componentes angulares no nulos son Ff¢, Ff;r, FZ’¢, Fie.

7.5.2. Tensor de Ricci

(7.10)

(7.11)

Recordemos que para calcular el tensor de Ricci necesitamos hacer una contracciéon del

tensor de Riemann.

A A A 1o A o
RMV = 8)\Fuu - 8'/1—‘;1)\ + F)\J 72 FVO’ s

En nuestro caso, el tensor de Ricci tiene 4 componentes no nulas

Ry, Ry, R Ry

Calculo de Ry
Rtt = a)\ri% — atri\/\ + F§0Fg5 - Fi\o’ ?/\'

Célculo de 0\I'):

8,51—‘; — O,
. _pdT
o, I, =0, (0262(T R)%)
dar\?® _dT'dR T
— 2.2T-R) |9 (21 ) _ o0~ ®F0 07
ce (dr) dr dr+dr2
oo, = 0.
055, = 0.
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Célculo de 9,I)\:  Como las funciones dependen solo de r, todas las derivadas tempo-
rales son nulas:

A
atrt)\ —_— O
Célculo de I'} T',:  Consideramos los términos no nulos:

Fiorgt - FL«FQ + Fgrfl} + F(brr:t'

_— dR
T dr
1
9 =1r°% ==
or ér r
dT
[T — _2.20-R 4
t ce dr
Entonces:
dR 2 dT dR 2\ dT
P)\ FU — Dy = 2 2T-2R™"" - _ 2 2T—-2R [ 7% = )
Ao it (dr+r)(ce dr ce dr+r dr

4. Célculo de T2 T%: Tomamos las combinaciones no nulas:

dT

F;& — _C2€2T72R%’
,dT
tr d?” .

dr\’
FI;\UF;;\ = 21—‘;1—‘;’ = _20262T_2R (%)

Rtt _ 0262(T_R)

dr dr +;%

d2T+ dT\? dTdR 2dT
dr? dr

Calculo de R,,
Ry = 0\, —0,IN + T3, T9 — T2 T7

Ao+ rr rot r\’

Célculo de 0\I').:  Solo el término con A = r es no nulo:

d*R
oIl =—.
o dr?
Por tanto,
d2
oI = Jj.
r
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Célculo de 9,I'):

dl' dR 2
1—\)\ _ Ft " FG F¢ - i
A rt+ 7"7’+ 7"9+ ro dr + dr r
Entonces,
T  d*R 2
oy =4 ot =2
EP * dr?  r?
Célculo de '}, T7,
dT dR
Ft:— r == F9:F¢:_
tr dr ’ rr dr ) rf ro r

Por lo tanto,

o ar Car ) ar

dl" d 2 d
F)\ Iy, = (Fir + FZ:T + F?”H + Fftb) F:r = ( B ) B

Célculo de I'* I'?

rot ri

Entonces:

R, = O\I') —9,I) + T3, 9, — A T¢

roT T

 dr? dr? dr?z  r? dr dr r dr dr dr 72
@7 (4T 4R (dar\\ 2 4R 2
 dr? dr dr dr r odr = r?

Calculo de Ry

Rgg = O\T'gy — 0oL\ + T2, 155 — o, T

Célculo de 0\I'),:

d d
0,y = %(—7’6_2}%) =—e2f ¢ 2T6_2R%.

Célculo de 9yI'),:
d
(%FZSQj = @(cot 0) = —csc? 6.
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Célculo de '}, T'Y,:

dR AR
1
Fz?‘rgg = — (—T’G_QR) — _6_2R
T
dR
= FA PU = — —2R _ —2R.
Ao+ 00 re _d’/“ e
Célculo de T I'7,:
1
5,09 = (—re28). - = —¢ 2R,
T

FZ},FZQ) = cot? 4.
= I g, = —e 2 + cot? 0.

Finalmente
— —2R dR
Rgg = |:_e 2 2re 2R :| ( CSC2 )

d
+ [—remd_R _ €2R} _ [_6723 1+ cot? 9} .
r

dR
— T‘e_QRd_ o 6_2R + CSC2 0 — COt2 0.
T

Recordando que
csc 6 — cot?h = 1.

Entonces:

Calculo de Ry, A /\ /\ /\
Roo = Ol = 06T ox + 15155 = T56T0x

. A
Célculo de 0,\I7,:

! d
Ol = %(—r sin?f e ?%) = —sin? 0 e 2 + 2rsin® 0 esz_f.
Célculo de 9,I),:
8¢F2>0 = 0y cotf = 0.
Calculo de Fﬁgf‘g o
d dR
L 7<z;¢ - dr (—r sin® 96_2R) — —rsin? 96—21%%‘
1
M7 — 2 (—rsin2fe2B) — —gin2f e 2R
orl oo T(rsm e ) sin?f e
dR
= I, [, = —rsin®fe > — —sin® 0 .

r
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4 A To .
Calculo de T}, I',:

1
Fr F¢ — (_ 2 9 —2R\ | =
oL or (—rsin“fe ") .

= —sin’fe”

2R

ngber = (—sinf cosf)(cot §) = — cos .

= F’\(,FgA = —sin*fe* —¢

Ryp = [— sin® e 2 4 2rgin? e 2R y
,

dR

0s% 6.

|0

dR
+ [—r sin? @ e 2 —
r
dR
=rsin?fe?P—— —gin?0e 2 + cos? 6.
r

Recordando la identidad trigonométrica:

cos’f =1 — sin? 6.

Entonces:

LopdR

Ryp = sin®@ |re
r

—sin% 6 €2R1 — [— sin? 0 e 2R — cos? 9} )

—e 2R 1] 4+ 1.

Para que quede en una forma similar a Rgg, usamos el resultado conocido de simetria

esférica:
R¢¢ = SiIl2 - Rg@.
donde:
dR dT' 1
Rpg=re 2| — - — _ = 1.
00 = T¢ (dr dr 7") +
Entonces:
dR dT 1
R.. —sin?0 —p (00 al 1 1l
¢¢ = SN {re (dr dr r) + }

Por lo tanto, las componentes no nulas del tensor de Ricci resultan:

dT\? dTdR T 2dT
_ 22r-R) [ (&L _alah arlh zal
Ru=ce (dr) dr dr+dr2 r dr
po (T, ATAR _ET 2dR
" dr dr dr  dr? rdr’
dR dT 1
Rog=re | —— — — — ) +1.
=T (dr dr r>+
d dl" 1
R¢¢,:sin26[r62R(d—f—%—;)+1}
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7.5.3. Escalar de Ricci

Recordemos que el escalar de Ricci surge de contraer el tensor de Ricci

R = g'uVR,uua

R=g"Ry+ g" R,y + ¢ Roo + 9°° Ry, (7.12)

R:le*QT-R +e2R.R +i~R +#.R
c? & 2 T anZg Y
dT\> dTdR . 2T N 2dT
dr dr dr dr?  rdr

(47!, dTAR _&T 24R

dr dr dr dr?  rdr
1 op (AR 4T 1
— R |
+ {re <dr dr 7") + }

2
1 .o _ drR dI' 1
: 6 e 1.
PZsinZg {re ( dr  dr r) * }

1
— 2T 2,2(T-R)

6_2R

Simplificando

_ _—2R

(dT)2 dT'dR d®*T 2dT
R=e il

o) “adr et ra
_(dTY, iR £T | 2dR
dr dr dr dr?  rdr

2 dl'dR ar dR 2
R 222ty 20l dlt 1) - 2. 7.13
2" (r <d7“) "ar dr * dr dr 1) r (7-13)

7.5.4. Tensor de Einstein

Como el tensor de Ricci y la métrica son diagonales, el tensor de Einstein

1
G/u/ = R;uz - éguuRa

solo tiene 4 componentes no nulas

2 5 opdm
w=ReC Yy
2dT 2m 4,
S
1dR 1dT dT?* dTdR d°T
Gop — 2 2B _ 2270 207 Sy 22 e, 20y
o0 =1 € [rdr+rdr+(dr) drdr+dr2]
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Donde m, en este caso, representa
1
m = 57"(1 — e 2, (7.14)

En nuestro caso particular estamos tomando condiciones de vacio, es decir T}, = 0.
Pero es 1til ver que sucede cuando el tensor energia momento es no nulo ya que de aca
saldran las soluciones de las funciones 7'y R. Como vimos antes

1
T = S (p+ PUMU” = Pg”.

Usaremos la simplificacion del tensor energia-momento de un fluido perfecto en el
contexto de una estrella estatica. Al tener estas condiciones, no hay fuerzas de corte en
nuestro tensor energia-momento por lo que resulta diagonal.

T = (7.15)

co o™
o o My o
ogo o
o o o

Por este motivo, solo tendrémos 4 componentes no nulas: 7%, T, T% T%.

Calculo de T}

1
Ty = g(l)ﬂL P)U,U; + Pgy,

1
T;Et = 0—2(,0+ P)Ut2 — P6262T.
Para encontrar U; nos apoyamos en el invariante
9 UMUY = 2,
gtt(Ut)2 + gii(Ui)Q =%
Como el objeto es estatico U? = 0.

gtt(Ut)Z = 027

€2T(Ut>2 — 1’
(Ut)Q —e 2T
Ut =¢ T,

Podemos transformarlo en un vector covariante utilizando la métrica

Ur = guU" = guU" + gnU" + g,0U° + g,5U°.
Como el tensor métrico es diagonal entonces

uy = guU' = 2e*Te™ = 2el.
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Luego
1
Ty = —(p+ P)c'e®” — Pe™.
¢
Ty = p?e® + PR — PPe?,

Ty = pce®. (7.16)

Para las componentes radiales y angulares nos aprovechamos de la condicicon de esta-
ticidad por lo que U, = Uy = Uy = 0.

Tr‘r = _Pgrra
T, = PR, (7.17)
Ty = Pr?, (7.18)
Tys = Prsin®6. (7.19)
Utilizando las ecuaciones de campo de Einstein componente a componente
8tG
Guu = 7 iz
8tG
G;Ll/ = 7Tp,1/a
20 g T Ta e
2dmn 887G
2dr AP
_r
pm - 627
dm r?
— =81G ma 59
dr TPmy
dm r?
— =4rGp,— 2

m = /47erm 5

m = 02 47 ppr2dr.

Donde
/47rpm7‘2dr =M,
representa la masa del objeto esférico con una densidad dada. Por lo que

M
—s (7.20)

2
Y, a partir de acé utilizando la funcién m que propuse, podremos despejar R(r),

GM 1 _
= 57“(1 — 72

Y

C
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1— —
c2r c
2GM
(1— - )7t = e, (7.21)
Avanzamos con la componente radial en las ecuaciones de campo
81G
Grr = 7T_4Trr-
C
2dT 2m .5 871G _ 4
S 2R _ T p
rdr 13 A e
2dT 2m 2m,_, 887G 2m.
S oy 2 T pp - 2
r dr r3 ( r ) ct ( r )™
2dT  8nG 2m 2m 2m
S P )t - )
r dr ct ( r ) r3 ( r )
2dT 8 2m 2m 2m
el ST0 e I I B
rdr ct ( r ) r3 ( r )™
dT 2m. . 8nGPr 2m
ar =~ )
Sacando factor comun
dT 2 ArGPr3 4
= (1= )+ 5
dr r r2ct r2ct

T ArGPr3 + mc*

e A2 2 :
dr cAr2(1 — Tm)
Como estamos bajo condiciones de vacio P=0y p,, =0 = ‘il—’:” = ‘*’TF(’:—’;TQ =0.
dT mc*

dr cAr(r —2m)’

ar 1 1
dr — 2(r—2m) 2r’

1 1
T:§ln(r—2m)—§1nr+0,

r—2m

2T — 2C = In( ),

r

or—oc T —2m
€ ]
r

2T r—2m

e2C r

2m
e =21 - ).
r
Despejaremos la constante con las condiciones de borde que impusimos al principio
recordando el hecho de que muy alejados de nuestro cuerpo, la métrica tiene que recuperar

su estructura plana.
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2GM
lim e2“c?(1 — —) =
r—00 cr
Para que esto suceda
2C
e =1,
2
T = (11, (7.22)
r

Entonces, la métrica de Schwarzschild corresponde a la métrica inducida en el espacio-
tiempo por un cuerpo con simetria esferica y estético.

(1 — 24M) 0 0 0

0 —(1-2%M)~1 0 0
g,ul/ = O ( OCQT ) _/,"2 O (7.23)

0 0 0 —r?sin?@
O, lo que es equivalente
2GM 2GM
ds® = (1 — ——)dt* — (1 — ——)"'dr? — r?df> — r* sin® 0d¢”. (7.24)
cr cr

Las condiciones de vacio nos llevaron a resolver las ecuaciones de campo de Einstein
en ausencia de materia y energia. Sin embargo, el hecho de que todas las componentes
del tensor de Ricci sean cero no implica que el espacio-tiempo descrito por la métrica de
Schwarzschild sea plano. La curvatura del espacio-tiempo esta determinada por el tensor
de Riemann, el cual posee, en este caso, 24 componentes no nulas.

Esto se debe a que el tensor de Ricci R, es una contraccién del tensor de Riemann
(R = R?,,,). Mientras que el tensor de Ricci describe la curvatura asociada directamen-
te a la distribucién de materia y energia (a través del tensor energia-momento), bajo la
hipétesis Riemanniana, el tensor de Riemann contiene toda la informacién sobre
la geometria intrinseca de la variedad.

En la solucién de Schwarzschild, como se ha supuesto vacio (es decir, 7),, = 0), el tensor
de Ricci es nulo. Sin embargo, la curvatura del espacio-tiempo no desaparece: el cam-
po gravitatorio persiste y se manifiesta en la curvatura del espacio-tiempo,
representada por las componentes no nulas del tensor de Riemann. Esto evidencia una
caracteristica esencial de la relatividad general: la gravedad no es una fuerza en el sentido
clasico, sino una manifestacién de la geometria del espacio-tiempo. Incluso en regiones
donde no hay materia, esta curvatura afecta de manera tangible el movimiento de particu-
las y la propagacion de la luz, como ha sido confirmado en numerosos experimentos.

Por otro lado, si bien la métrica de Schwarzschild es adecuada para casi todas las
pruebas del sistema solar de la relatividad general, existen situaciones astrofisicas bien
conocidas (por ejemplo, las estrellas de neutrones o agujeros negros) para las cuales esta
aproximacién no basta; por lo que fisicamente se requiere una soluciéon de campo fuerte.

Ademas, si una estrella en rotacion llegara a sufrir un colapso gravitacional, se esperaria
que el agujero negro resultante conservara al menos una fraccién de su momento angular
inicial; lo que sugiere, que de algin modo deberia existir una extension de la geometria
de Schwarzschild para esta situacién.
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7.5.5. Propiedades de la métrica

La solucion de Schwarzschild presenta una serie de propiedades globales y simetrias
importantes que caracterizan su estructura y comportamiento fisico:

» Estatica: La métrica de Schwarzschild es estatica, ya que existe una coordenada
temporal ¢ tal que los coeficientes métricos g,, no dependen explicitamente del
tiempo. Ademds, el vector 0, es un vector de Killing de tipo temporal fuera del
horizonte (r > ry), lo que implica que el espacio-tiempo posee simetria temporal.

= Esféricamente simétrica: La métrica es invariante bajo rotaciones. Esto se tradu-
ce en la presencia de tres vectores de Killing adicionales asociados a las simetrias del
grupo de rotaciones SO(3). Estas simetrias garantizan la conservacién del momento
angular.

= Asintéticamente plana: En el limite r — oo, la métrica tiende a la métrica de
Minkowski en coordenadas esféricas:

lim ds* = *dt® — dr* — r*df* — r*sin® 0d¢?, (7.25)
r—00
lo que significa que a grandes distancias del cuerpo central, los efectos gravitacio-
nales desaparecen.

s Vacia: La solucion de Schwarzschild resuelve las ecuaciones de Einstein en el vacio

lo cual implica que no hay presencia de materia o energia en el dominio considerado
(r > 0). La fuente que genera el campo gravitacional estd contenida en r = 0,
interpretada como una masa puntual (o regién colapsada) con simetria esférica.

» Singularidad central y horizonte: Como se discutird en secciones siguientes,
presenta una singularidad fisica en » = 0 y una singularidad de coordenadas.

Estas propiedades son esenciales para entender el comportamiento del campo gravita-
cional generado por una masa puntual no cargada y no rotante, asi como para establecer
comparaciones con soluciones mas generales como Reissner—Nordstrom (con carga) o Kerr
(con momento angular).

Para concluir esta seccion, es importante mencionar un resultado fundamental de uni-
cidad dentro de la relatividad general: el Teorema de Birkhoff. que establece que:

Definicién 7.1. La unica solucion esféricamente simétrica a las ecuaciones de Einstein
en el vacio es la métrica de Schwarzschild.

Esto significa que cualquier distribuciéon de masa esféricamente simétrica, incluso si
es pulsante o dindmica (mientras se mantenga la simetria esférica), genera un campo
gravitatorio externo descrito por esta métrica.
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8. Estrellas y agujeros negros

Antes de sumergirnos la definicién de agujero negro, tenemos que entender qué hay
en el interior de una estrella normal.

Suponemos que una estrella nacié como consecuencia del colapso gravitatorio de una
nube gaseosa protoestelar. En este trabajo no estudiamos el mecanismo de formacion; de
eso se encarga la astrofisica. En un principio, debido al mecanismo de Kelvin, la contrac-
cién de la protoestrella convirtié la energia potencial en térmica, llegando a temperaturas
del orden de 107K en su interior. En ese momento, entraron en accién reacciones nuclea-
res. Podemos suponer que, en algtin punto a partir de ahi, la estrella adquirié condiciones
estacionarias y estaticas, por lo que las ecuaciones que rigen el comportamiento del inte-
rior de una estrella siguen los siguientes principios:

Equilibrio hidrostético (explicado a continuacién)

Balance energético

Ecuacion de transporte radiativo

Ecuaciéon de estado

Vamos a suponer también que una estrella normal esta formada por un gas perfecto y,
una vez alcanzado el equilibrio, la estructura interna de una estrella queda determinada
por la interaccion de varias fuerzas y procesos fisicos. En su nicleo, donde la temperatura
y la presion son extremadamente altas, ocurren las reacciones de fusién nuclear. Estas
reacciones convierten elementos ligeros, como el hidrégeno, en elementos méas pesados,
como el helio, liberando enormes cantidades de energia en forma de radiacion. Esta energia
es la que sostiene a la estrella contra el colapso gravitacional, en un estado de equilibrio
conocido como equilibrio hidrostatico.

La ecuacion de equilibrio hidrostatico describe cémo la presion interna del gas compensa
exactamente la atraccion gravitatoria que tiende a hacer colapsar a la estrella sobre si
misma. Si la gravedad fuera mayor que la presion, la estrella colapsaria; si fuera menor,
se expandiria.

Por otro lado, el balance energético garantiza que la energia generada en el nicleo (por
fusién) se transporte hacia las capas externas y, eventualmente, se irradie al espacio. Este
transporte de energia puede realizarse por radiacién o por conveccion, dependiendo de la
opacidad del material estelar.

La ecuacién de transporte radiativo se encarga de describir como fluye esta energia a
través del gas, teniendo en cuenta la absorcion y emision de fotones en el interior estelar.
En regiones donde la densidad y la temperatura permiten una mayor movilidad de fotones,
el transporte es predominantemente radiativo. En otras regiones, donde los fotones son
absorbidos y reemitidos muchas veces, el transporte convectivo puede dominar.

Finalmente, la ecuacién de estado relaciona la presion, la densidad y la temperatura
del gas que compone la estrella. En este modelo simplificado, asumimos que el gas se
comporta como un gas perfecto, es decir, obedece la ley de los gases ideales. Esto es una
buena aproximacién para la mayoria de las fases de la vida de una estrella, al menos
mientras domina el proceso de fusion nuclear.
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8.1. Enanas blancas

Una vez que una estrella ha agotado el hidrégeno de su nucleo, las reacciones de fusién
se detienen y el equilibrio hidrostatico se rompe. La gravedad comienza a dominar, y el
nucleo colapsa lentamente. El destino final de la estrella depende fundamentalmente de
su masa. En el caso de estrellas con masas comparables o ligeramente mayores que la del
Sol (menos de aproximadamente 8 masas solares), este proceso da lugar a la formacién
de una enana blanca.

A medida que la densidad en el niicleo aumenta, los electrones libres comienzan a ocu-
par niveles de energia cada vez mas altos. Llega un punto en el que no pueden acercarse
mas entre si debido al principio de exclusion de Pauli, que establece que dos fermio-
nes (como los electrones) no pueden ocupar el mismo estado cudntico. Esta resistencia al
colapso adicional se manifiesta como una presién interna llamada presién de degene-
racion electronica, también conocida como presiéon de Fermi. Esta presion, de origen
puramente cuantico, es la responsable de sostener la estrella contra un colapso gravita-
cional completo. Por esta razon, se dice que una enana blanca es una estrella degenerada
de electrones.

Durante su vida activa, la estrella ha convertido gran parte de su hidrégeno en elementos
mas pesados, como helio, carbono y oxigeno. Por lo tanto, las enanas blancas estan
formadas por ntcleos atémicos de estos elementos rodeados de un mar de electrones
degenerados. La composicién exacta depende de la masa y la historia evolutiva de la
estrella progenitora. En general, el nicleo suele estar compuesto por carbono y oxigeno,
aunque en algunos casos también puede ser de helio (para estrellas de muy baja masa) o
incluso de oxigeno y nedn.

Un aspecto crucial de estas estrellas es que no generan mas energia: su luminosidad
proviene del calor residual que lentamente irradian al espacio. Con el tiempo, se enfrian
y se tornan mas débiles, aunque este proceso puede tardar miles de millones de anos.

8.2. Estrellas de neutrones

Las estrellas de neutrones son uno de los objetos mas densos y extremos del universo.
Representan una de las posibles etapas finales en la evolucién estelar, cuando la masa
del nucleo colapsado de una estrella excede el limite de Chandrasekhar [22], pero no es
lo suficientemente grande como para formar un agujero negro.

Cuando una estrella masiva (con una masa inicial entre aproximadamente 8 y 25 veces
la masa del Sol) agota su combustible nuclear, ya no puede sostener el equilibrio hi-
drostatico frente a la gravedad. En una etapa final, la estrella experimenta una explosion
catastrofica conocida como supernova tipo II, en la que las capas externas de la estre-
lla son expulsadas violentamente al espacio. Lo que queda es el nicleo extremadamente
comprimido.

Durante el colapso gravitatorio, los electrones y protones del niicleo se combinan me-
diante el proceso de captura electronica:

pte —n+r,.

Este proceso genera una enorme cantidad de neutrones, y libera neutrinos que escapan
rapidamente. Como resultado, el nicleo queda compuesto principalmente por neutrones
y se convierte en lo que llamamos una estrella de neutrones.

Los neutrones, al igual que los electrones y protones, son fermiones, por lo que el
principio de exclusion de Pauli también se aplica a ellos. A densidades extraordinarias
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—del orden de 10*g/ cm?®, comparable a la densidad de un nicleo atémico—, aparece
una nueva forma de presion: la presion de degeneracion de neutrones. Esta presion
cuantica es la responsable de sostener a la estrella contra un colapso gravitacional atn
mayor.

Una estrella de neutrones tipica tiene una masa de entre 1.1 y 2.1 masas solares,
comprimida en un radio de apenas 10 a 12 kilémetros. Su campo gravitacional es tan
intenso que la curvatura del espacio-tiempo en su superficie es significativa. Su rotacion
puede ser extremadamente rapida, y en algunos casos forman objetos conocidos como
pulsares, que emiten pulsos peridédicos de radiacion electromagnética detectables desde
la Tierra.

Sin embargo, existe un limite también para la masa que puede soportar la presion de
degeneracion de neutrones. Si la masa del nicleo remanente tras el colapso supera un
cierto valor (conocido como el limite de Tolman—Oppenheimer—Volkoff, estimado
en alrededor de 2.1 a 2.3 masas solares), ni siquiera los neutrones pueden soportar dicho
colapso.

8.3. Agujeros negros

La nociéon de un objeto cuya gravedad es tan intensa que nada, ni siquiera la luz,
puede escapar de su interior, tiene raices conceptuales que se remontan al siglo XVIII.
En 1784, el naturalista britanico John Michell propuso la idea de una “estrella oscura” a
partir de consideraciones puramente newtonianas: si un cuerpo suficientemente masivo y
compacto tuviese una velocidad de escape superior a la de la luz, entonces la luz no podria
abandonarlo [23]. En 1796, Pierre-Simon Laplace retomé esta idea en su obra Exposition
du systeme du Monde, sugiriendo que tales objetos podrian existir en el universo.

Sin embargo, estas conjeturas tempranas carecian de una teoria gravitacional adecuada
que las fundamentara plenamente. El verdadero marco fisico que permite describir rigu-
rosamente los agujeros negros surgié mas de un siglo después, con la formulacion de la
teoria de la relatividad general por Albert Finstein en 1915.

Tan solo unos meses después de la publicacion de las ecuaciones de campo de Einstein,
como vimos, el fisico aleman Karl Schwarzschild encontré una solucién exacta al vacio de
dichas ecuaciones. Esta solucion introdujo el concepto del radio de Schwarzschild, definido
como

2GM

, (8.1)

Ts

que representa el horizonte de eventos de un agujero negro no cargado y sin rotacién.
Una frontera causal a partir de la cual ninguna informacién puede escapar al exterior.

Durante décadas, el significado fisico de la solucion de Schwarzschild fue motivo de
debate, ya que el comportamiento de la métrica en r = r4 parecia indicar una singularidad.
No fue sino hasta mediados del siglo XX que se entendi6 que esta era una singularidad de
coordenadas, resoluble mediante un cambio apropiado de sistema (como las coordenadas
de Kruskal-Szekeres las cuales definiremos luego).

El término agujero negro fue acunado por John Archibald Wheeler en 1967, en un
contexto donde ya se habian desarrollado soluciones mas generales, como la métrica
de Reissner—Nordstrém (para objetos cargados), Kerr (para objetos en rotacién), y
Kerr—Newman.

Con el tiempo, los agujeros negros pasaron de ser una curiosidad matemética a ad-
quirir relevancia fisica y observacional concreta. La detecciéon indirecta de estos objetos
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mediante rayos X en sistemas binarios, y mas recientemente las imdgenes del horizonte
de eventos (colaboracién EHT) y las ondas gravitacionales detectadas por LIGO y Virgo,
consolidaron su existencia como entidades astrofisicas reales.

Un agujero negro es una region del espacio-tiempo en la cual la gravedad es tan
intensa que nada, ni siquiera la luz, puede escapar de ella una vez que ha cruzado un
limite conocido como el horizonte de eventos [1]|. Tradicionalmente, los agujeros negros
se asocian con el colapso gravitacional de estrellas muy masivas, pero desde el punto de
vista tedrico, cualquier concentraciéon de masa-energia suficientemente compacta puede
formar un agujero negro.

Este objeto tan extremo surge de manera natural como una solucion a las ecuaciones
de la Relatividad General de Einstein, especificamente de la solucién encontrada por
Karl Schwarzschild en 1916 [2], tan solo semanas después de que Einstein publicara su
teoria. Esta solucién describe el campo gravitacional generado por una masa puntual
y esféricamente simétrica no cargada. Dentro de esta solucion aparece una singularidad
matematica en el radio (8.1) conocido como el radio de Schwarzschild. Si un objeto
es comprimido dentro de un radio inferior a rg, se convierte en un agujero negro [3].

8.3.1. Relacién con la relatividad general

Los agujeros negros son soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein.
Existen diversas clases segin sus propiedades:

s Soluciéon de Schwarzschild: Agujero negro estatico, no cargado y sin momento
angular.

= Soluciéon de Reissner—Nordstrom: Agujero negro con carga eléctrica pero sin
rotacion.

= Solucion de Kerr: Agujero negro en rotacion, sin carga.

= Solucion de Kerr—Newman: Agujero negro con carga y rotacién.

Estas soluciones comparten una caracteristica comtn: todas poseen una singularidad
central, donde la curvatura del espacio-tiempo se vuelve infinita, y un horizonte de
eventos, que actia como una superficie causal que separa el interior del exterior.

La Relatividad General predice que cerca de un agujero negro el tiempo se dilata
fuertemente.

8.3.2. Propiedades fisicas de los agujeros negros

» No-hair theorem: Un agujero negro, una vez formado, se describe completamente
por solo tres pardametros: masa (M), carga eléctrica () y momento angular (.J)

[10].

» Horizonte de eventos: Superficie que marca el punto de no retorno. Nada puede
escapar una vez que ha cruzado este limite.

» Singularidad: Region donde la densidad y la curvatura del espacio-tiempo tienden
a infinito. Se cree que una teoria cudntica de la gravedad podria describir estas
regiones adecuadamente.
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= Area del horizonte y entropia: Jacob Bekenstein propuso que un agujero negro
tiene entropia proporcional al drea de su horizonte [11]. Stephen Hawking demostrd
que, debido a efectos cudnticos, los agujeros negros emiten radiacién térmica [12],
lo que implica que pueden evaporarse.

= Ondas gravitacionales: La fusiéon de agujeros negros genera perturbaciones en
el espacio-tiempo detectables mediante interferometria laser, como fue evidenciado
por LIGO en 2015 [7].

8.3.3. Tipos de agujeros negros

= Agujeros negros estelares: Resultantes del colapso de estrellas masivas. Tienen
masas entre unas pocas y decenas de veces la masa del Sol.

= Agujeros negros supermasivos: Se encuentran en el centro de la mayoria de las
galaxias, con masas de millones a miles de millones de masas solares. El agujero
negro en el centro de la Via Lactea, Sagitario A*, es uno de los mas estudiados [8].

= Agujeros negros de masa intermedia: Hipotéticos objetos cuya masa esta entre
las 100 y 10,000 masas solares.

= Agujeros negros primordiales: Propuestos como posibles objetos formados du-
rante el universo temprano a partir de fluctuaciones de densidad extremas.

8.3.4. Importancia en la fisica moderna

Los agujeros negros son una encrucijada entre tres de los pilares fundamentales de la
fisica moderna: la relatividad general, la termodindmica y la mecanica cuantica. Estas
entidades césmicas proporcionan un laboratorio natural donde los efectos de la gravedad
extrema, las altas temperaturas y las interacciones cuanticas se hacen mas evidentes. Son
clave en el estudio de la gravedad cudntica, una disciplina que busca unificar la relatividad
general con la mecénica cuantica, dos teorias que describen fenémenos en escalas muy
diferentes pero que, hasta ahora, no han sido reconciliadas completamente.

Uno de los problemas mas fascinantes que plantea el estudio de los agujeros negros es
la paradoja de la informacion. Esta paradoja surge del hecho de que, segun la relatividad
general, cualquier cosa que cruce el horizonte de eventos de un agujero negro, incluyendo
informacion, no puede salir. Sin embargo, la mecanica cuantica estipula que la informacion
no puede perderse, lo que genera un conflicto fundamental entre estas dos teorias. La
resolucién de esta paradoja es uno de los desafios més importantes de la fisica moderna
y se encuentra en el centro de los estudios sobre la gravedad cuantica.

A través de los agujeros negros, los cientificos también han podido explorar conceptos
profundos de la termodindmica, como la entropia y la temperatura. En 1974, el fisico
Stephen Hawking propuso que los agujeros negros no son completamente negros, sino que
emiten radiacién debido a efectos cuanticos cerca del horizonte de eventos, un fenémeno
conocido como la radiacion de Hawking [?]. Este descubrimiento uni6 la relatividad gene-
ral con la mecédnica cuantica y abrié nuevas posibilidades para entender la termodinamica
de los agujeros negros, llevando a la formulaciéon de una termodinamica de agujeros
negros en la que los agujeros negros tienen una temperatura y una entropia asociada, lo
que implica que tienen una vida finita, aunque extremadamente larga.
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Ademas de estos desarrollos tedricos, los agujeros negros también han tenido un papel
crucial en la fisica observacional. En los iltimos anos, la deteccién de ondas gravitacionales
por los detectores LIGO y Virgo ha confirmado la existencia de agujeros negros binarios y
ha proporcionado un nuevo método para estudiar el universo. Las ondas gravitacionales
detectadas corresponden a colisiones de agujeros negros, un fenémeno que no podria
explicarse sin la relatividad general. Estas detecciones han sido una de las confirmaciones
mas directas de la existencia de agujeros negros y han permitido a los astrofisicos obtener
informacién sobre sus propiedades con una precisién sin precedentes [7].

Otro hito importante en la historia de los agujeros negros fue la captura en 2019 de la
primera imagen directa del photon ring que representa la sombra del agujero negro. Este
logro histérico fue posible gracias al telescopio Event Horizon Telescope (EHT), que utilizé
una red de radiotelescopios distribuidos globalmente para capturar la imagen del agujero
negro supermasivo en el centro de la galaxia M87. La imagen proporcioné la primera
evidencia visual directa de un agujero negro y su horizonte de eventos, confirmando
muchas de las predicciones tedricas de la relatividad general [§].

Estudiar los agujeros negros no solo nos permite explorar los confines del universo, sino
también los fundamentos més profundos de la realidad fisica misma. La manera en que los
agujeros negros interactian con la materia, la energia y el espacio-tiempo nos desafia a
revisar nuestras concepciones mas fundamentales de la naturaleza, y abre nuevas fronteras
para la fisica tedrica y experimental.

Figura 9: Fotografia de la sombra del primer agujero negro en 2019 .[24]

En las siguientes secciones, estudiaremos en un principio la solucién de Schwarzschild
y luego estudiaremos la solucion de Kerr para trabajar con agujeros negros rotantes sin
carga eléctrica.

8.3.5. Definiciones formales

Definicién 8.1. Una curva causal en un espacio-tiempo (M, g,) es una curva cuya
tangente en cada punto es un vector causal, es decir, de tipo tiempo o nulo (luz). Por lo
tanto, nunca es de tipo espacio.

Definicién 8.2. Un espacio-tiempo (M, g,,) es tiempo-orientable si existe un campo
vectorial continuo V* definido en todo M, tal que en cada punto V* es de tipo tiempo.
Este campo permite distinguir de manera consistente una direccion temporal futura en
todo el espacio-tiempo.
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Definicién 8.3. Sea (M, g,,) un espacio-tiempo tiempo-orientable. El futuro causal de
un punto p € M, denotado por J*(p), es el conjunto de todos los puntos g € M tales que
existe una curva causal futura que conecta p con q:

JT(p) ={q € M |3 una curva causal dirigida al futuro desde p hasta q}.

Definicién 8.4. Andlogamente, el pasado causal de un puntop € M, denotado por J~ (p),
es el conjunto de todos los puntos ¢ € M desde los cuales existe una curva causal futura
(es decir, dirigida hacia adelante en el tiempo) que termina en p:

J(p) ={q € M | 3 una curva causal dirigida al futuro desde q hasta p}.

Definicién 8.5. Sea (M, g,.) un espacio-tiempo asintoticamente plano. El futuro nulo
infinito, denotado por I+, es la parte de la frontera conforme del espacio-tiempo que
representa los puntos-limite a los que llegan las geodésicas nulas futuras (rayos de
luz) que escapan al infinito.

Definicién 8.6. El pasado nulo infinito, denotado por Z~, es la parte de la frontera
conforme del espacio-tiempo que representa los puntos-limite desde los cuales provienen
las geodésicas nulas pasadas, es decir, los rayos de luz que llegan desde el infinito en el
pasado.

Q

inaccessible to Q

causal diamond inaccessible

inaccessible to P

P

Figura 10:
Conos de luz mostrando regiones de tipo tiempo, tipo espacio y tipo luz.

Definicién 8.7. Consideremos un espacio-tiempo donde todas las geodésicas nulas (tra-
yectorias tipo luz) comienzan en una region I~ y terminan en ZT. Entonces, un espacio
tiempo (M, g,,) se dice que contiene un agujero megro si M no estd contenido en
J~(Z"). Es decir, existe una region donde las geodésicas no nulas pueden alcanzar el
futuro asintoticamente plano del espacio-tiempo o bien, que existe una region de M que
esta causalmente desconectado del futuro global.

B=M-—J (IT")#0.

Donde B es la region del agujero negro y

H=J (IHNM,

es el horizonte de eventos
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Un hecho interesante de esta definicion es que no esta limitada a la gravedad de Einstein
y puede aplicarse siempre y cuando esté definido J~(Z1).

Un agujero negro es una region del espacio-tiempo que puede describirse mediante una
métrica particular, como la de Schwarzschild o Kerr. Lo peculiar de esta regién es que su
interior estd causalmente desconectada del exterior: ningin evento que ocurra dentro del
agujero puede influir en la region fuera de él. El horizonte de eventos es la superficie limite
que separa esta region del resto del espacio-tiempo; méas alld de este horizonte, ninguna
senal ni particula puede escapar. Dentro del agujero negro, los eventos estan causalmente
determinados por eventos pasados, pero estos no pueden afectar al exterior.

9. Agujero negro de Schwarzschild

En este capitulo nos centraremos en las caracteristicas principales que tienen los aguje-
ros negros de Schwarzschild. Como vimos en el capitulo de relatividad general, la métrica
de Schwarzschild adopta la forma:

2GM

c2r

_2GM

ds® = (1 —
s c( =

Ydt? — (1 Y rdr? — r2d6? — r?sin® 0dp*.

Introducimos el radio de Schwarzschild para poder escribir la métrica de forma més
compacta:

2G M
rs = 2 5 (91)
con lo cual la métrica se reescribe como:
1
ds? = (1 - T—) Rdt? — (1 - 1) dr? — r2df? — 12 sin® 0dg?. (9.2)
r r

9.1. Analisis de las singularidades

Observamos que los coeficientes métricos presentan comportamientos especiales para
dos valores de 7:

= En r =r,, tenemos g;; — 0y g, — 00.
= En r =0, tenemos que g;; — oo y las demés tienden a cero.
Para discernir si se trata de verdaderas singularidades fisicas o consecuencias de la
eleccion del sistema de coordenadas, analizamos los invariantes del tensor de curvatura.
9.1.1. Singularidad fisica en r =0

Definimos el escalar de Kretschmann como

48G? M*?
K - RMVpURMVPU - W (93)
Y en el limite
, 48G? M*?
lZmr_mW = OQ.
Este invariante diverge cuando » — 0, lo cual confirma que en r = 0 existe una

singularidad fisica del espacio-tiempo.
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9.1.2. Singularidad de coordenadas en r = r,

En r = r,, el escalar de Kretschmann permanece finito:

3c8
4G2M?
Como se explico anteriormente, el horizonte de eventos es una superficie de tipo

nulo que actia como una frontera causal: ningiin evento ocurrido dentro de esta regién
puede influir en eventos del exterior. Para la solucién de Schwarzschild, se localiza en:

K(rs) = (9.4)

2GM
o (9.5)
c

Con este andlisis, vemos que el escalar de Kretschmann es manifestantemente regular
para r = rg y que Unicamente diverge cuando r — 0. Como dijimos, en r = 0 existe
una singularidad intrinseca del propio espacio-tiempo y ninguna eleccién alternativa de
coordenadas puede hacerla desaparecer, tratandose asi de una singularidad fisica donde
la curvatura es infinita. No podemos asegurar lo mismo para r = r, por lo que, una alter-
nativa, es buscar un nuevo sistema coordenado que nos permita deshacernos el comporta-
miento divergente que presentan las coordenadas esféricas en la métrica de Schwarzschild

cuando r = r,. Para esto, introduciremos las coordenadas de Kruskal-Szekeres.

r=rs=

9.2. Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Vimos anteriormente que la solucién de Schwarzschild se deberia comportar bien cuan-
do r = rs y que, para estudiar mas alla de la singularidad que tenemos en ese sistema
coordenado, debemos realizar una transformaciéon de coordenadas a un sistema que re-
sulte mas conveniente. La carta que hemos planteado fue la adecuada para trabajar en
la regién de campo débil pero cuando queremos explorar el horizonte de eventos no tene-
mos un buen comportamiento. Si nos paramos sobre el radio de Schwarzschild, las tnicas
particulas que pueden existir sobre esa superficie son particulas tipo luz.

t
physical ¢ -, AN

. - . . horizon
singularity \ ~ /
\ .

N
Y N
v
\ ~
v L
N . .
. . N -,
v N ' . -,
s [ ] N ’
S \ i
. |
N \
~ L] i~
P
i PN
[N
'

. .

. v I
. 1 ]
,

,

}

1

N AN
N PN
FEERN , .
. ; S,
’ N
.
i 4
S H AN s
. ! N
I 1
: i

Is

’ .

. .

’ .
\

Figura 11: Comportamiento de conos de luz que atraviesan la singularidad

En 1960 Kruskal y Szekeres propusieron una carta libre de esos problemas. El cambio
de coordenadas afecta a t y a r exclusivamente sin afectar a las coordenadas angulares.
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El objetivo es que las nuevas coordenadas u,v permitan escribir el sector t — r de la
geometria en una forma conformemente plana. El cambio de coordenadas es:
Sir>r,

T, T 1 ct
u = —|— —1|Ze?s cosh —,
2 ry 27,
Ts, T 1o
v=—|— —1|ze2s sinh —,
2 rg 27,
Sir<rg:
Ts, T 1, oc
u = —=|— —1]ze?s sinh —,
2°r rs
Ts, T 1 r ct
v=—=|— —1|2e2s cosh —,
2 ry 27,

La transformacién de coordenadas es singular en el radio de Schwarzschild. Para en-
tender las nuevas coordenadas, veremos como se ven las lineas coordenadas para t = cte
y r = cte en el plano (v, u).

t

r 1 T C
5 |7”_s — 1]2e?% cosh 2—705)2,

s r_ . t
W ? = (%‘7% _ 1’%6%5 Slnh;—rs)Q —(

T's

s r o ct ct
u? —v? = (%)2(\75 — 1|e™s [sinh? T cosh? 2—%],

2

2 o  Tg T

.
u® —ov*==2|— —1lews.
4 r

Las lineas r = cte son hipérbolas en el plano (u, v) y el horizonte de eventos corresponde
a las asintotas de la hipérbola en r = r,.
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Lineas de r = cte en coordenadas de Kruskal-Szekeres

10.0
7.5 1
5.0 A
>3 r=05
— r=20.9
— r=11
0.0 4 r=2
r=3
— r=5
-2.5 1 === Horizonte (u = v)
_5.0 .
_7.5 -
-10.0 A

100 -75 50 -25 00 2.5 5.0 7.5 10.0
Figura 12: Grafica de r constante

A partir de las expresiones de cambio de coordenadas para r > r,:
1/2
T r ct
u=———1 e?s cosh [ — | .
2 (rs ) (27“3>
1/2
s o t
v:r— 1—1 e2rs sinh s .
2 Ts 2’/“5

Podemos obtener una relacién entre u y v para t = cte dividiendo ambas expresiones:

sinh(ff)

Ts

=
»

Este resultado describe una familia de lineas rectas en el plano (u,v) que pasan por
el origen con pendiente determinada por el valor de ¢. En el limite ¢ — oo, la pendiente
se aproxima a 1, es decir, a la linea u = v, correspondiente al horizonte de eventos.
Anélogamente, para t — —oo, se tiene v = —u, correspondiente a la otra rama del

horizonte.

Podemos escribir el intervalo en funcion de las coordenadas de Kruskal-Szekeres:
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4 3 T
ds? = — 5 e~ (df? + dF?) + r2d0? + r¥sin® Ode?. (9.6)

r
Donde:
( /2 t
(L—1> e%sinh(c), Sir > r,
i’_ Ts 27“5
= /2 ct
<1—1> e%cosh< ), sir <rs.
(\7* 27,
( 1/2 ct
(TL — 1> e?rs cosh ) , sir >,
A s 27,
- /2 t
(i—l) e%sinh(c), sir <r,.
. 27,

La solucién de Schwazschild en las coordenadas de Kruskal-Szekeres incluye también un
agujero blanco y un universo paralelo, los cuales no estan presentes en el espacio-tiempo
de Schwarzschild con las coordenadas de Schwarzschild que tomamos al principio. Este
tema no se abordara en este trabajo.

Acéa podemos ver el comportamiento que tiene el espacio-tiempo tanto antes de cruzar
la singularidad r» > r¢ como para radios r < r;

2GM

=

o

8]
r =const = t =const

2GM 2GM

= : ==

o 2

t = 400 .

Figura 13: Diagrama del espacio-tiempo en un agujero negro de Schwarzschild bajo la
métrica de Kruskal-Szekeres.

Vemos que bajo esta transformacién de coordenadas podemos entender el comporta-
miento de los conos de luz al atravesar r = ry y vemos que estos van rotando apuntando
en la direccién de r. Entendemos porque una vez atravesado este punto, ni siquiera la luz
puede escapar del agujero negro.

9.3. Conservaciéon de la energia y el momento angular

Queremos estudiar que magnitudes se conservan para, posteriormente hacer un anélisis
del potencial efectivo, la estabilidad de las soluciones y luego estudiar el movimiento de
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una particula de prueba alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. Como ya vimos,

el lagrangiano es
L = —m\/—guari’.

Si utilizamos la métrica de Schwarzschild con f(r) =1—r,/ry g(r) = f(r)~! entonces

L = —m\/fi2 — 2 - r2q52.
Para simplificar las operaciones y, sin perdida de generalidad usaremos la accién afin

y estudiaremos el movimiento de la particula en el plano ecuatorial (6 = 7/2) por lo que
nuestro lagrangiano adopta la siguiente forma *

1 . .
L= im(—cht2 + gir? +r?p?). (9.7)

9.3.1. Conservaciéon de la Energia

Aplicando las ecuaciénes de Euler-Lagrange sobre ¢, veremos que el resultado es inde-
pendiente del tiempo por lo que la energia del sistema se conserva.

d oL oL
d\oi ot
d .
5(—7710 ft)y=0.

Si tratamos un cuerpo de masa unitaria

%(—CQf(r)t') = cte.
t= 2 f(r) (9.8)
Vemos que el momento conjugado
b= 00 = 20
D= E_ —cft. (9.9)

c

9.3.2. Conservaciéon del momento angular

Vemos también que el lagrangiano no depende de la coordenada ¢ por lo que el momento
angular en esa direccién (L) se conserva.

9Lo més comtn es adoptar la notacién de - como derivada de una variable con respecto al tiempo

coordenado, pero también podemos derivar respecto al tiempo propio 7 o respecto a un parametro afin
A

78



== (9.10)

9.3.3. Potencial efectivo

En el contexto de dindmica orbital, el potencial efectivo es una herramienta que nos
permite analizar orbitas estables e inestables alrededor de un cuerpo central. Este objeto
puede ser un planeta (como en mecénica cldsica) o un agujero negro. También nos per-
mite estudiar las trayectorias de luz, determinar orbitas circulares estables e inestables
y analizar cuando una particula cae hacia el horizonte de eventos. Esta herramienta nos
serd util para poder simplificar nuestro problema y estudiarlo de forma gréfica.

Considerando las ecuaciones de conservacién previas:

FE L
2 2 .2 2,4zy\2 2
—fC (W> —I—gr +7r (ﬁ) = —kc ,
L? E?
2 z _ 2
qre + ﬁ W —kc
Multiplicando por %
1., re, L E? 1 r
Zy 1— Y22 2 — _2(1 — kA2
2r ( r )2r2 2¢2 2( r ke

57 = L (9.11)

Donde
GyM . L? GNMLE

z

212 c2r3 7

Verr = —k

para particulas masivas nos queda

con
GyM | L2 GyML2

z

r 212 c2rs
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1e16 Potencial efectivo alrededor de un agujero negro
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Figura 14: Potencial efectivo para una particula masiva en funcién del radio.

El V.s¢ graficado nos indica el potencial percibido por una particula con masa que
orbita un agujero negro de Schwarzschild. Podemos ver al potencial efectivo como una
combinacion de tres efectos:

Veff =Vy+V,+ Vg,

donde Vi es el potencial Newtoniano cldsico, V;, es el potencial centrifugo (debido al
momento angular del cuerpo que érbita) y Vz es el potencial relativista inducido por la
métrica de Schwarzschild. Como vemos, la correccion relativista resulta ser un potencial
atractivo, cualquier particula masiva o de prueba caera mas facilmente al agujero negro.

Un minimo en este grafico se corresponde a una érbita circular estable mientras que
un maximo corresponde a una Orbita circular inestable. Cualquiera sea la perturbacién
en estas Orbitas, el objeto caerd hacia el agujero negro.

Vemos que a medida que nos acercamos a radios mas pequenos r — 0, el potencial cae
rapidamente. Esto indica que nada puede resistir la atraccion; efectivo que vemos cuando
nos acercamos al horizonte de eventos.

9.4. Movimiento en la métrica

Como se ha discutido anteriormente, la relatividad general describe las érbitas en el
espacio-tiempo no como el resultado de fuerzas externas, sino como trayectorias determi-
nadas por la curvatura del espacio-tiempo, conocidas como geodésicas. Cualquier objeto
que se desplace a lo largo de una geodésica seguird esta curvatura, lo que da lugar a una
fuerza gravitacional aparente que obliga al objeto a mantener una drbita.

La nocion de curvatura del espacio-tiempo es conceptualmente compleja, en gran parte
porque escapa a nuestra capacidad intuitiva de imaginar o visualizar tal fenémeno en
términos cotidianos.
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En esta seccién, analizaremos el comportamiento de particulas de prueba en una métri-
ca dada. Para ello, partiremos de la ecuacion geodésica, utilizando como parametro afin
el tiempo propio.

2 v
d=zt i dx E _o.
dr? Yo dr dr

Consideramos la métrica de Schwarzschild en el plano ecuatorial (6 = 7):

—1
ds® = — (1 — 2GM> Adt? + (1 — ZGM) dr? + r*de?,

c2r c2r
tomamos ;1 = r y como ya vimos, los simbolos de Christoffel no nulos para la coordenada
radial son:
i+ Ty f% + T7, 02 4+ T,67 = 0.

Los simbolos de Christoffel relevantes son:

F;t:G_M(1_2GM)a

r? cAr
o GM
o er(r — 2GM /)’
, 2GM
F¢¢:—7’<1— 2, >
i E
Se- =y
. L.
?=n
dr GME® GM dr\* L[ _2GM
dr2 A2 (1 — QCGT]TW) cr(r—2GM/c?) \dr r3 c2r )’
Partimos del cambio de variable:
1
u(@) = —=.
(o)
Y de la conservacion del momento angular:
dp L. 2
—=—=1L
dr  r? 2
por la regla de la cadena, la derivada temporal de r es:
dr _dr do_( Ldu) o du
dr do dr u? do do
Luego, 7 es
ﬂ:i ﬁ :_in d_u :_LZ@.@:_[@U?OF_U’
dr?  dr \dr dr \ d¢ d¢? dr d¢?
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la ecuacién geodésica radial resulta

d*r B GME?
dr? o2 (1 - 25M)

d*r

dr?

GME?

L2
W(l__

Usamos r = 1/u, y escribimos cada término en funcién de u:

LA
GM E?u?

A2 (1 _ 2G_M)

c2r
L? ] 2GM
r3 c2r

Sustituimos todo en la ecuacién:

d?u GM E?u?

2. 2 _
LM =

()
Multiplicamos por —3— para despejar

d*u GME?

d¢p?

d¢2 - A2 (1 _ 2GMu

c2

Ahora usamos la expansion en campo débil:

entonces:

)_u(l_

- )

) = L2u® (1—

+ L2? (1 —

2GMu

2GMu

2GMu

v GM . 2GMu 1
- = —Uu
A2~ L2 2
v GM 2G*M?*u 2GMu?
dg? ~ 12 2z
Pu _GM (2P 2GM
— 4 u= u U
do? L? 2L? c

El término dominante de la correccion relativista es el cuadratico en u, y se puede

resumir como:

d*u
i

GM
L2

3GM

c2

u-.

(9.12)

Vemos que la diferencia clave entre la ecuacién de la orbita relativista y la érbita

3GM

Newtoniana clasica es el término C—2u2. Este término es el responsable de la precesion
del perihelio de mercurio, la existencia de 6rbitas inestables cerca del horizonte de eventos
y la apariciéon de la fotosfera en r = 3r;.
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Orbita relativista vs newtoniana

—— Orbita relativista
——- Orbita newtoniana
Masa central

20 A

10 ~

—-10 A

Figura 15: Diferencia entre 6rbitas newtonianas clasicas y relativistas.

Como vemos, el movimiento de una particula de prueba es severamente afectado en
presencia de un objeto muy masivo. La estructura del espacio-tiempo (inducida por la
métrica) no se comporta igual que en el caso newtoniano o el minkowskiano. Las tra-
yectorias circulares seguidas por nuestra particula tienen comportamientos anomalos que
el enfoque cldsico no puede explicar. Si bien partimos de la ecuaciéon geodésica, para
simplificar los calculos realizamos una aproximacién en campo débil. Esto es valido para
regiones exteriores al agujero negro (% < 1). En el apéndice se llega al mismo resultado
a partir del lagrangiano.

9.5. Dilataciéon temporal y tiempo propio
La relacién entre la coordenada temporal de la métrica (t) y el tiempo propio de

observador (7)

2GM

c2r

2GM

c2r

ds® = c*(1 — Ydt? — (1 — Y rdr? — r?d6? — r*sin? Odg?.

Como el observador se encuentra reposo respecto a si mismo = dr = df = d¢ = 0.
2GM

c2r

ds? = (1 — )dt? = (1 — %)&dt?

Recordando la equivalencia de tiempo propio mencionada en el capitulo de relatividad
especial (5.26)
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dr? = (1 — =2)dt?

= (1- =)t
rs

dr = /(1 — =2)dt. (9.13)
T

Un reloj en un campo gravitatorio mas intenso (préximo a r,) avanza mas lento com-
parado con un reloj alejado del dicho campo. Es importante aclarar que, si una persona
se acercara al horizonte de eventos de un agujero negro, no percibiria ningin cambio en
el ritmo de su reloj; su tiempo propio seguiria fluyendo normalmente. Esta comparacion
de tiempos solo tiene sentido desde el punto de vista de un observador externo, que mide
que el reloj cercano al agujero negro transcurre més lentamente debido a la dilatacion
temporal ocasionada por el campo gravitatorio. Analicemos en detalle la percepcién tem-
poral de un observador que esta en el infinito respecto a uno que esta muy préximo a
nuestro agujero negro.

Partiendo de la ecuacién de momento conjugado p; (9.9)

E E d E d
dt=——dr=—— L=
Af 2f dr Acfor
Como vimos, podemos expresar el potencial efectivo como
1., E?—k
—_ = — e ,
2 22 1
luego
I c
P 4 2
\/E2 — ket —2V2,
Si reemplazamos esa ecuacién aca:
E d
dt = —— 2
Acfr
1 F d
dt = —=—— L
cl—1==

4.
r E2_C4+7".s;rc

La cual describe el movimiento de una particula con masa cayendo sobre un objeto
masivo sin momento angular. Al integrar obtenemos el tiempo que le toma a la particula,
respecto a un observador distante, moverse entre ry y ro (r; < rg)

1 [ B
At =" / dr . (9.14)

N
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Comportamiento del integrando para At en métrica de Schwarzschild

— Integrando de At
3.4¢

3.21

3.0r

At

2.81

2.6

2.4}F

2.2F

Figura 16: Tiempo relativo medido por un observador distante.

Como vemos, el tiempo medido por un observador que se encuentra infinitamente ale-
jado de la particula masiva que se mueve de un radio r; a uno ry crece exponencialmente.
En particular cuando » — 7, el intervalo de tiempo At tiende a infinito. Es decir, a la
particula, para un observador distante le toma un tiempo infinito alcanzar la coordenada
radial r = ry.

Aunque esto sea lo que percibe un observador muy lejano, para el otro su realidad es
completamente distinta. Su reloj propio no se ve alterado por el campo gravitacional.

9.6. Inversion de la coordenada espacial y temporal en coorde-
nadas de Schwarzschild

Si partimos de la ecuacion (9.2), la solucién de Schwarzschild (en unidades geométricas
G = ¢ =1) esta dada por la métrica:

~1
ds® = (1 — %> dt® — (1 — %) dr? — r2d6? — r*sin? 0 d¢°.
r r

Obsérvese los factores delante de dt? y dr?:

oM oM\
gu=(1-"=),  gn=—(1-"4%) .
T T

s Para r > 2M (region exterior) se tiene 1 — 2M /r > 0, por lo que g;; > 0y g, <O0.
En consecuencia la coordenada t es temporal y r es espacial.

» Para r < 2M (interior del horizonte) se tiene 1 — 2M/r < 0, de modo que gy < 0
y g > 0. Es decir, las senales del signo cambian: 0; pasa a ser espacial y 0, pasa
a ser temporal.

El cambio de signo en las componentes métricas de Schwarzschild implica que, dentro
del horizonte, las direcciones que aumentan r y las que aumentan t ya no tienen la misma
naturaleza que fuera del horizonte. Fuera de este, las trayectorias fisicas tienen la libertad
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de moverse a través de la coordenada radial, mientras que dentro de él, r se comporta
como una coordenada temporal; toda particula o senal avanza hacia valores decrecientes
de r. Dentro del horizonte, no existe trayectoria causal que aumente la coordenada radial,
el movimiento hacia la singularidad (r = 0) es inevitable como se vié en los diagramas
de Penrose-Carter. Esto nos lleva a la conclusién que no existen observadores estaticos
dentro del horizonte.

9.7. Diagramas de Penrose-Carter

Los diagramas de Penrose—Carter son representaciones bidimensionales del espacio-
tiempo que permiten analizar su estructura global y causal. En estos diagramas, cada
punto corresponde a una superficie esférica de dos dimensiones. Se construyen mediante
una transformacién conforme!® que compactifica el espacio-tiempo infinito en una regién
finita y bidimensional. En estos diagramas el eje vertical serd una coordenada temporal
conforme (una combinacién de 7'y R) mientrés que el eje horizontal serd una coordenada
espacial conforme.

9.7.1. Diagramas de Penrose-Carter para un agujero negro de Schwarzschild

i r=0,04+V=-n/2

Figura 17: Diagrama de Penrose para la extensiéon maxima del espacio-tiempo de Sch-
warzschild (Kruskal Szekeres) [21]

La regién I del diagrama de Penrose-Carter del agujero negro de Schwarzschild corres-
ponde al exterior del agujero negro, es decir, a nuestro universo. Si un observador en esta
regién emite un rayo de luz en el presente, su cono de luz (representado con trayecto-
rias nulas a 45° en el diagrama conforme) puede extenderse tanto hacia el agujero negro
(regién II) como hacia el futuro infinito nulo .#*. La linea punteada celeste representa

10A] ser conforme, la transformacién preserva los angulos y, por ende, la estructura causal.
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trayectorias tipo tiempo (v < ¢) mientras que las lineas punteadas color rojo representan
trayectoria tipo espacio v > c.

En la regiéon IT del diagrama esta representado el agujero negro de Schwarzschild. La
frontera que separa la regién I de la IT es el horizonte de eventos que, en el caso de este
agujero negro, se encuentra a una distancia r = 2M/c? o, en unidades naturales (como
estd en este diagrama) r = 2M. La linea dentada superior representa la singularidad del
agujero negro de Schwarzschild (y es una curva tipo espacio). Toda particula o rayo de
luz que cruza el horizonte tiene un futuro inevitablemente dirigido hacia la singularidad
r=0.

La regién III al igual que la regién IV surgen de la extension del espacio-tiempo de
Schwarzschild. La regién ITI corresponde a otro universo. La separacion entre [ y I11 esta
dada por una frontera causal tipo luz. Como vimos con la region I, cualquier rayo de la
regién III puede cruzar el horizonte de eventos o escapar hacia el futuro infinito .#* de
su propia regién. No existe comunicacion causal entre regiéon I y regién III en el futuro.
Ninguna geodésica nula o temporal puede ir de una a otra.

La region IV del diagrama corresponde al interior de un agujero blanco, que es la ima-
gen temporal inversa de un agujero negro. Al igual que la regién II surge de la extension
maximal del espacio-tiempo de Schwarzschild, pero con una diferencia fundamental: en
la regién II la singularidad (r = 0) estd en el futuro, mientras que en la regién IV la
singularidad (r = 0) se encuentra en el pasado. Es decir, todas las geodésicas dentro de
esta region emergen de la singularidad. Las lineas diagonales a 45° que separan la region
IV de las regiones I y III corresponden a los horizontes pasados del agujero blanco, a
través de los cuales las particulas y senales pueden salir hacia los universos exteriores.
Sin embargo, ninguna particula o senal puede entrar desde las regiones I o III hacia la
region IV: esto estd prohibido por la estructura causal del espacio-tiempo. La regién IV
actia como una fuente de materia y radiacién, mientras que la regién II actiia como un
sumidero. Desde la region IV, una particula puede cruzar el horizonte y escapar hacia
el infinito futuro .#* de la regién I o de la regién III. Aunque el agujero blanco forma
parte de la solucién matemética maximalmente extendida de Schwarzschild (simétrica en
el tiempo), se considera que no es fisicamente realista, ya que requeriria una singularidad
en el pasado y es inestable ante pequenas perturbaciones. En la practica, cuando una
estrella colapsa solo se forma la regién II (agujero negro), pero no la regién IV.

10. Agujero negro de Kerr

Un agujero negro de Kerr es un tipo de agujero negro en rotacion, descrito por la métrica
de Kerr en la relatividad general. A diferencia del agujero negro de Schwarzschild, que
no tiene rotacion, este posee momento angular J , induciendo caracteristicas geométricas
y fisicas adicionales en el espacio-tiempo.

Este tipo de agujero negro no es isétropo y esta delimitado por dos regiones fundamen-
tales: el horizonte de eventos y la ergosfera!l. La ergosfera permite fenémenos energéticos
unicos, como el proceso de Penrose, que no ocurren en agujeros negros no rotantes.

Una de las principales diferencias respecto al caso de Schwarzschild es la presencia de
esta ergosfera, donde la luz puede escapar en determinadas condiciones, y los fotones

1.5 ergosfera es la regién exterior inmediata al horizonte de eventos de un agujero negro en rotacion.
En ella, el campo gravitacional arrastra el espacio-tiempo, forzando a cualquier objeto a girar en la
misma direccién que el agujero negro.
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pueden adquirir grandes cantidades de energia debido a la rotacion del espacio-tiempo.
Debido a la conservacién del momento angular, la geometria del espacio-tiempo se de-
forma en un elipsoide, dentro del cual se encuentra un tnico horizonte de eventos. En
el centro, la singularidad adopta una forma anular, resultado directo de la rotacion del
agujero negro.

10.1. Formaciéon

Un agujero negro de Kerr se forma por el colapso gravitacional de una estrella masiva
en rotaciéon o por el colapso de una coleccién de estrellas o gas con un momento angular
total distinto de cero. Como la mayoria de las estrellas rotan, se espera que la mayor
parte de los agujeros negros sean rotantes.

El agujero negro del que presentamos una fotografia en este trabajo, como dijimos, es
un agujero negro supermasivo que se encuentra en el centro de la galaxia M87 y se trata
de un agujero negro rotante.

10.2. Caracteristicas geométricas

El espacio-tiempo de Kerr es una variedad pseudoriemanniana donde se verifican las
ecuaciones de campo de Einstein cuya métrica en coordenadas de Boyer-Lindquist esta
dada por [16, 20, 17]:

2GM 4aG M sin®
ds? — —(1— ¢ T) 2app — 2aGMrsincf

2y cA3Y

) 242G M7 sin? 6 (10.1)
+ Zdrr +2d0* + [ r* +a® + sin? 0 dg?.
A Y
Donde
a2
Y =rl+ —200529,
c
A=r?— 2G]2\47“ a—z.

c c

= M representa la masa del objeto masivo en rotacion

» @ es la relacién de rotacion respecto a la masa J/M

Vemos que cuando a =0
Y =r?
2GMr

c2

A =72 —

Y

por lo que la métrica recupera la forma de Schwarzschild cuando no hay rotacion.

1
ds? = — (1 - QGM) Adt® + <1 — 2GM> dr? 4+ r2d6? + r? sin? 0 do>.

c2r cr

Vemos que la métrica de Kerr es estacionaria ya que es independiente del tiempo y
axisimétrica ya que no depende ¢ (coordenada azimutal).
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Sin embargo, no es estatica ya que tiene una componente cruzada dtd¢ # 0 por lo que
la componente del tensor métrico g,y = g4t # 0. Esta mezcla entre tiempo y dngulo refleja
el fenémeno de frame dragging caracteristico de los agujeros negros en rotaciéon (como
veremos luego).

Hay dos anélisis interesantes que pueden hacerse sobre las componentes de la métrica.
Uno ocurre cuando A = 0 y el otro analisis corresponde a cuando la coordenada temporal
g = 0 que sucede cuando ng\gr = 1. Para este caso, se define una superficie llamada
ergosfera o superficie estatica, que se encuentra fuera del horizonte de eventos. En esta
region, ningun observador puede permanecer en reposo con respecto a un sistema de

coordenadas estacionario, ya que la componente temporal se anula.

Singularidad bajo la condicién de A =0

SIA=0 = r?— 26 L @ —,

c

2GM 2
7“2——2r+a—2:0.
C C

Resolviendo la ecuacion cuadrética
GM GM\? /a\?
ey ey
c c c

= r,: corresponde al horizonte de eventos.

donde:

= r_: corresponde al horizonte de Cauchy.

Para que existan horizontes reales, se requiere que el parametro de rotacién cumpla:

GM
a< .
c
El caso limite a = GTM representa un agujero negro extremal, en el que ambos

horizontes coinciden r, =r_. Si a > GTM, no existen soluciones reales para A = 0, lo que
implicaria la presencia de una singularidad desnuda, un objeto tedricamente posible
pero prohibido por la conjetura de censura cosmica.

Las hipétesis de censura cosmica fuerte y débil son dos conjeturas sobre la estructura
de las singularidades espaciotemporales que surgen en la relatividad general.

Las singularidades que aparecen en las soluciones de las ecuaciones de campo de Eins-
tein permanecen tipicamente ocultas al estar circundadas de un horizonte de sucesos vy,
por lo tanto, no pueden ser vistas desde el resto del espacio-tiempo. Las singularidades
que no estan ocultas se denominan ”desnudas”. La hipdtesis de censura cosmica débil
conjetura que no existen mas singularidades desnudas en el universo aparte de la singu-
laridad del Big Bang. No produndizaremos mas sobre este tema ya que tiene muchisimas
implicaciones en cosmologia pero no deja de ser por demas interesante.
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10.3. Frame dragging

Desde un andlisis newtoniano, solo la masa del cuerpo es responsable de la fuerza
gravitacional; es decir, su momento angular no tiene efectos gravitacionales. Sin embargo,
en la gravedad de Einstein, el momento angular del cuerpo masivo altera la geometria
del espacio-tiempo. Como vimos arriba, el arrastre del marco de referencia se refiere a la
capacidad de un cuerpo masivo de arrastrar el espacio-tiempo a su alrededor.

Sea L, el momento angular especifico de una particula de prueba, asociado a la simetria
axial de la métrica de Kerr. Incluso si L, = 0 (es decir, la particula no tiene momento
angular propio), su velocidad angular

J .
oo d0_9

.t
puede ser distinta de cero debido al arrastre de marco (gis # 0). Es decir, el cuerpo
rotante que genera el campo gravitacional induce un movimiento angular en la particula,

aunque ésta no tenga momento angular propio.

Q=-2 (10.2)
9s0

En la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist tenemos

2G Mar
0= , 10.3
c2[(r? 4 a2)¥ + 2Ma?r sin® 0] ( )

es decir, € es la velocidad angular del horizonte de eventos; representa la velocidad angular
que cualquier particula con L, = 0 deberia tener para mantenerse sobre el horizonte
debido al frame dragging.

10.3.1. Ergosfera

Otra caracteristica geométrica destacada del espacio-tiempo de Kerr surge al analizar
el comportamiento de la componente temporal del tensor métrico gy. Esta componente
determina la posibilidad de que un observador permanezca en reposo respecto al sistema
de coordenadas. En particular, la condicién g, = 0, define la llamada superficie estatica
y delimita el borde exterior de la ergosfera. Y de acd puede determinarse .., que sera
una funcion del angulo.

2G Mr 2GMr
1l—— = —— =1.
2y 0 = 2y

Recordando que ¥ = r% 4+ ‘Z—j cos? ), reemplazamos:
2GMr
2 (r? + ‘;—; cos?6) B
2GMr = *r® + a® cos? 6,
Ar? —2GMr + a*cos* 0 = 0,

)

Esta es una ecuacion cuadratica en r, que resolvemos mediante la férmula general:

2GM + \/(2GM)? — 4c%a? cos? 0
Terg(0) = :

2c2
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simplificando:

GM GM\? /a\2
— I 2
Terg(6) = + ( ) (c) cos? 0.

c? c?

Como estamos interesados en la solucién fisica (la mas externa), tomamos el signo
positivo:

2 2
Terg(0) = oM + <GM> — (E) cos? 6.

c? c? c

Esta superficie coincide con el horizonte de eventos tinicamente en los polos (0 = 0) y
se expande hacia el exterior en el ecuador (# = 7/2), donde:

2GM

c2

Terg(T/2) =

Dentro de esta region, ningtin observador puede permanecer en reposo respecto al sis-
tema de coordenadas inercial en el infinito, debido al arrastre del espacio-tiempo inducido
por la rotacién del agujero negro.

Agujero Negro de Kerr: Horizonte de Eventos y Ergosfera

EEE Horizonte de eventos
3 Ergosfera

15 -2.0

Figura 18: Vista en 3D del horizonte de eventos y ergosfera en un agujero negro de Kerr.
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Corte Meridional del Agujero Negro de Kerr

2.0 1 Ergosfera

—— Horizonte de eventos

1.5+

1.0+

0.5 1

> 0.0 1

-0.5 1

-1.0 1

-1.51

=2.0 1

T T T T T

-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Figura 19: Puede apreciarse como la ergosfera coincide con el horizonte de eventos en los
polos.

10.3.2. Propiedades fisicas de la ergosfera

Como se menciond anteriormente, la ergosfera es una region que existe en un agujero
negro en rotacion, ubicada justo entre su horizonte de eventos y la regién exterior del
espacio-tiempo (descrita por la métrica de Kerr). Su nombre proviene del griego antiguo
ergon, que significa trabajo, ya que teéricamente es posible extraer energia y materia de
esta region. La ergosfera intersecta con el horizonte de eventos en los polos del agujero
negro.

En particular, un agujero negro con momento angular relativamente bajo tendra una
ergosfera con forma aproximada a una esferoide oblata. A medida que aumenta la rota-
cién, la ergosfera se vuelve mas achatada en la direcciéon ecuatorial.

En un agujero negro rotante, el espacio-tiempo se deforma en la direccion de la rotacion
a una velocidad que decrece con la distancia al horizonte de eventos. Este efecto se conoce
como arrastre de marco o frame-dragging. Debido a este fenémeno, un objeto dentro de
la ergosfera no puede permanecer en reposo con respecto a un observador en el infinito
a menos que se mueva a una velocidad superior a la de la luz respecto al espacio-tiempo
local, lo cual es fisicamente imposible.

Esto ocurre porque las lineas de mundo de los observadores estéticos (de tipo tiempo)
se vuelven de tipo espacio dentro de la ergosfera. Es decir, la componente temporal del
tensor métrico gy se vuelve positiva, y no existen trayectorias estaticas que respeten la
causalidad en esa region.

92



Como mencionamos, la métrica de Kerr tiene:
= Simetria temporal
= Simetria axial

En este contexto, el vector de Killing describe una direccién a lo largo de la cual el
espacio-tiempo es simétrico. Por lo que la métrica de Kerr, admite dos vectores de Killing
uno para la coordenada temporal £* = (1,0,0,0) y otro para la coordenada angular
n* = (0,0,0,1). Esto quiere decir que existe conservacién de energia asociada al vector
de Killing 0, y una conservacién del momento angular asociada a J,

Un observador en reposo respecto a las coordenadas de Boyer-Lindquist tendria una
cuatro-velocidad alineada con el vector temporal de Killing 0;, es decir:

dt
ut=|(-—,0,0,0).
El intervalo propio que recorre este observador es:
dt\?
ds® = — ] .
Gt ( d7'>
Para que su trayectoria sea de tiempo tiempo es necesario que

ds? <0 = gy <0.

Sin embargo, en la ergosfera, la componente g;; se vuelve positiva:

2GM 2G M
gtt:_<1_ T)>0 = r>1.

2y 2y

Esto implica que ds? > 0, es decir, una trayectoria puramente temporal dz! = 0 se
vuelve de tipo espacial. Por lo tanto, no existen observadores que puedan mantenerse
estaticos dentro de la ergosfera. Todos deben poseer algin componente de movimiento,
forzados por la estructura del espacio-tiempo rotante. Este efecto es una manifestacion
directa del frame-dragging generado por el momento angular del agujero negro.
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Quter event horizon

'r+=m+\/m2702

Inner event horizon

r— =m—+vm? —a?

Outer ergosurface

T:’E- =m+ vVm2 — a? cos20

Inner ergosurface

Ty =m—vm? —a? cos? 8

*

Ring singularity Ergoregion

2> +y’=a’and z=0

Symmetry axis = 0,7

Figura 20: Ubicacion esquemaética de horizontes, ergosfera en el espacio-tiempo de Kerr
en coordenadas de Boyer-Linquidst.[19]
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10.4. Diagrama de Penrose-Carter para un agujero negro de
Kerr

Figura 21: Diagrama de Penrose-Carter para la extension maxima del espacio-tiempo de
Kerr. [?]

El diagrama de Penrose-Carter de la solucién de Kerr es mucho més complejo que
el de Schwarzschild debido a la presencia del momento angular J. Bajo esta geometria
aparecen dos horizontes: el horizonte exterior r = r, que actiia como horizonte de
eventos (andlogo a r = 2M en Schwarzschild) y el horizonte interior » = r_ (horizonte
de Cauchy). Entre el infinito exterior y el horizonte exterior existe la superficie limite
estatico, una regién donde el arrastre del espacio-tiempo producto de la rotacién del
agujero negro es tan intenso que ningin observador puede estar en reposo (como se vid
cuando hablamos del frame-dragging). Esta zona, como mencionamos, es la ergosfera.

Una vez cruzado el horizonte exterior 7, el comportamiento usual cambia. El horizonte
interior marca el limite de la predictibilidad determinista del espacio-tiempo. La estructu-
ra de la métrica permite en esta extensién analitica maxima acercarse a la singularidad en
forma de anillo (r = 0;0 = 7/2). Como dijimos, la singularidad en este escenario es tipo
tiempo lo que hace posible que ciertas geodésicas la atraviesen y aparezcan en regiones con
r < 0. Estas regiones corresponden, en este diagrama, a otros universos asintéticamen-
te planos generando un conjunto infinito de regiones (I, 11,1111V I’ II' etc) cada una
conectada mediante los diferentes horizontes; cabe aclarar que aunque matematicamente
consistente, esta extension no se considera fisicamente realista. El horizonte interior r_ es
inestable y, pequenas perturbaciones que caen dentro del agujero negro se amplificarian

95



enormemente produciendo una singularidad fuerte que destruye la estructura suave del
espacio-tiempo. Es por esto que se cree que los agujeros negros rotantes (Kerr) no pre-
sentan esta estructura ideal y no permitirian acceso a otros universos ni la existencia de
curvas temporales cerradas.

11. Conclusion

A lo largo de este trabajo se ha mostrado cémo la estructura del espacio-tiempo puede
entenderse como una manifestacion geométrica de la presencia de materia y energia.
A partir de los fundamentos de la mecéanica lagrangiana y la geometria diferencial, se
construyd un marco riguroso que permite derivar las ecuaciones de campo de Einstein,
donde la curvatura del espacio-tiempo —expresada mediante el tensor de Ricci y el tensor
de Einstein— se encuentra directamente relacionada con el tensor energia-momento.

El analisis de las soluciones de Schwarzschild y Kerr permitié evidenciar de forma
explicita la forma en que la masa y el momento angular modifican la métrica del espacio-
tiempo. En el caso de Schwarzschild, la simetria esférica conduce a una métrica estatica
que exhibe una singularidad fisica en » = 0 y un horizonte de eventos en r = r¢ , donde
la métrica cambia de signo y el tiempo y el espacio intercambian su rol geométrico.
En el caso de Kerr, la inclusiéon del momento angular produce un fenémeno adicional:
el frame dragging, que introduce una regién —la ergosfera— donde ningtin observador
puede permanecer en reposo respecto al infinito.

Desde una perspectiva fisica, ambas métricas representan las tinicas soluciones de vacio
asintoticamente planas que describen agujeros negros estacionarios, y su estudio ofrece
una vision clara de como la gravedad relativista se aparta del paradigma newtoniano. En
este contexto, la trayectoria de una particula libre ya no depende de una “fuerza”, sino
del caracter geodésico de su movimiento sobre una variedad curva.

Desde un punto de vista conceptual, los agujeros negros constituyen uno de los mayo-
res logros de la relatividad general: son regiones del espacio-tiempo donde la curvatura
se vuelve tan intensa que los conceptos de causalidad, tiempo y observacién adquieren
nuevos significados. Representan, ademas, un punto de encuentro entre la fisica clasica,
la relatividad y la mecanica cuantica, al plantear interrogantes sobre la conservacion de
la informacion, la termodinamica gravitacional y el destino ultimo del espacio-tiempo.

Finalmente, el estudio de estas soluciones no solo tiene un valor teérico sino también
observacional, dado que las recientes detecciones de ondas gravitacionales y la obtencion
de imdgenes del horizonte de eventos mediante interferometria de muy larga base (EHT)
confirman con notable precision las predicciones de la relatividad general. Asi, los agujeros
negros, lejos de ser meras construcciones matematicas, se consolidan como objetos reales
y esenciales para comprender la estructura y evolucién del universo.
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Derivacion de la ecuacion de orbita en la métrica de
Schwarzschild

Para una particula de masa m moviéndose en el plano ecuatorial (§ = 7/2) en la
métrica de Schwarzschild, la ecuacion de normalizacién del cuadrivector es:

UtU, = g, U"U" = —c?

dzt dx¥ 9
y———— = —C".
I dr dr
Utilizando la métrica de Schwarzschild:

-1
ds® = — (1 — 2GM> Adt? + (1 — QGM) dr? + r?de®.

c3r c2r

Y restringiéndonos al plano ecuatorial (6 = 7), se obtiene:

OGMY , [ dt\’ 2GM\ "' (dr\® L, [(de\®
‘@‘7%90(%)+(““?7) C%)*T ) -

Dado que existen constantes del movimiento:

dt E
& = & (1- )
dp L,
dr — r?’
Sustituyendo:
2GMY E? 2GMN\ ' (dr\? L2 )
—|1-— Nz T (- — — |+ =-c,
cr A (1 _ QCGTJXI) cr dr r
simplificando:

r\> 2GMN [, L2
(&) -7-(="&) (%)

Ahora hacemos el cambio de variable u = %, con:

dr _ _1du
dp  u2de’
Entonces:
drdr do  1du L, du

2dp T g

dr\? du\?
() ~2(%)
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por lo tanto



sustituyendo

2
% (%) g (1 - QGJY“) (2 + L)
C

desarrollando

2GM L?u?

= (E* - *) — L*u* + 2GMu + 5
c

Dividiendo por L%

du\? E?*-c  , 2GM  2GM ,
dp) '

Derivando respecto a ¢:
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