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Resumen

El siguiente trabajo aborda la exploracién de la inteligencia artificial (I1A) y la
inteligencia humana desde una perspectiva matematica. Se enfoca en desarrollar una
definicion operativa del concepto inteligencia, utilizando herramientas topologicas para
analizar y modelar como los sistemas inteligentes generan y procesan informacion. La tesis
compara el cerebro humano y las redes neuronales artificiales, examinando similitudes y
diferencias en su enfoque hacia el aprendizaje. Utilizando como base para el estudio los
pilares del aprendizaje formulados por el Profesor Stanislas Dehaene, en su obra: ;Cémo
aprendemos? (Dehaene, S. 2020). Se busca un modelo matematico que describa la inteligencia
desde una perspectiva técnica y que pueda aplicarse en el desarrollo de nuevas estrategias para
redes neuronales. Finalmente, la tesis evalla la arquitectura Transformer bajo el modelo
topologico contextual propuesto, buscando comprender mejor la capacidad de abstraccion
tanto en la 1A como en el cerebro humano. Y propone en futuras investigaciones, la
utilizacion de otra herramienta matematica, como la geometria diferencial, para modelizar una

abstraccion evolutiva en redes neuronales artificiales
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“Decir que el todo proviene de la nada, es darle inteligencia a lo que no existe”.

“Los cielos cuentan la gloria de Dios, y el firmamento anuncia la obra de sus manos” (salmo

19:1).



Capitulo1: Introduccion
1.1 Contexto general

En su libro El tejido del Cosmos: Espacio, Tiempo y Textura de la Realidad Green
(2020), destaca la relevancia de dos variables fundamentales en el universo: la energiay la
entropia. La energia, que es aquello con lo que realizamos trabajo, y la entropia, que describe
cdmo esa energia se distribuye, revela que a medida que empleamos energia, su capacidad de
realizar trabajo se degrada. Este concepto no solo es esencial en la fisica, sino que también
encuentra paralelos en otros campos, como el procesamiento de la informacion en nuestra era

moderna.

El fildsofo futurista Alvin Toffler, en su obra La tercera ola Toffler (1980), clasifica la
evolucion de la humanidad en tres grandes olas sociales: la agricola, la industrial y la era de la
informacidn. En esta tercera ola, la informacidn se ha convertido en el recurso esencial para la
toma de decisiones, del mismo modo que lo fue la tierra en la era agricola o el capital en la
industrial. EI procesamiento, distribucidn y optimizacion de este recurso es crucial para la

sociedad contemporanea.

Hoy, la informacion no solo es el motor de nuestro avance tecnoldgico, sino también la
base de nuestra comprension del mundo. La capacidad de manejar grandes volimenes de datos y
extraer de ellos patrones Utiles tiene profundas implicaciones no solo en la tecnologia, sino en
nuestra interpretacion de la realidad misma. En este sentido, las redes neuronales, inspiradas en
el funcionamiento del cerebro humano, han surgido como una de las herramientas mas poderosas

para procesar y modelar informacion.



Las redes neuronales no solo replican algunos aspectos del aprendizaje humano, sino que
también han demostrado ser capaces de resolver problemas complejos en campos tan variados
como la medicina, la economia y la inteligencia artificial. Estudiar como estos sistemas procesan
la informacion nos ofrece no solo avances tecnoldgicos, sino también una mayor comprension de
los procesos cognitivos que subyacen en nuestra propia inteligencia. En este contexto, investigar
los principios fundamentales detras del aprendizaje, tanto biolégico como artificial, nos lleva a
comprender mejor cémo la informacidn puede ser transformada y optimizada para enfrentar los

retos del futuro. Es decir, a definir operativa y sistematicamente el concepto “inteligencia”.

Este trabajo se sitla precisamente en este cruce, donde el estudio de las redes neuronales
artificiales, desde un enfoque matematico y conceptual, permite explorar los vinculos entre la
inteligencia humana y la artificial. Aqui, el procesamiento de informacion se entiende no solo
como un fendmeno técnico, sino como un paso fundamental en nuestra busqueda por entender y

mejorar nuestras capacidades cognitivas y tecnoldgicas.

1.2 Objetivos de la investigacion

Obijetivo General

Desarrollar una definicion operativa de la inteligencia basada en herramientas
matematicas, particularmente la topologia, para establecer un marco técnico que permita analizar
y modelizar la generacion y el procesamiento de informacion en sistemas inteligentes. Ademas,
establecer un criterio matematico que funcione como un filtro para evaluar si un sistema puede

considerarse inteligente, aplicandolo tanto a la inteligencia artificial representada por redes



neuronales artificiales como a la inteligencia humana. Esta definicion busca trascender enfoques
conceptuales, filosoficos o psicosociales, proporcionando una base formal, general y técnica que

facilite la evolucién del procesamiento de informacion en distintos entornos.

Obijetivos Especificos

1. Explorar el uso de la topologia como herramienta matematica para describir la
inteligencia, destacando su capacidad para preservar estructuras y evitar interrupciones en la

informacion.

2. Establecer un marco matematico formal que permita caracterizar el procesamiento de

informacidn en sistemas inteligentes, proporcionando criterios medibles para su analisis.

3. Definir un filtro matematico que permita determinar si un sistema es inteligente,
aplicandolo a diferentes modelos, incluyendo redes neuronales, arquitecturas como los

Transformers y el razonamiento humano.

4. Proponer un modelo matematico que describa la inteligencia desde una perspectiva
técnica, permitiendo su aplicacion en el desarrollo de nuevas estrategias para la evolucion de

redes neuronales y la comprension del aprendizaje humano.

5. Explorar la posibilidad de mejorar la flexibilidad en inteligencia artificial a partir de
estructuras matematicas mas avanzadas, con el fin de aproximar su comportamiento al del

cerebro humano.



1.3 Estructura del trabajo

Esta investigacion se basa principalmente en los planteamientos del neurocientifico
Stanislas Dehaene, presentados en su obra Como aprendemos Dehaene (2020). En este libro, tras
afios de experimentacion, Dehaene propone un modelo robusto y coherente del aprendizaje en el
cerebro humano. Dicho modelo servira de punto de partida para utilizar redes neuronales como
una herramienta para modelar las interpretaciones cientificas sobre el funcionamiento del cerebro

humano en la etapa inicial de esta investigacion.

Posteriormente, el libro de Dehaene aborda las diferencias entre el cerebro humano y la
inteligencia artificial (1A), destacando la plasticidad neuronal como un concepto clave que
distingue a ambos sistemas. La plasticidad neuronal se presenta como la capacidad del cerebro
para adaptarse y reorganizarse a partir de nuevas experiencias, lo cual le otorga una ventaja
significativa en términos de aprendizaje y abstraccion. Este concepto sera analizado en
profundidad, junto con ejemplos que ilustran su consecuencia directa: la capacidad de

abstraccion.

Para abordar estas diferencias, la investigacion propondré una estructura matematica de la
informacidn, utilizando herramientas topoldgicas que permitan analizar cualitativamente coémo
ambos sistemas —el cerebro humano y las redes neuronales— procesan y manejan la
informacidn. A partir de esta estructura, se formulara una conjetura sobre un posible conjunto
universal para la informacion, que engloba tanto la informacion procesada por el cerebro como la

manejada por la red neuronal artificial.

Finalmente, se presentara una segunda conjetura que buscara explicar cémo ocurre el

proceso de abstraccion tanto en el cerebro humano como en las redes neuronales,
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proporcionando una base para futuras investigaciones sobre las diferencias esenciales entre estos

dos operadores inteligentes.

Con todo lo expresado anteriormente, la investigacion, con el fin de cumplir con los
objetivos planteados, hara uso de la comparacion en forma matematica del procesamiento de
informacion, tanto en redes neuronales artificiales, como en la interpretacion del aprendizaje del

cerebro humano, segun el profesor Dehaene.
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Capitulo 2: Motivacion y justificacion del trabajo

2.1 Importancia del estudio comparativo entre el cerebro humanoy la
inteligencia artificial

A lo largo de la historia de la humanidad, el cerebro humano ha sido el Gnico operador de
la informacion, en tanto que no habia evidencia de otro mecanismo que pudiera procesar y
contextualizar datos de manera comparable. Los seres humanos hemos utilizado esta capacidad
para tomar decisiones de manera eficiente y efectiva. Sin embargo, en esta era de la informacion,
ha surgido un nuevo operador: la inteligencia artificial (1A), que comenz6 como un intento de

modelar nuestra forma de procesar la informacién.

Conceptualmente la 1A puede definirse como el proceso por el cual una maquina puede
imitar las funciones cognitivas del cerebro humano: percibir, razonar, resolver problemas,

aprender (Pons, C. 2022).

Con el tiempo, la IA ha evolucionado hasta convertirse en un operador matematico por
derecho propio, capaz de establecer relaciones funcionales entre los datos que recibe y los
resultados que busca alcanzar. El avance de las tecnologias y el acceso a grandes cantidades de
datos han permitido que la IA demuestre una notable eficacia en el procesamiento de

informacidn, comparable en algunos aspectos a la del cerebro humano.

Dada la creciente relevancia de la A y su capacidad para operar en contextos cada vez
mas complejos, es crucial realizar un estudio comparativo entre estos dos operadores
inteligentes: el cerebro humano y la IA. Observar cémo ambos evolucionan en su forma de
procesar informacién a lo largo del tiempo y comprender las similitudes y diferencias entre ellos

nos proporcionara herramientas valiosas para comprender mejor sus mecanismos internos. Este
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analisis comparativo no solo sera util en el &mbito cientifico, sino que también permitira
comportamientos anémalos regulares—tales como decisiones erroneas o sesgos en el
procesamiento de informacion—que puedan surgir en ambos sistemas, ofreciendo asi una
perspectiva critica para el desarrollo de la inteligencia. artificial y la toma de decisiones

humanas.

Sin embrago para cumplir los objetivos propios de este trabajo, hay un escollo no menor
y de gran relevancia, que es proporcionar una definicidén operativa para el concepto de

inteligencia humana e inteligencia general.

En principio y basdndonos en la materia prima a procesar por los operadores (cerebro
humano y redes neuronales artificiales), podemos decir que la inteligencia, es la forma en que los
operadores generan a partir de datos, informacion, y la procesan iteradamente con eficiencia
buscando eficacia. Esta definicion nos da sustento operativo para esta investigacion, y nos
permite construir una estructura topolégica de calidad. Ademas, vincula directamente el
concepto de inteligencia con su funcion: generar y procesar informacion de manera adecuada. De

alli se desprende: razonar, percibir y aprender.

2.2 Relevancia de la formalizacion matematica de los operadores de
informacion

La matemaética actia muchas veces, como la ingenieria; disefiando herramientas para
cuantificar y comparar fendmenos, tanto fisicos como conceptuales o abstractos. No solo
proporciona sustento a razonamientos cientificos en campos como la fisica, la biologia y la

quimica, sino que también establece un marco cuantificable para conceptos abstractos y
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filosoficos. En este contexto, la informacion se convierte en un elemento intangible que, al ser

operado, nos ofrece resultados sélidos y coherentes con una semantica contextual.

Por lo tanto, la formalizacion matematica es crucial para fundamentar y disefiar un marco
cualitativo y cuantitativo que contemple tanto la naturaleza de la informaciéon como las
estrategias para procesarla. Actualmente, reconocemos dos operadores principales para esta
tarea: la inteligencia artificial y el cerebro humano. Comprender el comportamiento de estos
operadores desde una perspectiva matematica es esencial para establecer condiciones necesarias

y/o suficientes que aseguren un procesamiento adecuado de la informacién.
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Capitulo 3: Marco tedrico: los cuatro pilares del
aprendizaje

En este capitulo se abordan las definiciones y justificaciones experimentales, sobre las

cuales la neurociencia interpreta la forma de aprendizaje de nuestro cerebro.

3.1 Los cuatro pilares en el ser humano

Dehaene (2020) propone cuatro pilares fundamentales, que permiten al cerebro humano
procesar informacidn de manera efectiva. Estos pilares son: atencion, compromiso activo,
retroalimentacion y consolidacion. A continuacién, se detallan cada uno de estos pilares junto

con experimentos que los justifican.

3.1.1 Atencidn

La atencion es el proceso mediante el cual seleccionamos y enfocamos la informacién
relevante, excluyendo la que consideramos irrelevante. Dehaene sefiala que la atencidn es crucial

para el procesamiento eficiente de la informacion.

Experimento: En el experimento realizado por Moray (1959), se pidi6 a los participantes
que llevaran a cabo una tarea de escucha dicotomica, en la que debian atender a dos mensajes
distintos presentados simultaneamente, uno en cada oido. Los resultados revelaron que los
participantes solo podian procesar la informacion del mensaje al que estaban prestando atencion,

lo que evidencia la importancia de este pilar en el aprendizaje.
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3.1.2 Compromiso Activo

El compromiso activo se refiere a la participacion del individuo en el proceso de
aprendizaje, estableciendo conexiones entre la nueva informacién y la que ya posee. Este aspecto

es esencial para facilitar el aprendizaje significativo.

Experimento: Chiy Bassok (1989) llevaron a cabo un experimento en el que se pidid a
los participantes que resolvieran problemas de fisica. Los resultados mostraron que aquellos que
verbalizaban sus pensamientos y explicaban los problemas en voz alta mientras los resolvian
aprendian méas en comparacion con quienes no lo hacian. Este hallazgo resalta la relevancia del

compromiso activo en el aprendizaje.

3.1.3 Retroalimentacion

La retroalimentacion es el proceso de recibir informacién sobre el rendimiento en una

tarea y ajustar la estrategia de aprendizaje en funcién de esa informacion.

Experimento: Butler y Roediger (2008) realizaron un estudio donde los participantes
Ilevaban a cabo una tarea de aprendizaje y recibian retroalimentacion sobre su rendimiento. Los
resultados indicaron que aquellos que recibieron retroalimentacion lograron un aprendizaje mas
efectivo que quienes no la recibieron. Esto subraya la importancia de la retroalimentacion en el

proceso de aprendizaje.

3.1.4 Consolidacion

La consolidacion es el proceso mediante el cual la informacion se transfiere de la

memoria a corto plazo a la memoria a largo plazo, facilitada por el suefio y la relajacion.
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Experimento: Maquet et al. (2005) llevaron a cabo un experimento en el que se pidio a
los participantes aprender una tarea de memoria, seguida de un periodo de suefio o relajacion.
Los resultados mostraron que aquellos que durmieron o se relajaron después de la tarea lograron
un aprendizaje superior en comparacion con aquellos que no lo hicieron. Este hallazgo enfatiza

la importancia de la consolidacion en el aprendizaje.

Capitulo 4: Introduccion a redes neuronales y teorema de
aproximacion universal

Una red neuronal hacia adelante es un objeto matematico que consiste en varias capas de
neuronas, organizadas secuencialmente, donde los datos fluyen desde una capa de entrada, a
través de capas intermedias llamadas capas ocultas, hasta una capa final de salida. Cada neurona
en una capa aplica una funcién de activacion a una combinacion ponderada de las salidas de las

neuronas en la capa anterior Huet (2023). En lineas generales es una funcién F.
F:R" - R™

La capa de entrada es el conjunto de neuronas donde ingresan los datos al modelo,

representados en forma de un vector.

Las capas ocultas son las que procesan los datos antes de llegar a la capa de salida. Cada
capa oculta transforma las salidas de la capa anterior aplicando una funcion de activacion.

Finalmente, la capa de salida (capa L), es la ultima capa de la red, que genera el resultado final.

A continuacion, se describe el funcionamiento de una red neuronal. a®: representa el

vector de activaciones de la capa [ , donde [ puede ser cualquier capa (entrada, oculta o salida),
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z(®: es el vector de combinaciones lineales antes de aplicar la funcion de activacion en la capa I,

o la funcion de activacion que intenta capturar patrones no lineales.

Propagacion hacia adelante

El proceso comienza enviando los datos de entrada a través de las capas de la red hasta

obtener una salida. Paso en cada capa; en cada capa [ (excepto en la entrada), calculamos:
Combinacién lineal: z® = w® a1 4+ p® donde; w® es la matriz de pesos que conecta la
capal — 1 alacapal, a~ son las activaciones de la capa anterior y b es el vector de sesgos

de la capa L.

Activacion: a® = ¢(zV), donde o es la funcion de activacion aplicada a z¥,
produciendo las activaciones de esa capa (por ejemplo, la funcion sigmoide, que “suaviza” las
salidas, manteniéndolas dentro de un rango especifico). Su propdsito es romper con linealidades

de informacion, para ajustar complejidades. Algunas de las mas usadas son:

Funcién Sigmoidal: transforma la salida en un valor entre (0,1), lo que resulta Gtil para

problemas de clasificacion binaria. La formula es:

1
f(x)=m

ReLU (Rectified Linear Unit): la funcion mas comun en redes neuronales profunda

transforma el valor en cero si es negativo o lo deja igual si es positivo, su formula es:

f(x) = max(0,x)
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Tangente hiperbolica (tanh): transforma la salida en un valor entre [—1,1] lo que puede

ser util en problema donde los datos tienen valores negativos y positivos:

eX —e™*

ex +e*

fGx) =

Este proceso continua capa por capa, hasta llegar a la capa de salida, donde obtenemos el

resultado final de la red.

Durante el entrenamiento, la red ajusta sus pesos para minimizar la diferencia entre sus
predicciones (en la capa de salida) y los valores reales. Esto se hace minimizando una funcién de
error /(*) que cuantifica esa diferencia, de la multiple variedad de dichas funciones, esbozamos

las mas conocidas con su ecuacién y su uso conveniente:

Error cuadratico medio: resulta una funcién facil de derivar y calcular y de gran
utilidad en modelos de regresién lineal. Como contrapartida es sensible a valores atipicos. Su

formula es:
n
1 532
Joy = ) 0= 9% ()
i=1

(yi — ¥:): es ladiferencia entre la salida propuesta por la red y; y la salida real y;.
n: es el nimero total de datos de entrada con que la red cuenta para su entrenamiento.

Entropia cruzada binaria: relacionada directamente con la maxima verosimilitud y es

adecuada para modelos con salida probabilistica y distincion de categorias. Su férmula es:
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n

1 A A
Jioy = == > 1 log@) + (1 = y) log(1 = 3] ()

i=1

Retropropagacién v el delta de error

Este proceso calcula cuanto deben ajustarse los pesos para reducir el error de la red. Para
ello utiliza el procedimiento del descenso del gradiente formulado en la teoria de errores, el cual
busca a través del uso reiterado de la regla de la cadena, ir aproximando de manera estocéstica, al
punto critico de valor minimo. En esta investigacion por cuestiones de mayor simplicidad en la
comprension, utilizaremos un término llamado delta de error §°, para sintetizar el descenso del
gradiente. §® representa el error de cada capa con relacion a la salida esperada. Es como un
imputador de responsabilidades, asigna a cada neurona de la capa [ — 1, su influencia en el

crecimiento del error de las neuronas de la capa !.
Calculo del delta en la capa de salida
Para la Gltima capa L, el delta de error se calcula:
§® =7,w] ©o'(zV)
Aqui:

V,wJ: es el gradiente de la funcion de error J con respecto a las activaciones a®enla

capa de salida.
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o'(z\D): es la derivada de la funcion de activacion evaluada en z(), lo que ajusta la

sensibilidad del error de cada neurona en esa capa.

Operador ©: representa el producto de Hadamard, una multiplicacion componente a
componente que asegura que el error se ajuste segin cada neurona. Matematicamente se define:
sean A™*™y B™ ™ dos matrices, entonces su producto de Hadamard se denota A © By su

formula es:
(AOB)j=A4; By, Vij

Este célculo en la capa de salida nos da una medida de cuanto afecta cada activacion final

al error total.
Calculo del delta en las capas ocultas

Para las capas ocultas, usamos la salida del delta de error de la capa siguiente, por

ejemplo, la capa [ + 1, para calcular el error de cada capa anterior. La formula general es:
sO = (W(z+1))T5<z+1) O ' (zV)

Donde:

(w(”l))T: es la transpuesta de la matriz de pesos, la cual es necesaria para mantener la
coherencia en las dimensiones necesarias para realizar el producto de matrices, teniendo en
cuenta que la retropropagacion se realiza desde la capa de salida hacia la capa de entrada,
propagando el error hacia atras, esto es inverso a la propagacion hacia adelante donde se utiliza

la matriz original.
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8§D es | error de la capa I + 1, que ayuda a calcular el impacto en la capa L.

o’(z(”): es la derivada de la funcién de activacion en la capa [, ajustando el error segun

la sensibilidad de cada neurona en esa capa.
Este proceso se repite desde la capa de salida hacia la primera capa oculta.

Actualizacion de pesos con el producto tensorial

Una vez calculados los valores de § en cada capa, podemos actualizar los pesos de la

red para reducir el error en la siguiente iteracion.
Para cada capa [, los pesos se ajustan como sigue:

Actualizacion de pesos:
w® =w® —_p50 Q (a(z-1))T

n: es la tasa de aprendizaje, un parametro arbitrario que determina cuénto se ajustan los

pesos en cada iteracion.

T .
W ® (a=Y) : es el producto tensorial entre el delta de error de la capa actual y las
activaciones de la capa anterior, que ajusta cada peso en funcion de su contribucion al error. Este
producto permite un ajuste fino, considerando todas las posibles combinaciones de impacto entre

las neuronas, permitiendo una mejora continua en el rendimiento de la red.

Actualizacion de sesgos: este procedimiento es crucial en una red neuronal, pues permite

ajustar las salidas de las neuronas de forma independiente a las entradas. Esto ayuda a desplazar
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las funciones de activacion, permitiendo que el modelo aprenda patrones méas complejos y

mejore su capacidad de generalizacion.

p® = pO _ ps®

4.1 Teorema de aproximacioén universal

El teorema de aproximacion universal establece que una red neuronal con al menos una
capa oculta y una funcion de activacién no constante puede aproximar cualquier funcion
continua f: [a, b] >R de manera uniforme, bajo ciertas condiciones. (Miranda, (2020). Este
teorema se fundamenta en el teorema de Stone-Weierstrass, que asegura la convergencia

uniforme de funciones continuas en espacios métricos compactos.

La formalizacion matematica del teorema puede expresarse como:

Ve > 0,3ny € Ntal que | f(x) — gn(x) I< €, Vn > ny, Vx € [a, b]

donde g, es una sucesion de funciones aproximantes que representan la salida de la red
neuronal y n es la cantidad de neuronas ubicadas en la capa oculta. Esto implica que, a medida
que aumenta el namero de neuronas y la complejidad de la red, la red neuronal puede ajustarse a

la funcidn objetivo con una precision arbitraria.

Este teorema nos permite centrar nuestra investigacion de comparacion en la arquitectura
mas simple de redes neuronales, entendiendo a esta, como el elemento minimo del conjunto de
arquitecturas de redes neuronales, que bajo las hipotesis del teorema aseguran eficacia en su

tarea. No es poca cosa hacer notar que el tipo de convergencia de la red neuronal es una



23

convergencia uniforme segun el teorema de aproximacion universal. Esto ratifica que nuestra

eleccion, es sélida, para este enfoque de investigacion.

Ademas, es importante considerar las limitaciones del teorema de aproximacion
universal, ya que, aunque garantiza la capacidad teorica de aproximar funciones, en la practica se
requieren grandes cantidades de datos y un disefio cuidadoso para evitar problemas como el

sobreajuste.

4.2 Similitud de aprendizajes: pilares y procesamiento en redes
neuronales

El proposito de este apartado es establecer la conexion entre los pilares de aprendizaje del
cerebro humano y el proceso de aprendizaje de una red neuronal. De esta forma podremos
encontrar una interseccion entre ambos procesadores de informacion, en el dominio de las

matematicas, ya que sabemos que una red neuronal es un objeto matematico (relacién funcional).

4.2.1 Atencion en una red neuronal

En el contexto de una red neuronal hacia adelante, la atencion se manifiesta a través de la
inicializacion de los pesos. En esta fase, la red evita que cualquier caracteristica de entrada tenga
una preponderancia arbitraria sobre las demas, asegurandose de que los pesos iniciales estén
acotados dentro de un intervalo pequefio, como por ejemplo [—1,1]. Este proceso garantiza que

ninguna caracteristica influya de manera desproporcionada en el aprendizaje desde el inicio.

El uso de pesos pequefios y aleatorios es una forma rudimentaria, pero efectiva, de que la

red "preste atencion™ equitativamente a todas las caracteristicas de la entrada. Solo cuando la red
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procesa los datos y ajusta los pesos a través del aprendizaje, se ponderan adecuadamente las
caracteristicas mas importantes. Esto asegura que, en principio, ninguna caracteristica tenga un

impacto excesivo que no refleje su relevancia real en el proceso de aprendizaje.
Paracada | € {1, ...,L}, inicializar aleatoriamente w® con valores en [—1,1]
O]

4.2.2 Compromiso Activo: Funcion de activacion

El compromiso activo en una red neuronal se refleja en cdmo cada neurona no solo
pondera los datos, sino que también aporta una "deformacion” mediante la funcién de activacion,
lo que rompe la linealidad y permite un procesamiento no trivial de la informacién. Esto es

crucial para que la red pueda captar patrones complejos en los datos de entrada.

La funcion de activacion representa esa contribucion de la neurona, dando una respuesta
no lineal que refleja su "razonamiento™ interno, ayudando a captar la verdadera naturaleza de la

informacion.
Dado un dato de entrada x,propagar hacia adelante:
W= w® .y, a® = f(zV)
Paracada | € {2,...,L}:
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4.2.3 Retroalimentacion: retropropagacion en redes neuronales

El proceso de retroalimentacion en una red neuronal efectivamente se refleja en el algoritmo de
backpropagation, que ajusta los pesos a través del descenso del gradiente. Al igual que el cerebro
ajusta su modelo mental con nueva informacion, una red neuronal ajusta sus pesos basandose en
el error calculado en las salidas. El delta de error muestra cuanto contribuyo cada neurona al
error de la capa siguiente, permitiendo que la red corrija sus operaciones de manera eficiente, tal

como lo hace el cerebro humano con la retroalimentacion.
Propagacion hacia atras
Calcular error y delta de salida
el = 4 — a(L), sW = f'(Z(L)) ©) e

Donde d es el valor esperado (dato de salida) y © denota la multiplicacion elemento a

elemento (producto de Hadamard)
Paracadal € {L—1,L—2,...,2,1}, calcular el error:
e® = (WD) 50D 5O = £1(z(0) @ e®
actualizar pesos: Para [ = 1:
Aw® = (50 @ x), w® = w@® £ Ap®
Paral = 2,...,L:



26

Donde 7 es la tasa de aprendizaje, y @ el producto tensorial.

4.2.4 Consolidacion: Validacion y generalizacion

La consolidacion, en el cerebro humano, ocurre cuando se repite el proceso de
aprendizaje, especialmente durante momentos en que el cerebro no esta completamente activo en
su interaccion con el entorno, como en el suefio. Durante este periodo, el cerebro deja de prestar
atencion y de comprometerse activamente, pero sigue procesando la informacion ya adquirida
mediante la repeticion de las sinapsis involucradas en el aprendizaje. A medida que estas
conexiones se repiten, se fortalecen y entran en resonancia, consolidando asi el conocimiento.
Este proceso permite que el cerebro automatice ciertas respuestas o habilidades, generando un

aprendizaje mas robusto.

En una red neuronal, este fendmeno se refleja en el proceso de entrenamiento repetido.
Tras multiples iteraciones sobre el conjunto de datos de entrenamiento, la red neuronal comienza
a capturar los patrones generales de la informacion. Al hacerlo, la red es capaz de generalizar y
aplicar el conocimiento adquirido a nuevos datos dentro del mismo contexto, incluso si estos
datos no formaban parte del conjunto de entrenamiento inicial. Esta capacidad de la red de
identificar y aplicar los patrones relevantes a nuevas situaciones es el equivalente a la
consolidacion del conocimiento en el cerebro humano, lograda por la repeticion y refinamiento

del aprendizaje.
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4.3 Ejemplo numérico de aplicacién de una red neuronal simple con una
capa oculta

El siguiente, es un ejemplo de regresion lineal, vinculado a una red neuronal hacia
adelante con una entrada de dos neuronas, una Unica capa oculta que contiene dos neuronas y
una funcién sigmoide como activacién en la capa oculta. La red debe detectar el precio de una
propiedad, segun su cantidad de habitaciones y antigiiedad de construccion, solo a manera de
ejemplo se utilizara un dato de entrenamiento, para mostrar la forma en que se aplica las
ecuaciones donde observamos los pilares del aprendizaje. Trabajaremos con el dato normalizado
de las variables independientes y la dependiente; la normalizacion es centrada en el promedio de

datos, a partir de la formula:

X —X
xN ==
Xmax — Xmin

Donde xy es el valor normalizado del dato x, x es valor promedio de los datos
proporcionados, x,,,, €l valor méaximo de los datos y x,,,;, el valor minimo de los datos. De
forma tal que esta normalizacion indica que relacion hay entre la distancia a la media y el rango

total de datos.

NuUmero de habitaciones: 0.5

Afos de antiguedad: 0.4

Precio: 0.5
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Propagacion hacia adelante

En este ejemplo, se calcularan los valores de preactivacion y activacion en la capa oculta,

y luego se propagaran los resultados hacia la capa de salida.

1.Calculo de la preactivacion en la capa oculta: la preactivacion en la capa oculta se

calcula como:
7MW —w® . x 4+ p@®

2. Matriz de pesos y sesgos entre la entrada y la capa oculta: este procedimiento en una
red neuronal artificial se realiza de forma aleatoria sobre un intervalo acotado de nimeros reales

por ejemplo [—1,1], luego la red con el entrenamiento ira ajustando esos valores:

w —(_0.7 0_2)' x' =(0504), b*” =(01-0.2)

Sustituyendo los valores, obtenemos:
@ _ (05 —03) 0.5\, 0.1y _ 023
Z (—0.7 0.2) (0.4)+(0.2) (0.47)
3.Célculo de la activacion en la capa oculta

a‘’ = O'(Z ) = 0(0.47)

La activacion en la capa oculta se obtiene aplicando la funcion de activacion sigmoide a

los valores de preactivacion.



1
1+e>*

sigma(x) =
Aplicando la funcion sigmoide a los valores de preactivacién, obtenemos:

~
~

(0.23)>

(0.47) (0'557)

@ — (o
@ (“gma 0.385

4.Célculo de la preactivacion en la capa de salida
72 — W@ . () 4 p@

Ahora, calculamos la preactivacion en la capa de salida utilizando los pesos, las

activaciones de la capa oculta y los sesgos.

0.557

W® =04 -06), a®= (o 385

), b@ = 0.05

Sustituyendo los valores, tenemos:
7@ =0.4-0.557 + (—0.6) - 0.385 4 0.05 = 0.0418
Caélculo del error

Utilizamos la funcion de error cuadratico medio para medir la diferencia entre el valor

predicho y el valor real. Sustituyendo los valores:

1 N2
E=§(3’—Y)

E =0.1049

29
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Propagacion hacia atras (Backpropagation)

El siguiente paso es calcular los deltas para cada capa y realizar la actualizacion de los

pesos.
1. Delta en la capa de salida
5@ = (a® —y)-a® . (1-a®)
8§ = -0.0183

2. Delta en la capa oculta; para la capa oculta, el delta se calcula:
50 = (W@)" . 5@ . g0 . (1 - D)

oo - (S8

3. Actualizacion de pesos y sesgos; finalmente, se actualizan los pesos y los sesgos

utilizando una tasa de aprendizaje apropiada. La férmula de actualizacion para los pesos es:
T
WO =w® —q.50. (gt-D)
y para los sesgos:
b® = p® —yy. 5O

Este proceso se efectla iteradamente con el conjunto de datos de entrenamiento de la red,

hasta alcanzar el nivel de aproximacion deseado, es decir con la tolerancia requerida por el
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operador, de forma tal que la funcion de costo utilizada (en este caso el error cuadratico medio),
vaya acercandose al minimo en su dominio. Es importante aclarar que esta investigacion no se
refiere al objeto redes neuronales, sino que esta centrada en sistemas que procesen la
informacion de manera “inteligente”, basicamente en similitudes y diferencias entre el cerebro
humano y la inteligencia artificial, donde las redes neuronales son la “representacion cerebral” de
la inteligencia artificial, por ello el interés en estas redes es cualitativo, respecto de la forma que
procesan la informacion y no cuantitativo en el sentido de buscar una aplicacion practica

especifica.
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Capitulo 5: Similitud matematica

En este capitulo abordaremos la similitud matematica expuesta con los pilares del
aprendizaje en la red neuronal, de una forma mas dogmatica, estableciendo caracteristicas que

hay en esa relacion de similitud.

5.1 Operadores de informacidn: cerebro humano y redes neuronales
artificiales

En esta seccidn, podemos concluir que ambos operadores de informacion, tanto el
cerebro humano como las redes neuronales artificiales, se basan en principios matematicos.
Mientras que en la inteligencia artificial la estructura es absolutamente matematica, en el caso
del cerebro humano, es de base matematica, la accion predominante es la comparacion. Generar
un modelo respecto de la percepcién de caracteristicas mas importantes que otras, recibir
verificacién o no del modelo y ajustarlo respecto del error, todos estos procesos conllevan la
comparacion cualitativa y cuantitativa de ciertas variables, en esencia esta es la razén de la

matematica: la comparacién de variables.

5.1.1 Inteligencia: funcion con memoria

Dado que ambos sistemas procesan informacion de manera matematica, podemos
modelar la inteligencia como una funcion matematica. Definimos la inteligencia f: X — Y como
una funcidn que establece una relacion entre las caracteristicas de entrada X y una salida Y,
donde: f(x) = y para cada x € X y su correspondiente y € Y Aqui, X representa el espacio de
entrada (por ejemplo, caracteristicas de un problema a resolver), e Y el espacio de salida deseado

(como la solucion de ese problema).
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Es importante notar que la forma: problema — solucion como definicion formal de
inteligencia, deriva en el principio de “inteligencias maltiples” (utilizado en el campo
psicosocial). Estrictamente representa una funcion multivaluada. A un problema-dominio
especifico, dependiendo de la capacidad cognitiva del operador inteligente, existe la posibilidad
de asignarle distintas soluciones en el codominio. Generando definiciones particularizadas, con
las que este trabajo de investigacion intenta lidiar, pues se busca una estructura general para la
inteligencia, donde todas esas inteligencias multiples puedan tener un patron de convergencia,

una especie de interseccidn de conjuntos cognitivos, que lleve a una definicion formal univoca.

5.1.2 Propiedades necesarias de la funcion de inteligencia

Con el propdsito de dar claridad a la argumentacion de cada propiedad que haran de la
funcion del operador que tenga el atributo de inteligencia, no centraremos en un problema; el
operador debera determinar de un conjunto de rostros de perros, cada rostro segun su raza. Y
para realizar esta tarea de manera “inteligente” consideramos las siguientes condiciones de la

funcién inteligencia:

Inyectividad:

Consideremos que las caracteristicas principales para detectar los rostros de perros segun
sus razas son; hocico, orejas y 0jos, entonces la idea clave es que, al avanzar por el dominio de
estas caracteristicas principales, las imagenes de las funciones asociadas a esas caracteristicas no
deben ser redundantes. Esto significa que no puede haber dos caracteristicas diferentes con igual
imagen en el codominio. Este principio asegura que el proceso sea consistente y eficiente, sin

asignar dos veces la misma imagen a caracteristicas diferentes.
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Formalizacion de la idea.

Dominio dividido: sea el dominio X dividido en subconjuntos para las caracteristicas

principales:

X = Xnocico Y Xorejas U Xojos

Funciones especificas para cada parte del dominio:

Hay funciones fi,ocico ,forejas, fojos: Cada una inyectiva es su subconjunto

frocico: Xnocico = Yhocico » forejas :Xorejas - Yorejas ; fojos:Xojos - Yojos

La funcion global fzost0 » Que combina todas estas funciones, también debe ser

inyectiva:

fRostro: X - Y’ Y = Yhocico U Yorejas U Yojos

De esta forma se avanza a través de las caracteristicas de forma coherente: al trabajar con
las caracteristicas del hocico, las imagenes deben pertenecer al conjunto del hocico; al trabajar
con las caracteristicas de las orejas, deben pertenecer al conjunto de las orejas, y lo mismo para
los ojos. Al garantizar que estas funciones sean inyectivas, se asegura de que no haya
superposicién de imagenes entre las diferentes caracteristicas, y que el proceso de composicion

sea claro y sin redundancia.

Composicion acumulatividad e inyectividad:
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Una forma matematica de representar la funcion rostro fz,s:r0, que une todas las
iméagenes de las caracteristicas es a partir de la composicion de funciones. Para cumplir con este
propdsito se debe estructurar de forma que cada funcion parcial (la que procesa las caracteristicas
individuales como hocico, orejas u 0jos) dependa de los resultados previos y este integrada en el
calculo global del rostro. La idea es que cada parte del rostro (hocico, orejas, 0jos) sea el
resultado de una composicion que relacione todas las caracteristicas. Introducimos esta
dependencia a traves de la composicion, la cual también de un sustento al “razonamiento”
intrinseco que un operador inteligente debe tener (cada informacion posterior es el resultado de
asimilar y procesar la informacion anterior: memoria) por ejemplo; la oreja depende del hocico,

asi que definimos

forejas (x) = gorejas (fhocico (x))

Los ojos dependen del hocico y las orejas

fojos (x) = gojos (forejas(fhocico (x)))

Finalmente, el rostro completo se define como la composicion de las funciones de las

caracteristicas principales

fRostro (X) = h(fojos (forejas(fhocico (X))))

La composicion representa la forma acumulativa de la funcion global; cada funcion
aporta unas caracteristicas que dependen de las anteriores. El hocico en este caso es el punto
inicial, las orejas se construyen sobre la base del hocico, y los ojos se forman considerando las

orejas y el hocico.
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Inyectividad fundamento: si suponemos que dos caracteristicas de subconjuntos del
dominio distintos (una del hocico y otra de los o0jos) dieran la misma imagen, seria una
inconsistencia o una aberracion en la salida, porque implicaria que dos partes completamente
diferentes del rostro estan representadas por el mismo resultado, lo cual rompe la logica en la
informacion del modelo. Entonces la inyectividad evita ambigledades en las caracteristicas si
fhocico Y fojos NO SON inyectivas, existe la posibilidad de que fhocico(X1) = foj0s(x2), estos dicen
gue una imagen representa dos caracteristicas diferentes (un hocico y un 0jo), lo cual no tiene

sentido en el contexto de un perro.

La inyectividad asegura que cada subconjunto de caracteristicas del dominio tiene un

conjunto de iméagenes Unico en el codominio, en cuanto a la formacion de un determinado rostro

de perro, por ejemplo: fhocico(Xhocico) n forejas(Xorejas) = (ib’ y al definir:

frostro(X) = h(fojos ( forejas (fhocico (x))), Se obtiene una consistencia acumulativa

preservando la inyectividad. No hay forma de “mezclar” caracteristicas.

Otro ejemplo que demuestra la lo6gica de la inyectividad en el cerebro humano es cuando
se le pide a un nifio que dibuje su familia en una hoja; su cerebro no mezcla caracteristicas de
diferentes miembros; cada persona se construye de manera coherente y separada de las demas.
Esto refleja un proceso cognitivamente ordenado de forma secuencial en las caracteristicas, el
cerebro a través de la atencion es un operador organizado. El nifio toma cada individuo como una
unidad independiente y trabaja en sus caracteristicas de manera ordenada, construyendo un

miembro de la familia punto a punto antes de pasar al siguiente.

Continuidad:
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En los ejemplos descriptos anteriormente, vemos que un operador inteligente parece
procesar la informacion de manera organizada y secuencial, haciendo que las caracteristicas se
ordenen desde una caracteristica principal a otra, como si las caracteristicas intermedias mutaran
suavemente, formando el camino de una parte del rostro a otra, como del hocico a las orejas; las
caracteristicas a medida que son procesadas por el operador inteligente y se alejan del hocico van
mutando a caracteristicas de las orejas, estas caracteristicas intermedias producen la conexion
entre las caracteristicas principales manteniendo coherencia informativa a través de la

inyectividad y acumulatividad.

Esta “suavidad” en la transformacion de las caracteristicas intermedias se puede expresar
de la siguiente manera; a medida que se conectan caracteristicas del hocico con las orejas, las
transformaciones son graduales. Esto significa que las caracteristicas intermedias no saltan
bruscamente de una categoria a otra, sino que van mutando de forma coherente hasta llegar al
destino. matematicamente, esta suavidad podria representarse mediante funciones continuas. Es
decir: frocico: Xnocico = Yhocico ; forejas : Xorejas = Yorejas 5 fojosi Xojos = Yojos, SON todas

funciones continuas y por propiedad de composicion de funciones:

fRostro (x) = h(fojos (forejas (fhocico (x))), también es continua

De esta forma hemos justificado cada una de las propiedades (inyectividad, continuidad y
la forma acumulativa de proceso), que un operador inteligente tiene como condicion necesaria,

para un correcto manejo de la informacion.

En los siguientes capitulos, se busca en esta investigacion una formalizacion matematica

de la funcion inteligencia que expresamos en este capitulo, y que nos llevara a entender
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rigurosamente la funcién: operador inteligente que se desprende como una proyeccion
(percepcion) de la funcidn inteligencia dentro del codominio. Para ellos se debera dar estructura

al dominio, el codominio y formalizar las propiedades presentadas en este capitulo.

Capitulo 6: Diferencias entre el cerebro humano y el
cerebro artificial

En este capitulo se abordara la importante cuestion de las diferencias entre los operadores
inteligentes, intentando llegar a una respuesta, al menos a nivel de conjetura. En el libro, el
cerebro matematico (Dehaene, 2024), aborda esta cuestion desde un punto de vista conceptual,
dando al cerebro humano una mayor capacidad de abstraccion que a las maquinas actuales. Aqui

trataremos de entender cualitativamente este argumento.

6.1 Definicion de la informacidon en ambos sistemas

Tanto el cerebro humano como la inteligencia artificial son operadores funcionales que
procesan informacion. Para definir la informacién de manera general, seguiremos la distincion
propuesta por Alvin Toffler y Heidi Toffler (1990) entre "datos" e "informacion™. Los datos se
entienden como elementos aislados, sin contexto, que no tienen valor por si mismos en cuanto a
comprension o significado. Por ejemplo, un dato podria ser “300 acciones". Sin contexto, esta
frase no ofrece una interpretacion significativa. La informacion, en cambio, surge cuando estos
datos aislados se colocan dentro de un contexto que permite conectarlos y otorgarles un

significado. En el ejemplo anterior, al introducir el contexto "300 acciones de la empresa
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farmacéutica X", los datos adquieren relevancia y pueden ser utilizados para tomar decisiones o

generar conocimiento.

Por lo tanto, podemos decir que la informacion es el resultado de establecer conexiones
entre datos en un contexto determinado. Esta estructura contextual permite que los datos, que por
si solos son elementos independientes, se relacionen y adquieran un valor significativo en

conjunto.

6.1.1 Aplicacion en ambos sistemas

En este sentido, tanto el cerebro humano como los sistemas de inteligencia artificial
pueden considerarse operadores que procesan datos y los transforman en informacion. En ambos
casos, la capacidad de operar sobre los datos y establecer conexiones dentro de un contexto es lo

que caracteriza la forma en que cada sistema comprende y utiliza la informacion.

Lo importante de esta definicion es que nos permite tratar la informacién como un
conjunto estructurado, que puede ser descrito y modelado matematicamente. Tanto en el cerebro
humano como en la inteligencia artificial, los datos son tratados de manera cualitativamente
similar en términos de contexto y conexiones. Esto nos permite analizar como ambos sistemas,
aunque diferentes en sus mecanismos, siguen principios similares para el procesamiento de la

informacion.

Este enfoque nos permitira luego introducir formalmente las diferencias entre ambos
sistemas desde una perspectiva matematica, cuando hablemos de topologia contextual en el

capitulo 8 de ese trabajo.
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6.2 Abstraccioény plasticidad neuronal

En su libro Como aprendemos (Dehaene, S. 2020) destaca una de las principales
diferencias entre el cerebro humano y las maquinas: la plasticidad neuronal. Esta plasticidad es
lo que permite al cerebro humano realizar abstracciones mas profundas, establecer conexiones
entre diferentes contextos y aplicar lo aprendido de manera flexible. Mientras que la inteligencia
artificial va estableciendo métodos y arquitecturas matematicas para desarrollar esta capacidad,
el cerebro humano puede abstraer conceptos a partir de pocos datos y utilizarlos en diferentes
situaciones. Esta habilidad se debe a la plasticidad neuronal, la cual posibilita un aprendizaje

eficiente y adaptable.

La abstraccion es, en esencia, lo que diferencia al cerebro humano de la inteligencia
artificial. Esta capacidad de generalizacion y de encontrar significados profundos, incluso en

contextos distintos, le otorga una ventaja sobre los sistemas artificiales actuales.

6.3 Plasticidad funcional y estructural

La plasticidad neuronal se divide en dos tipos principales. Torres, A. (2017 ):

1. Plasticidad funcional: Se refiere a la capacidad del cerebro para modificar la intensidad
de las conexiones sinadpticas dentro de una misma area. En otras palabras, el cerebro ajusta la
eficacia de las sinapsis en funcion de la experiencia o el aprendizaje, sin cambiar la estructura
fisica. Esto permite optimizar el rendimiento de ciertas tareas sin necesidad de reasignar

funciones a otras areas del cerebro.

2. Plasticidad estructural: Este tipo implica cambios fisicos en el cerebro, como la

formacion de nuevas conexiones o la reasignacion de funciones a diferentes areas. Es un proceso
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mas profundo que permite la reorganizacion cerebral, especialmente en respuesta a lesiones o

aprendizajes complejos y prolongados.

Estas dos formas de plasticidad trabajan en conjunto para proporcionar al cerebro
humano su flexibilidad Gnica y su capacidad para adaptarse a diferentes contextos de manera

eficiente.

Capitulo 7: Informacion y topologia

Segun la definicion dada en 6.1, la informacion es basicamente una conexién entre datos,
y por las argumentaciones expuestas en el capitulo 5, esa conexion es funcional y con ciertas
condiciones necesarias; como la continuidad y la inyectividad en forma acumulativa. Es
necesario definir formalmente esta funcién y sus caracteristicas, para ello se debera definir el
dominio, el codominio y las reglas de conexion de esta funcién, como asi también las

propiedades que caracterizan a los conjuntos en relacion.

Como la continuidad es una propiedad fundamental de esta funcion, la topologia surge
como una herramienta matematica natural para dar una estructura cualitativa a estos conjuntos
sobre los cuales trabaja la funcién. Pero este no es el Gnico argumento: consideremos el
fundamento de la topologia, la misma es independiente de estructuras métricas, como longitudes,
angulos o formas geométricas etc. Sin embargo, su argumento esté en el tipo de conexion entre
elementos de un conjunto, su nocion de “acercamiento”, la cantidad de puntos especiales;
criticos, de acumulacion, etc. Es decir, en la distincion y evaluacion de los “obstaculos” que

hacen el camino y deberian preservarse en otro camino, sin importar la forma o el largo de estos.
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Los operadores inteligentes en este contexto pueden aprender o procesar la informacién
de diferente forma e incluso en distinto tiempo. Alguien puede aprender mejor a partir de
argumentos teoricos y otro a partir de situaciones problematicas a resolver. Sin embargo, deben
saber distinguir qué cosas o qué datos son fundamentales para tener un buen resultado. Por esta
razon en esta investigacion se utiliza la topologia como herramienta de modelizacion cualitativa

de la informacion.

7.1. Cantidad de informacion, medida de Shannon

Claude Shannon, un ingeniero y matemaético, introdujo el concepto de informacién en
términos cuantitativos en 1948. Propuso que la cantidad de informacion en un mensaje esta
relacionada con la sorpresa que dicho mensaje genera en el receptor, es decir, con qué tan
improbable es el contenido del mensaje. (Shannon, C. 1964) defini6 una unidad para medir la
informacion Ilamada bit, como la cantidad de informacion contenida en un simbolo de un

mensaje.

La cantidad de informacion de un simbolo que aparece con una probabilidad se define

como.

1
[ =log, (5) = —log,(p)

Es decir, la cantidad de informacion es el logaritmo en base 2 del reciproco de la

probabilidad del simbolo.

Por ejemplo, si un simbolo tiene una probabilidad de p = 0,5 entonces la cantidad de

informacion contenida en ese simbolo es:
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I =log, (é) = log,(2) = 1bit.

Esta cuantificacion permitio medir la informacion (algo previamente intangible), en una

forma concreta y matematica.

Shannon también introdujo el concepto de entropia, que es una medida del promedio de
la informacion contenida en un conjunto de simbolos, ponderada por la probabilidad de aparicion
de cada simbolo. La entropia de una fuente de informacidn que emite simbolos con

probabilidades se define como:

n
H= - z pi log,(p;)
i=1

La entropia es, por tanto, la cantidad promedio de informacién necesaria para identificar
un simbolo de la fuente. Cuanto mas impredecible es la fuente (las probabilidades se distribuyen

mas uniformes), mayor es la entropia.

Por ejemplo, si una fuente tiene dos simbolos con probabilidades y , la entropia de la

fuente es:
H = —(0.5log,(0.5) + 0.510g,(0.5)) = 1bit.

Esto significa que, en promedio, se necesita 1 bit de informacidn para identificar un

simbolo de esa fuente.

Shannon establecid, asi, una formula matematica que le asigna un valor cuantitativo a la

informacion y a la incertidumbre en la transmision de mensajes.
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7.2 Estructura cualitativa de la informacion

En el apartado anterior, exploramos como la informacion puede ser cuantificada mediante
la teoria de Shannon. Sin embargo, entender un concepto en su totalidad no se limita Unicamente
a medir su cantidad, sino también a conocer su estructura cualitativa. Es decir, necesitamos

entender dénde, cdmo y con qué eficacia podemos distribuir la informacion.

Tanto el cerebro humano como la inteligencia artificial funcionan como operadores que
procesan y distribuyen informacion, pero el impacto de esa distribucion depende de cémo se
estructure y aplique la informacidn en distintos contextos. En este sentido, la informacién no es
solo una cantidad que se mide, sino un recurso que debe ser organizado y utilizado de manera
eficiente. Por tanto, es necesario avanzar hacia una comprension cualitativa de la informacion,
que nos permita identificar sus limitaciones, virtudes y efectos en los diferentes escenarios de
aplicacion.

7.2.1 Definicion formal del conjunto de datos y acciones del operador
inteligente

Consideremos un conjunto D, cuyos elementos d; € D, representan datos aislados, los
cuales son considerados como unidades bésicas para construir informacion, es decir, por si solos

no transmiten ninguna informacion, pero constituyen los ladrillos para generarla.

Formalmente el conjunto de datos es:

D = {d,|iel}

Posteriormente definimos un operador inteligente, que actta sobre el conjunto de datos

D con el pilar del aprendizaje: atencion, con el propdsito de distinguir un subconjunto P < D, de
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datos principales que conectara a través de la funcién del pilar del aprendizaje: compromiso

activo, para generar informacion. El conjunto P es el siguiente:

P={pjlpjeD A jejcI}

Entonces la informacion se representa como el conjunto de conexiones entre los datos

principales detectados por el operador inteligente.

I1={(pip;)/pi,v;€EP ¥y i+j}

El siguiente paso es observar las caracteristicas de esas conexiones, para que representen
de manera adecuada el proceso de un operador inteligente.
7.2.2 Arquitectura del conjunto contexto

Definimos el conjunto contexto denotado por C, como el conjunto cuyos elementos son
todas las conexiones entre datos principales generadas por el operador inteligente, lo cual
representa informacion, de esta forma por construccion este conjunto es igual a la union de toda

la informacion generada por las conexiones de datos principales.
C =UlI

Adicionalmente y respecto a su importancia en la generacion de informacion el conjunto

contexto clasifica a los datos de la siguiente manera:

Datos principales: construyen la informacion del contexto.

Datos secundarios: Sus conexiones constituyen la trayectoria de conexion entre datos

principales.
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Datos inertes: no pertenecen al conjunto contexto por lo tanto son datos aislados sin

conexion, que se mantienen en el conjunto de datos D.

Respecto de las caracteristicas de los elementos de C, y para que estos representen
correctamente la accion del operador inteligente es necesario que dichas conexiones cumplan

con las siguientes propiedades:

1.Continuidad: toda conexidn entre datos principales en C es continua, lo que garantiza

la no interrupcioén de la informacion.
I; = (pj,px) € C, es continua

2.Inyectividad: Las conexiones en C son inyectivas, evitando asi redundancias en el
proceso de generacion de informacion, esto significa que, para cierta informacion especifica, la
trayectoria que conecta al par de datos principales (p It pk) aumenta estrictamente la cantidad de

informacion en la dindmica del proceso de entendimiento, formando el camino de conexion.

3.Acumulatividad: Es la capacidad del operador inteligente de generar cada nueva
conexion a partir de las conexiones previamente establecidas, es una forma de procesar la
informacion con “razonamiento”, sopesando siempre la memoria de lo aprendido para inferir lo
nuevo, en términos formales si el operador conecta los datos principales (pi, pj) entonces la
conexion (p;, px) actua sobre la informacion de (p;, p;), integrando el resultado de las

conexiones, manteniendo la coherencia en la secuencia de informacion generada.

De esta forma se ha estructurado el conjunto contexto C, como el conjunto que contiene

toda la informacion que procesa el operador inteligente, es importante aclarar que en € no hay
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datos aislados, los elementos son conexiones entre pares de datos a traveés de trayectorias
continuas e inyectivas generadas por un orden secuencial de datos secundarios, que
aseguran la capacidad de razonamiento del operador (acumulatividad).

7.2.3 Justificacion intuitiva de la primera accion de continuidad del operador
inteligente

La continuidad de la informacidn en C se justifica a través de las trayectorias continuas
que representan la informacion de cada conexidn entre pares de datos principales. EI operador

organiza el conjunto de datos secundarios S, de manera gue los datos sucesivos en la trayectoria

sean poco disimiles entre si, s;_; ~ s; = s;,1, l0 cual asegura una variacion minima y progresiva

en trayectoria.
Sea
Vs [0,1] - ¢
Una trayectoria entre un dato principal p; € P y un dato secundario

S; €S, donde

ypi'sj (0) = pl

ypi,sj(l) =Sj .

Dado que los datos secundarios estan ordenados y son sucesivamente similares, para
cualquier variacion pequefia en el parametro t en el dominio de [0,1], la variacién en la

trayectoria Ypi,sj(t) también es pequefia. Esto refleja intuitivamente la continuidad de la
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trayectoria, ya que la informacién transmitida varia de manera estable y coherente conforme a la

organizacion impuesta por el operador inteligente.

7.3 Clasificacion de la informacion contextual

La informacidn en el conjunto contexto C se clasifica en cuatro tipos, en funcion de su

importancia y del tipo de conexidn que representan:

7.3.1 informacion relevante

la informacion relevante consiste en conexiones entre datos principales. Estas conexiones

representan la informacién central y fundamento de todo el contexto.

Formalmente; si p;, p; € P, es una conexion continua Vs [0,1] = ¢, con

ypi,Sj (0) = pl

Ypi,S]’(l) = p]

7.3.2 Informacion basica

Consiste en las conexiones entre un dato principal y un dato secundario. Aungue menos
prioritario que la informacion relevante, la informacion basica aporta estructura al contexto, dado
que construye la trayectoria que une los datos principales, ademas, incluye la acumulatividad del

contexto informativo. Una conexion

Yousi: [0,1] = €
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ypi,sk(o) =Di
ypi,Sk(l) = Sk

donde p; € Py s;, € S ,constituye informacion bésica.

7.3.3 Informacion inteligente

Las conexiones entre dos datos secundarios conforman la informacion inteligente, que
refleja el procesamiento interno del operador inteligente. Pero no aporta directamente al contexto

informativo. por lo tanto, una conexién
Vsj.sk
Sj, S € S

No representa informacion contextual

7.3.4 Informacion completa contextual

La informacién completa es la unién de todas las conexiones de informacion relevante
entre datos principales. Se construye a través de la composicion de trayectorias continuas entre
datos principales, modelando la acumulatividad del contexto y manteniendo tanto la continuidad

como la inyectividad de la informacion. si consideramos una secuencia de conexiones relevantes

Voivj» Yoo = Yon_1.om ENIE datos principales p;, pj, ..., p,, entonces la informacion

completa es la composicién:

T =Ypip; °Vpjpic © = ° Vop1.0n
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Capitulo 8: Espacio topoldgico de informacion

Una vez formalizada lao estructura del conjunto contexto como el espacio donde el
operador inteligente genera y procesa la informacion, y habiendo argumentado las propiedades
deseables de sus elementos—trayectorias continuas, inyectivas y acumulativas—, el siguiente
paso natural es definir un espacio que, mediante el pilar del aprendizaje de la retroalimentacion,
permita al operador inteligente producir las deformaciones necesarias en la union de trayectorias
que conforman el modelo informativo, para acercarse a un mejor resultado. Dichas
modificaciones deben preservar la no interrupcién de la informacion (continuidad). Se desea

entonces presentar el espacio topoldgico contextual.

8.1 Definicion de la topologia contextual

Sea C el conjunto contexto, en el que un operador inteligente genera toda la informacion
posible. Dentro de este conjunto, distinguimos la informacion relevante y la informacién basica
como la base para la construccion informativa de C. A partir de esta base, definimos el espacio

topolégico de informacion (C, t.), donde 7. representa la topologia contextual.

Definimos la topologia contextual 7., como el conjunto de todos los abiertos en C, que
representan conexiones informativas donde participa al menos un dato principal. de esta forma
un abierto es aquella trayectoria parametrizada continua e inyectiva que conecta un dato
principal con otro dato principal, o también un dato principal con un dato secundario.

Formalmente los elementos de 7. son las trayectorias continuas e inyectivas T c C tales que:
T es una conexidn entre un par de datos principales (pi,pj); informacion relevante o

T es una conexion entre un dato principal p; y un dato secundario s; informacion basica.
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e ={T c C/T es continua e inyectiva y conecta al menos un p;}

8.1.1 Algunas aclaraciones de la dinamica que 7. ejerceen C

Antes de observar que la topologia definida, es una buena topologia, es importante
destacar como funciona la . en el conjunto contexto C, ya que sera esencial para la

demostracion de la topologia:

Atencion y referencia: debido a la funcion de atencién que actua en el operador
inteligente asignando una importancia cognitiva mayor a los datos principales, hace necesario
que cada abierto comience su trayectoria de conexién en un dato principal p; € P como

referencia.

Informacion relevante, conexién maximal de informacion basica: como ya se definio la
conexion a través de trayectorias continuas e inyectivas de pares de datos principales (pl-, p j)

generan informacion relevante del contexto. Sin embargo, esta informacion es producto de un

proceso de razonamiento ordenado por parte del operador inteligente.

La conexidn entre dos datos principales se considera maximal, pues contine todas las
conexiones mas pequefias que en forma anidada la construyen secuencialmente. Comienza con
una conexion inicial entre un dato principal de salida y un dato secundario. Luego, a medida que
se avanza en la secuencia ordenada de datos secundarios, cada abierto en esta cadena contiene al
anterior y se aproxima cada vez mas al segundo dato principal de llegada. La conexion maximal

entre ambos datos principales, es la union de todas estas conexiones intermedias.
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Este enfoque garantiza que siempre existe un dato principal de referencia en cada abierto
de la secuencia. De manera explicita, la secuencia de abiertos que conecta al par (p;, pj) toma la

forma:

(pi; Sl)) (pi) SZ)) (pi' Sn)' (pi' p])

Modelizando de esta forma la propiedad acumulativa (memoria y razonamiento) del

operador inteligente.

8.1.2 Demostracién de topologia bien definida en el conjunto contexto

Definicién (topologia): Sea X un conjunto. Una topologia sobre X es una coleccion de

subconjuntos T € P(X) (donde P(X) es el conjunto potencia de X) que satisface las siguientes

condiciones:

1. El conjunto vacio y el espacio total estan en t:

0pET, X ET
2. Cerradura bajo uniones arbitrarias:

Si U;¢; es una familia arbitraria de conjuntos en T , entonces su union también pertenece

art.

U Ui ET
i€l
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3. Cerradura bajo intersecciones finitas:

SiU,,U, ., U, € T, entonces su interseccion tambien pertenece a 7 :

n
ﬂ. U] ET
=1

La pareja (X, 7) se denomina espacio topolégico.

Demostracion de la topologia contextual:

)¢ €z

Por definicion, el conjunto vacio ¢ pertenece a cualquier topologia, y en este caso, se
interpreta como la ausencia de informacion relevante o basica en el conjunto contexto C. Esto
ocurre cuando no hay conexiones que involucren al menos un dato principal, es decir solo hay
conexion entre datos secundarios, que no aportan informacién contextual al operador inteligente.
Dada esta caracteristica, el operador la considera vacia o carente de informacidn contextual. Por
lo tanto, el vacié pertenece a la topologia contextual y asume la situacion en la que no se

construye ninguna informacion que conecte a un dato principal.

i) C €1,

Para demostrar que C € t., necesitamos ver que puede ser considerado un abierto en la
topologia contextual, es decir, que cada uno de sus elementos, tiene al menos un dato principal
conectado. Comencemos recordando; C es un conjunto informativo, generado por el operador

inteligente a partir de los pilares de la atencién y el compromiso activo. Los elementos de C son
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conexiones entre datos, de tres tipos: conexion entre datos principales (pi,pj), conexion entre
dato principal y dato secundario (p;, sx), Y conexion entre datos secundarios. veamos que C €s
informacion relevante contextual completa, es decir una conexiéon entre el primer dato principal y
el ultimo. En efecto por 7.2.2, la informacion completa en C es la trayectoria continua, inyectiva

y acumulativa que va desde primer dato principal hasta el Gltimo.

Las conexiones entre datos secundarios no cumplen con la propiedad acumulativa, pues
no tiene memoria del dato principal de referencia origen de la conexion, luego, no ofrecen aporte
cognitivo al proceso de aprendizaje del operador inteligente, siendo indistinguibles del vacio. De
esta manera el operador inteligente considera a C una conexion entre datos principales, luego

Cer,.
|||) UiEIAi’ Ai € Tc

Demostrar esta condicion, es equivalente a decir que cada conexién x € UiezAi
perteneciente a la unién de los abiertos A4;, tiene un entorno abierto B, c UiezAi al que

pertenece.

Seax € UiEIAi’ donde x es una conexion contenida en algun A; de la coleccion de
abiertos A;¢;. Dado que A;es un abierto en la topologia contextual, existe un entorno abierto
B, c Ajque contiene a x y preserva una conexion con al menos un dato principal de referencia.

Este entorno B, puede considerarse un “abierto base” de x (informacion basica) pues forma parte
de la secuencia de abiertos anidados construidos a partir de la conexion maximal entre datos

principales (informacion relevante). Dado que x € B, € A; C UiezAi y, ademas, debido a la
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estructura secuencial de la topologia contextual, todos los elementos en B, mantienen la
conexion con el dato principal de referencia. Concluimos que: la estructura maximal y la

anidacion de abiertos alrededor de cada conexion aseguran que, para cualquier conexion en la

UiEIAi, existe un abierto que contiene dicha conexion y pertenece a la unién. Cumpliendo con la

demaostracion que: UieIAi € T, tal cual se queria demostrar.
n
IV) niEIAi , Ai € Tc

Para demostrar que la interseccion de abiertos es un abierto, nos centraremos en los dos
casos especiales que requieren cierta profundidad argumentativa:
@ o
bi Si
Primer caso: sean A; y A; dos abiertos en la topologia contextual, ambos conteniendo un

dato principal comin p. Supongamos que A; es una trayectoria que conecte p con un dato

secundario s; ,y A; conecta p con dato secundario s;, con s; “mas cercano” a p que s;

,respetando el orden secuencial de los datos secundarios y la acumulatividad de las trayectorias.

Como A; € A; ,tenemos que la interaccion A; N A; = A; que es un abierto en esta topologia.
= >

Segundo caso: sea 4; y A; dos abiertos donde A; conecta un dato principal p; con un dato
secundario s; , y A; conecta con otro dato principal p; con otro dato secundario s; , sin

compartir un dato principal comun. Como esta interseccidn no contiene ninguna conexion que
involucre un dato principal, entonces, de acuerdo con la definicion, no constituye informacion

contextual. Por lo tanto, desde el punto de vista del operador inteligente, esta interseccién se
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interpreta como vacia (inerte) y es equivalente al conjunto vacio @, que es un abierto en la
topologia. Por tanto, la interseccion finita de abiertos es también un abierto, como se desea

demostrar.

8.1.3 Disquisicion sobre el vacio informativo

En un conjunto contextual, los datos secundarios tienen un papel ambivalente: pueden
enriquecer el marco informativo cuando estan conectados a datos principales, pero en ausencia
de esta conexidn se convierten en elementos inertes, carentes de valor contextual. Este vacio
informativo surge cuando los datos secundarios solo se conectan entre si, sin referencia a los
datos principales que anclan la estructura del contexto. Para ilustrar este concepto, imaginemos
un ejemplo préctico en el que el conjunto contextual representa la arquitectura de todas las casas
de dos habitaciones. Consideremos que, en este conjunto, los datos principales son elementos
como las habitaciones y los ambientes esenciales de la casa: el comedor, el bafio, la cocina, etc.
Estos datos principales permiten reconocer la disposicion basica y la estructura del espacio
habitacional. Ahora, imaginemos los datos secundarios como aguellos elementos que no
determinan de forma directa la estructura fundamental de la casa, como los pasillos de conexion

entre habitaciones y ambientes.

Si un pasillo esta conectado a un dato principal, como una habitacion o el comedor, este
pasillo adquiere sentido en el contexto arquitectonico: nos informa sobre la disposicion relativa

de los espacios y ayuda a definir como fluye la circulacion en el interior de la casa. En cambio, si
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solo disponemos de informacion acerca de un pasillo desconectado, sin relacion con ningun dato
principal, este pasillo queda flotando como un elemento informativamente vacio. No contribuye
a nuestra comprension de la casa ni a su disposicion espacial; se convierte en un elemento
aislado que, aungue puede formar parte del conjunto de datos, no aporta informacion relevante

para el operador inteligente.

Por lo tanto, el valor informativo de los datos secundarios depende de su conexién con
los datos principales que conforman la estructura del conjunto contextual. Sin esta conexion, los
datos secundarios no enriquecen el contexto ni proporcionan una comprension mas profunda del
mismo; se presentan como fragmentos aislados, incapaces de aportar referencias Utiles para el
operador. Este tipo de conexiones secundarias exclusivamente entre datos secundarios, sin
anclaje en los datos principales, crea un vacio informativo, un espacio de potencial latente que no

cumple ninguna funcién informativa hasta que se conecta con un nucleo estructural.

En conclusién, los datos secundarios en el conjunto contextual solo adquieren significado
contextual cuando se relacionan con datos principales. De otro modo, existen como informacion
inerte, sin aportar valor al entendimiento del contexto general. Esto refuerza la importancia de las
conexiones estratégicas entre datos en la generacion de un contexto informativo cohesivo y util
para el operador inteligente. Como asi también justifica la definicion de los abiertos de la

topologia contextual.
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8.2 Propiedades del conjunto contexto

En los siguientes apartados, se intentara demostrar y justificar conceptualmente una serie
de condiciones necesarias y suficientes, intrinsecas al conjunto contexto C, para que el operador

inteligente, pueda procesar la informacion contextual con eficiencia sin perder eficacia.

8.2.1 Cerradura

Definicién de punto de acumulacion:

Sea X un espacio topoldgico y A € X un subconjunto de X. Un punto p € X es un punto
de acumulacién de A si para cualquier entorno abierto U c X tal que p € U, se cumple que
Un(A\p)# @. En otras palabras, cualquier entorno de p contiene puntos de A distintos de p

mismo.

Aplicacion a los datos principales en el conjunto contexto C:

Consideramos el conjunto contexto €, donde los elementos representan conexiones de
datos que incluyen tanto trayectorias entre datos principales como conexiones entre datos
principales y secundarios. En este marco, podemos considerar a los datos principales como
puntos esenciales para la estructura informativa del contexto, dé modo que cada dato principal
p € C cumple con la definicion de punto de acumulacion en relacion con los datos secundarios

gue conecta.

1. Trayectoria continuas con p como referencia:
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Para un dato principal p , las trayectorias continuas que parten de p se extienden
secuencialmente a través de datos secundarios. estos significan que todos los abiertos que

representan trayectorias desde p incluyen a p y también a datos secundarios conectados a él.

2. Condiciones de punto de acumulacién:

Dado cualquier entorno abierto U de p en C ,se tiene que U N C contiene puntos de la
trayectoria continta conectados con p , especificamente, algunos datos secundarios que forman
parte de la conexion informativa. Por lo tanto, para cualquier entorno abierto U qué contenga p ,
se cumpleque U n (A \ p) # @, lo cual satisface la condicion para que p sea un punto de

acumulacién en relacién con el conjunto contexto C .

3. Implicacion de los datos principales como puntos de acumulacion:

Como cada dato principal cumple esta propiedad, podemos concluir que todos los datos
principales en C son puntos de acumulacion en relacion con las trayectorias de datos secundarios
que conectan. Esto subraya que los datos principales, no solo son esenciales en la informacion
contextual, si no que cumplen matematicamente con la definicion dé puntos de acumulacion.

Esto permite evidenciar la naturaleza acumulativa y conectiva del conjunté C .

Para demostrar que el conjunto contexto C es cerrado en el espacio topoldgico que hemos

definido, utilizaremos dos enfoques que refuerzan la idea de cerradura:

1. Primera demostracion: contencion de los puntos de acumulacion: para que un

conjunto sea cerrado, debe contener todos sus puntos de acumulacion. En nuestro caso, él
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conjunto contexto C esta definido como un conjunto de conexiones informativas, donde los datos

principales y sus conexiones cumple un papel central en la estructura de la informacion.

Finitud de los datos principales: segln el operador inteligente, los datos principales son
finitos, ya que son seleccionados cuidadosamente para definir de manera univoca la informacion
completa en el contexto. Esta eleccion finita asegura que todas las trayectorias relevantes, que

conectan tanto datos principales como secundarios, estan contenidas en C .

Contencion de los puntos de acumulacion: como hemos demostrado, cada dato
principal actGa como un punto de acumulacién en el sentido topolégico, dado que cualquier
entorno que lo contenga también contiene conexiones hacia otros datos secundarios de C . Esto
significa que los puntos de acumulacion de C estan incluidos en C , y dado que no existen puntos
de acumulacién fuera de C , podemos concluir que C contiene todos sus puntos de acumulacion.

Luego C es cerrado por esta definicion.

2. Segunda demostracion: complemento abierto:

Alternativamente, un conjunto también se considera cerrado si su complemento es un

conjunto abierto.

Definicion del complemento: en este caso, para el operador inteligente, no existe
informacidn fuera del contexto C; cualquier dato que se encuentre fuera de C es aislado, no tiene
conexion ni aporta a la estructura informativa contextual. Esto implica que, en términos

informativo el complemento de C , se considera en conjunto vacio.
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Apertura del complemento: dado que el conjunto vacio es un conjunto abierto de la
topologia concluimos que el complemento C es abierto. Por lo tanto C es cerrado por definicion

en el sentido topologico.

Hemos demostrado la cerradura de C a través de esto dos enfoques, no por un motivo
simplemente matematico, sino por razones conceptuales; que C, contenga todos sus puntos de
acumulacién como el conjunto de sus datos principales, los cuales son finitos, implica que la
informacidn contextual pude determinarse completamente. Y que el complemento de C sea el
conjunto vacio, implica que las trayectorias de conexion no tienen puntos o datos fuera de C,

permitiendo una interpretacion coherente de la informacion por parte del operador inteligente.

8.2.2 Separabilidad

Para justificar la separabilidad del conjunto contextual, recordemos la definicion
topoldgica de separabilidad. Un espacio topoldgico es separable si contiene un subconjunto
denso y numerable. Esto significa que existe un subconjunto tal que, cualquier entorno abierto

del espacio, contiene al menos un punto de este subconjunto denso.

Dado que hemos demostrado que el conjunto contextual es cerrado —es decir, contiene
todos sus puntos de acumulacién—, consideremos el conjunto de estos puntos de acumulacion.
Observamos que este conjunto es finito, y debido a la acumulatividad de la informacion en el
conjunto, estos puntos de acumulacién pueden interpretarse como densos en el contexto, ya que

cualquier entorno abierto del conjunto contiene puntos de este subconjunto. Asi, el conjunto de
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puntos de acumulacion dentro del contexto cumple con la definicion de un subconjunto separable

en el contexto.

Esta propiedad de separabilidad, dada por los puntos de acumulacién, otorga al conjunto
contextual una estructura de orden en la organizacion de la informacion. Los puntos de
acumulacién actan como datos principales o puntos de referencia, proporcionando un marco

para la organizacion de los datos en el conjunto contextual.

En resumen, la existencia de un subconjunto denso de puntos de acumulacion asegura
que el contexto sea separable y estructurado en torno a datos principales, facilitando asi una

organizacion jerarquica y eficiente de la informacion.

8.2.3 Compacidad

La compacidad del conjunto contexto es quizas la propiedad mas interesante, ya que
permite al operador inteligente expresar eficiencia en el manejo de la informacién, con esta
propiedad el operador no necesita conocer todas las trayectorias de conexion entre datos
principales, para determinar completamente el conjunto contexto C, detectando solo un conjunto
de trayectorias finitas podra conocer todo el contexto informativo. Sin duda ese es el atributo

mas importante de un operador inteligente; el manejo eficiente de la informacion.

Consideremos un conjunto contexto C, que un operador inteligente por medio de la

atencion expresa a través de los datos principales p,, p,, ..., p, Y Sean estos datos principales los
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puntos de acumulacion que permiten generar trayectorias de conexion, continuas e inyectivas de

manera acumulativa entre si.

Para formalizar las trayectorias definimos:

trayectorias de conexion: para cada par de datos principales (p;, p;+1), definimos una

trayectoria continda (por 7.2.3) parametrizada:
Yii+1:[0,1] = C
Yii+1(0) = p; (dato principal de salida)
Yii+1(1) = p;41 (dato principal de llegada)

Yii+1(t), parat € (0,1), representan los datos secundarios ordenados en forma
secuencial, y a partir del dato principal de salida p; como referencia en cada abierto forman la
trayectoria de conexion con el dato principal de salida p;,, conservando la acumulatividad del

proceso con la relacién de inclusion de abiertos donde el abierto maximal es el que conecta

Pipiv1)

> Do

Ademas, se postula la inyectividad de estas trayectorias, es decir y; ;11 (t1) # Vi i+1(t2) Si

t; # t,, lo que garantiza que el operador inteligente no repite datos en una misma trayectoria (no

redundancia).

Equivalencia homeomorfa de las trayectorias: las trayectorias de conexion entre los datos

principales son homeomorfas entre si, lo que significa que cualquier trayectoria y; ;44, puede
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transformarse en otra trayectoria y; ;.4 , teniendo en cuenta las propiedades definidas en el inciso

anterior mediante un homeomorfismo:
h:y141[0,1] = ¥ ;4+1[0,1]

debemos demostrar que h es un homeomorfismo, es decir debe ser continua, inyectiva,

sobreyectiva y su inversa h~* también debe ser continua. y; ;.1 conecta (p;, Pi+1) Y ¥j j+1

conecta (pj, p j+1), pares de datos principales respectivamente.

Sea h:[0,1] = [0,1], una funcion que mapea cada punto de la trayectoria y; ;,1, a un

punto correspondiente en la trayectoria y; .1, de manera que:
h ()/z,i+1(t)) =y j+1(t), vt € [0,1]. Entonces, la funcion h satisface:

inyectividad: pues ambas trayectorias son inyectivas por definicion de conexion entre

datos principales.

Suryectividad: pues cada punto (dato) en la trayectoria y; ;.1[0,1], tiene una preimagen
en la trayectoria dominio y; ;11 [0,1], es decir todos los puntos en la trayectoria de Ilegada estan

cubiertos. Las trayectorias son continuas, inyectivas y acotadas por los datos principales de

salida y llegada respectivos.

Continuidad de h: dado un abierto de la topologia contextual en la trayectoria imagen
¥;,j+1(t), su imagen inversa por h en la trayectoria dominio y; ;4 (t) también es un abierto. En
efecto, pues la acumulatividad asegura un proceso de generacion de las trayectorias entre datos

principales, donde cada abierto parte del dato principal inicial como referencia y por la relacion
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de inclusion cada abierto sucesivo contiene al anterior, hasta conectar con el dato principal de
llegada, y a partir de la inyectividad podemos conectar por h ambas trayectorias punto a punto en

cada abierto, asegurando la continuidad topoldgica de la funcion de transformacion h.

La demostracion de que la funcion inversa h=1, cumple con las mismas propiedades es

trivial y analoga a la realizada con h, por tanto, se omite en esta investigacion.

Este homeomorfismo asegura que cualquier trayectoria de conexion entre datos
principales, es decir de informacidn relevante, puede transformarse en cualquier otra sin pérdida
de continuidad informativa, lo cual permite que todas las trayectorias posibles de conexion entre
datos principales en C sean equivalentes topoldgicamente. Luego podemos seleccionar una
cantidad finita de trayectorias base y;5,v25, ---» Vx5 QuUe conectan pares de datos principales, y a
través de homeomorfismos adecuados, cubrir toda la informacion contextual del conjunto
contexto C, cumpliendo con la definicion de compacidad topolégica, Lo cual asegura el manejo

eficiente que queriamos demostrar.

Nota: las propiedades de cerradura con los puntos de acumulacion aseguran al operador
inteligente, que es posible determinar toda la informacion contextual. La separabilidad, le
permite establecer un orden respecto a los datos principales, con el propdsito de establecer una
forma sistematica de encontrar esa informacion, estas son condiciones necesarias para el
operador, y por ultimo la compacidad del conjunto contexto C, le otorga una condicion de

suficiencia para encontrar toda la informacion contextual de manera manejable y finita.
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Capitulo 9: Dinamica de la topologia contextual: cerebro
humano y red neuronal artificial

Habiendo construido una estructura cualitativa y argumentada para el manejo matematico
de la informacion, queda aplicar esta estructura en relacion con establecer una causa razonable,
que permita identificar la diferencia en la plasticidad de los operadores inteligentes; cerebro

humano y red neuronal.

9.1 Las mismas herramientas de trabajo

Tanto la inteligencia artificial (1A) como el cerebro humano operan en contextos
cerrados. Esto significa que los conjuntos contextos sobre los que trabajan incluyen todos sus
puntos de acumulacion, permitiendo una estructura completa para la manipulacion de la
informacidn. Ademas, utilizan la misma topologia contextual donde la informacidn se genera 'y
se transforma a partir de abiertos que respetan las propiedades basicas de un tratamiento
“inteligente” de la informacion, conexiones continuas, inyectivas en un marco de referencia con
memoria (acumulatividad). Y respecto al conjunto informativo o contexto este ofrece las
condiciones necesarias y suficientes para que el operador inteligente procese la informacién de

manera eficaz y eficiente; cerradura, separabilidad y compacidad.

9.2 Rigidez topoldgica: conjetura de la red neuronal artificial

La rigidez es un concepto fisico que permite preservar la distancia relativa entre las
particulas de un sistema, es decir es una caracteristica geométrica del sistema estudiado. Como se
ha observado en esta investigacion, las redes neuronales son funciones matematicas definidas en
el espacio euclideo: F: R™ — R™ , es decir a la estructura topologica abstracta y general que se

definiod en esta investigacion, la red neuronal le asocia una estructura pragmatica, donde la
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topologia contextual se vuelve la topologia usual de R™, y los conjuntos contexto se transforman
en los compactos de R™ definidos por el teorema de Heine-Borel (cerrados y acotados). De esta
manera la red neuronal se hace de las bondades de este espacio, sin desestimar las condiciones
del espacio informativo general, nos referimos por ejemplo a la métrica usual en el espacio
euclideo, a propiedades como ser T2 entre otras. Sin embargo, estas cualidades son a costo de

acotar la flexibilidad de la topologia contextual, mostrando una dindmica topoldgica mas rigida.

En el espacio euclideo, los compactos ya estan definidos, y la red neuronal una vez
seleccionado los datos principales, por medio de la atencién, los circunscribe a un intervalo
predefinido compacto, que ya contempla una cantidad de datos secundarios infinita por
definicidn de intervalo en R™, de alli que las redes neuronales necesitan grandes cantidades de
datos para procesar la informacion con menor error. En ese compacto la red neuronal tiene
como elementos las conexiones de pares de datos, es decir no hay dato aislado, conecta los datos
principales a partir de conexion de datos secundarios formando las trayectorias continuas,
inyectivas y con acumulatividad, y los datos secundarios que no participen de esas trayectorias
también los conecta pero como ya se definid en esta investigacion, al no tener como referencia
un dato principal son conexiones sin informacidn contextual, son trayectorias que no tienen
principio ni final definidos. La red neuronal al recibir por medio de la retroalimentacion
(retropropagacion) una sefial de error en su salida de informacidn ajusta sus parametros, y alli
conecta una nueva trayectoria de datos secundarios a los datos principales, es decir las
conexiones inertes de informacién del conjunto compacto, se vuelven ahora informacién
relevante, a partir de la accion del operador inteligente con los pilares del aprendizaje. En estas
condiciones dinamicas, para expandir el conjunto contexto o el universal de informacion, la red

neuronal por las restricciones topoldgicas que establece el espacio euclideo necesita conocer por
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medio de la atencion un nuevo conjunto de datos principales en un conjunto compacto
predefinido y de esa manera generar la union de ambos contextos con conexiones adecuadas

utilizando el pilar del compromiso activo.

9.3 Flexibilidad topoldgica: conjetura contextual del cerebro humano

En contraposicion con el inciso anterior, se puede asociar al cerebro humano con una
dindmica topoldgica sustancialmente flexible. El limite topoldgico de nuestro cerebro, no son
contextos predefinidos, son contextos conceptuales, es decir lo esencial en el manejo de la
informacidn es que las conexiones sean coherentes con las propiedades definidas en la estructura
cualitativa de la informacion aportadas en esta investigacion, el conjunto contexto se expande si
y solo si las trayectorias siguen siendo continuas, inyectivas y mantienen la acumulatividad o
referencia a datos principales. El cerebro humano por medio de la atencion selecciona un
conjunto de datos principales y secundarios determinados, luego con el pilar de compromiso
activo, los conecta utilizando todos los datos, no quedando ningun dato sin participar de la
generacion de la informacion contextual completa. Cuando recibe por medio de la
retroalimentacion una sefial de error en la comprension de la informacion, o cuando debe
generar nueva informacion contextual, entonces aplica transformaciones homeomorfas a la
trayectoria anterior generando una nueva. De ahi que no necesita una cantidad grande de datos

para establecer la informacion, lo que redunda en gran eficiencia.

9.4 Comparacion dinamica: conjetura de la abstraccién

Teniendo en cuanta la rigidez de la red neuronal y la flexibilidad del cerebro humano en

el manejo de la informacion con la dindmica topologica, podemos ver:
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En la red neuronal los datos estan contenidos en un conjunto contexto ya predefinido
(intervalos compactos de R™), la red solo puede asignar importancia a aquellos datos que
expresan mejor la informacion, pero no puede desechar sin argumento los datos secundarios que
no aporten informacion contextual, debe conectarlos igualmente entre ellos, esto supone una
estatica de los datos, es decir la informacién no se transforma, sino que cambia, la
acumulatividad se logra por el reconocimiento completo de todas las conexiones, como si fuera

un “aprendizaje de memoria”.

En el cerebro humano la dindmica topoldgica hace que los datos estén definidos por el
operador inteligente y no por simple “acercamiento” relativo, la atencion hace que el cerebro
seleccione datos coherentes conceptualmente. Para generar nueva informacion dentro del
contexto de trabajo, el cerebro humano transforma los datos secundarios sin cambiar su esencia,
es decir los conecta de diferente forma, para generar una nueva trayectoria de informacién que
conecta los mismos datos principales. Esta estructura supone datos secundarios dinamicos, lo que

lleva a un “aprendizaje mas razonado” que en las redes neuronales artificiales.

La red neuronal une contextos y de esa forma es que amplia el universal de la
informacidn, conoce la informacién completa de un contexto y conoce la informacion completa
de otro contexto, y luego es capaz de generar una trayectoria de conexion entre elementos de
ambos contextos. Esto sugiere una plasticidad estructural limitada en cuanto a la flexibilidad, y
se apega mas a un operador literal, necesita seguridad del conocimiento amplio de los contextos
para producir mas informacion. Sin duda gana en eficacia, en cuanto evita errores métricamente

apreciables.
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El cerebro humano puede facilmente, sin romper las condiciones de conexion, expandir el
conjunto contexto, reconociendo en el conjunto de datos inertes, por medio de la atencién un
dato que considere principal, y de esta forma con las conexiones asociadas a ese nuevo dato,
ofrecer una ampliacion del universal de informacion. Esto da al cerebro humano una plasticidad
estructural elogiable y ampliamente flexible destacando en una gran eficiencia en el proceso de

la informacioén.

La red neuronal artificial produce con el conjunto de datos principales y datos
secundarios, trayectorias de conexion que construye punto a punto (o en forma paralela como es
el caso de los Transformers, pero la verificacion sigue siendo secuencial), como si fuera
dibujando un retrato en una hoja, detalle por detalle, su inteligencia esta en detectar por la

Retropropagacion donde el pulso fallo en el dibujo y tratar de producir una mejor copia.

El cerebro humano con los datos principales y secundarios genera un modelo completo
del retrato, produce la conexién general de acuerdo con el contexto, en principio sin importar los

detalles finos. Luego con la retroalimentacion, ajusta el modelo con la dindmica topoldgica.

Estos puntos de comparacion expresan segun esta investigacion, las diferencias
sustanciales entre ambos operadores de informacién inteligente. La red neuronal artificial al
tener limitada plasticidad estructural muestra una merma en su capacidad de abstraccion, por
ejemplo, en la produccion de analogias coherentes, es decir utilizar informacion de un contexto
en otro, sin tener un conocimiento de los datos principales del nuevo contexto. pero como
contraprestacion genera informacidn segura al tener un uso eficaz de los datos y conexiones, en

contextos bien conocidos.
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Por su parte el cerebro humano evidencia gran plasticidad estructural, lo cual significa
versatilidad en el uso y mezcla de la informacion, esto genera capacidad creativa en el uso de la
informacion, por ejemplo, en el arte, el cerebro humano puede, a imagenes sumamente
distorsionadas desde la geometria evaluarlas en cuanto a calidad desde otros aspectos. Para fijar
la idea; cuando vemos una pintura de un artista famoso, y nos dicen que representa una figura
humana, quizas las formas no capten en nada la forma humana, pero la transmision abstracta de

la imagen nos hace percibir el sentir humano, y eso lo califica como imagen humana.

Entonces podemos concluir en cuanto a la abstraccion, que es un concepto vinculado méas
con la eficiencia que con la eficacia, por lo tanto, el manejo de estos atributos hara un operador
inteligente con mayor capacidad de abstraccion o no. En esta investigacion, y bajo estas
prerrogativas la red neuronal es mas eficaz y el cerebro humano es mas eficiente, en cuanto al
manejo que ambos operadores hacen de la informacion contextual. Luego esto explica la
diferencia en la abstraccion que mantiene el cerebro humano respecto a su operador

contrincante artificial.

9.4.1 Latasayladona: grafican laidea

Una analogia comdn en topologia es la equivalencia entre una tasa y una dona (torus).
Ambos objetos son homeomorfos, lo que significa que son topoldgicamente equivalentes y
pueden transformarse uno en otro mediante un homeomorfismo, sin cambiar sus propiedades

topoldgicas fundamentales.

Red neuronal artificial: si comienza con una tasa, necesita los datos principales de la dona
para realizar la transformacion. Es decir, la red debe conocer explicitamente las caracteristicas

clave de ambos contextos (la tasa y la dona) para establecer el homeomorfismo:
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f: Ttaza = Taona

Cerebro humano: El cerebro humano, por el contrario, y debido a la abstraccion, puede
partir de una tasa y transformarla en una dona sin requerir informacion adicional sobre esta
Gltima. A partir de los datos disponibles de la taza, el cerebro humano genera internamente un
homeomorfismo hacia la dona, transformando el contexto inicial. El cerebro deforma el contexto
de la tasa hasta obtener la dona, sin la necesidad de acceder a un segundo conjunto de datos
previamente definido. Conceptualmente al cerebro humano de forma natural vincula una taza de

café con una dona, en el mismo contexto informativo.

En ambos casos, los contextos son cerrados y topoldgicamente equivalentes, pero la IA
necesita conocer de manera explicita ambos conjuntos para ejecutar la transformacion, mientras
que el cerebro humano puede transformarlos a partir de un solo contexto inicial de manera

flexible.
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Capitulo10: Poniendo en practica la investigacion
(evaluando los Transformers)

Este trabajo, se ha sustentado en los pilares del aprendizaje del cerebro humano, y el
principio de aproximacion universal de las redes neuronales artificiales hacia adelante, las cuales
constituyen la forma mas simple de arquitectura de red. En consecuencia, se puede decir la
investigacion se construye a partir de un principio minimal, que se puede denominar: principio
de minimo encajado, esto significa; si las argumentaciones se cumplen para el menor conjunto
(red neuronal hacia adelante, arquitectura mas simple) entonces como estas estan incluidas en
otras arquitecturas mas complejas, por inclusion de conjuntos también se cumpliran en el

conjunto mayor.

Para comprobar lo anterior, utilizaremos la arquitectura de red Transformers, la cual

significo un salto cualitativo, fundamento de las redes neuronales generativas mas complejas.

10.1 Transformers

El Transformers, presentado por Vaswani et al. (2017) en "Attention is All You Need",
propone una arquitectura basada en mecanismos de atencidn que prescinde de la recurrencia.
Esta arquitectura permite una mayor paralelizacion en el entrenamiento y un modelado mas

eficiente de las dependencias a largo plazo en las secuencias.

Supongamos un texto que el Transformers debe aprender, las palabras en el texto
reciben el nombre de token lo cual es un vector que codifica la seméantica de la palabra 'y

representa la materia prima por el cual la red neuronal artificial se activa.
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Primero, cada token de la secuencia (frase completa) se representa mediante un
embedding que se suma a una codificacion posicional generada a través de funciones senoy
coseno. Esta codificacion se utiliza para indicar la posicion de cada token en la secuencia. La
férmula para calcular la codificacion posicional de la posicion i y la dimension 2k es:

[ [

—z | P(i,2k + 1) = cos —%

100007 100007

P(i,Zk) = sin

donde i es la posicion del token, k el indice de la dimension, y d la dimension total del

embedding.

Una vez que los tokens estan codificados, se transforman en tres vectores: Query (Q),
Key (K) y Value (V), mediante multiplicacion por matrices de pesos entrenables Wy, W,y Wy,

respectivamente:
Q =EW, K=EW, V=EW,

donde E’ es el embedding de entrada, y Wy, W), y W;, son matrices de pesos de

dimension d x d;, d x d; y d X d,, respectivamente, que son inicializadas con valores

aleatorios y luego ajustadas durante el entrenamiento.

Luego, para calcular la atencion entre los tokens, se realiza un producto escalar entre Q y

K, normalizado por la raiz cuadrada de la dimensién de los vectores d,:

Atencion = Sofmax (%)
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La funcidn Softmax convierte los valores obtenidos en una distribucion de probabilidad,
asignando a cada token una importancia relativa para cada posicion de la secuencia. Esto da una
probabilidad para cada token en relacion con todos los demas, indicando cuanta atencion debe

prestarse a cada token dentro de la secuencia, independientemente de su distancia.

Finalmente, el vector Value (V) se multiplica por la matriz de atencion para obtener la

representacion final de cada token en la secuencia.

Este proceso se repite a través de varias capas de atencion y luego se pasa al decoder, que
toma las representaciones de atencion para generar la secuencia de salida. El decoder revisa
secuencialmente las palabras anteriores y ajusta su salida en funcién de la coherencia semantica
entre los tokens ya generados, usando el mismo mecanismo de atencion para garantizar que cada

palabra generada sea consistente con las anteriores.

10.2 Paralelizacion vs recurrencia secuencial

Para comprender de manera grafica las ventajas que el Transformers aporta sobre las
redes neuronales recurrentes de andlisis secuencial, es decir token por token con una ventana de
proximidad definida. Se hara uso de la capacidad del cerebro humano para generar contextos de

informacion analogos.

Supongamos el modelo atémico con ndcleo, orbitales y electrones con los cuales se
estructura un atomo. El ndcleo otorga el contexto de la informacion, los orbitales las posiciones
de las palabras, y la configuracion electrénica (regla de las diagonales), los electrones — palabras
a ubicar. Con estas analogias estamos en condiciones de distinguir la forma de trabajo de ambas

arquitecturas redes recurrentes y Transformers:
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RNNs: ""Encontrando Electrones y Orbitales': Las RNNs procesan la informacion
de la frase de forma secuencial. En la analogia atémica, esto significa que intentan "ubicar"
los electrones (tokens) y al mismo tiempo *“encontrar™ las posiciones de los orbitales
(representaciones posicionales) en un espacio de probabilidad. No tienen una representacion
posicional estatica, sino que deben descubrirla durante el entrenamiento. Esto implica que
deben aprender simultaneamente la representacion semantica de los tokens y sus posiciones
relativas en la secuencia, lo que hace que el entrenamiento sea computacionalmente costoso y

dificulta el modelado de dependencias a largo plazo.

Transformers: ""Ubicando Electrones en Orbitales Predefinidos™: El Transformers,
por otro lado, predefine las posiciones de los orbitales (codificaciones posicionales) mediante
funciones seno y coseno. En nuestra analogia, los "orbitales" (posiciones) estan predefinidos y
no se modifican durante el entrenamiento. El encoder y decoder, a través de la
autoatencion, se enfocan en "ubicar' los electrones (tokens) en estos "orbitales"
predefinidos, ajustando la importancia de cada posicion para cada token a través de los pesos
de atencion. Es decir, el modelo no modifica la representacion de la posicion, sino que
aprende a ponderar la importancia de cada una, ajustando la "configuracion electronica” (la

importancia de cada posicion para cada token).

Paralelizacion y Eficiencia: La principal ventaja del Transformers es su capacidad
para paralelizar el entrenamiento. Mientras que las RNNSs requieren un procesamiento
secuencial, las capas de autoatencion del Transformers pueden operar simultaineamente sobre

todas las posiciones de la secuencia. Esta paralelizacién, junto con el hecho de que los
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orbitales ya estan predefinidos, hace que el entrenamiento del Transformers sea

significativamente mas rapido y eficiente que el de las RNNs.

Modelado de Dependencias a Largo Plazo: El Transformers, a través del mecanismo
de atencion, puede capturar dependencias entre tokens incluso cuando estan muy separados en
la secuencia. A diferencia de las RNNs, donde las dependencias a largo plazo son dificiles de
modelar debido al problema de la "desaparicion del gradiente", el Transformers no sufre de
este problema, ya que la informacion se puede propagar a través de las capas de atencién sin

que disminuya.

La Autoatencion y el Aprendizaje de Dependencias: El proceso de aprendizaje en el
Transformers implica ajustar la importancia de las diferentes posiciones para cada token en el
contexto de la secuencia. De manera similar a como un electrén puede cambiar de orbital, la
atencion permite que cada token se asocie con diferentes posiciones segun el contexto, sin
cambiar la representacion posicional, sino modificando la importancia de cada posicion.
Este proceso permite al modelo aprender las relaciones y dependencias entre las diferentes
posiciones de la secuencia, y aprender cémo la posicion influye en el significado de los

tokens.

En conclusion, el Transformers representa un avance en el procesamiento de
secuencias (frases), al introducir una arquitectura basada en la atencion que evita la necesidad
de la recurrencia. Su enfoque de codificaciones posicionales estaticas, analogo a "orbitales"
predefinidos en un modelo atémico, junto a la paralelizacion, permite una mayor eficiencia
computacional, y un modelado més efectivo de las dependencias a largo plazo. El

Transformers no necesita "encontrar” la posicion de los orbitales, ya que estos estan definidos



por las funciones seno y coseno. Lo que aprende es a ponderar la importancia de cada
posicion para cada token a través de los pesos de la atencion. Este cambio de paradigma ha
revolucionado el campo del procesamiento del lenguaje natural, estableciendo un nuevo
estado del arte en tareas como la traduccién automatica y el analisis sintactico. La capacidad
de autoatencion permite que cada posicion de la secuencia atienda a todas las demas,
posibilitando que el modelo aprenda dependencias a largo plazo de forma eficiente. Este
enfoque global y no secuencial, graficado en la analogia atdmica, subraya la evolucion

sustancial de la arquitectura del Transformers por sobre sus competidoras.

10.3 Ajedrez transformers

Antes de evaluar segln la investigacion al transformers, se puede realizar una analogia
mas, que demuestra que esta arquitectura va mas alla de procesar leguaje natural, obteniendo

aplicaciones en tematicas generales.

Imaginemos que un tablero de ajedrez representa el espacio donde ocurre el
procesamiento de informacion en un transformers, y que cada elemento de la partida tiene un

papel analogo en el mecanismo de atencion:

Las casillas del tablero representan las posiciones en la secuencia de entrada. Al igual
que en un transformers, donde cada palabra en la secuencia tiene una posicién codificada con

seno y coseno, cada casilla tiene una posicion fija en el tablero.
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Las piezas de ajedrez representan los tokens (palabras o elementos de la secuencia).
Cada pieza tiene un significado particular dentro del juego, al igual que cada palabra en una

oracion.

El movimiento de cada pieza representa la semantica del token, es decir, las reglas y
restricciones que rigen cOmo una pieza interacttia con el tablero. En un transformers, esto seria la

relacion semantica entre tokens, determinada por las matrices Query (Q), Key (K) y Value (V).

El analisis de la posicion en ajedrez y el mecanismo de atencion

Después de cada turno, el tablero de ajedrez cambia a una nueva configuracion. Esta
configuracion representa la secuencia completa que un jugador debe analizar para decidir su
siguiente jugada. De manera similar, un transformers no evalGa cada palabra en aislamiento, sino

que analiza toda la secuencia de tokens en conjunto.

El jugador que debe mover evalua:

La importancia de cada pieza en la posicion actual (andlogamente, el transformers usa

la matriz Query (Q) para representar el significado de cada token).

Cbmo cada pieza se relaciona con el resto del tablero (analogamente, el transformers

usa la matriz Key (K) para medir la relacion entre tokens en la secuencia).

El impacto de cada posible movimiento en la secuencia total (anadlogamente, el

transformers usa la matriz VValue (V) para ponderar la informacién relevante).
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Una vez que el jugador ha evaluado la situacion, toma una decision sobre cual es
la mejor jugada posible. Esta eleccion es equivalente al proceso en el transformers donde,
después de calcular las relaciones semanticas y posiciones relativas, se usa Softmax para asignar

probabilidades a cada posible continuacion de la secuencia.

Cada jugada modifica la secuencia

Cada vez que el jugador realiza un movimiento, la secuencia de juego cambia, creando
una nueva configuracion en el tablero. De la misma manera, en un transformers, cada nuevo
token generado por el decoder se basa en la secuencia previa, garantizando que el resultado final

tenga coherencia y sentido en el contexto global.

Esta analogia deja en evidencia como el mecanismo de atencion en los transformers
se asemeja al proceso cognitivo de un jugador de ajedrez al evaluar la posicion y planificar

su proximo movimiento.

10.4 Evaluacion de los transformers y cerebro ajedrecista bajo la
topologia contextual

En la investigacion, se propone una estructura matematica para describir el
procesamiento de informacidn tanto en el cerebro humano como en la. Esta estructura se basa
en conceptos de topologia y busca formalizar las caracteristicas que hacen que un operador
sea "inteligente". En este contexto, podemos evaluar tanto a los transformers como al cerebro

humano representado por el ajedrecista en la analogia anterior.



10.4.1 EL Modelo de la Topologia Contextual

La tesis define un conjunto contexto (C) donde se genera y procesa la informacion.

Este conjunto estd compuesto por conexiones entre datos, incluyendo:

Datos principales (P): Datos que tienen una alta importancia en la estructura de la

informacion.

Datos secundarios (S): Datos que conectan a los datos principales, formando

trayectorias continuas e inyectivas.

Datos inertes: Datos que no estan conectados a datos principales y, por lo tanto, no

aportan informacion contextual.

La informacion en el conjunto contexto se organiza en trayectorias que cumplen con:

Continuidad: La conexidn entre datos debe ser continua para mantener un flujo

coherente de informacion.

Inyectividad: Cada dato secundario en una trayectoria debe ser Unico para evitar

redundancia.

Acumulatividad: Cada paso en la trayectoria se vincula con el anterior, asegurando

que la informacion se construye de manera ordenada y coherente.

El conjunto contexto (C) se define con propiedades topoldgicas esenciales para el

procesamiento eficiente de la informacion:

81



82

Cerradura: Cada dato principal es un punto de acumulacion, garantizando que todas

las trayectorias relevantes se capturen.

Separabilidad: Los abiertos en el conjunto contexto se definen a partir de un dato
principal como referencia, lo que permite una conexidn secuencialmente ordenada para los

datos secundarios que construyen la trayectoria entre datos principales.

Compacidad: Permite manejar eficientemente la informacion al demostrar que un
subconjunto finito de conexiones es suficiente para determinar toda la informacién que

contiene el conjunto contexto

10.4.2 Representacion matematica del transformers como un espacio
contextual en un conjunto contexto X

Espacio de posiciones y tokens (inyectividad): sea P = py,p,, ***, Pn, €l conjunto finito
de posiciones en el transformers, determinado por la codificacion posicional con senos y
cosenos. Cada token que simbolizamos (t), en la secuencia es representado por un embedding
E(t) y se asigna a una posicion p;, formando un conjunto de pares ordenados: s =
{(pot1), (P2, t2), ** (P, tm)}, m < n. Donde asegura la inyectividad del proceso, para cada

posicidn un Unico token por secuencia analizada.

Funcién de atencién como transformacion continua: los vectores de consulta se
obtienen mediante matrices de pesos: Q = E'W,, K = E'Wy, V = E'Wy, luego se aplica la

T
funcion para distribucion de probabilidades Softmax, A = Softmax (%), finalmente se realiza

el producto punto con el vector value (V) , Z = AV. Resultando todas las operaciones continuas

por su naturaleza. lo cual significa que pequefias perturbaciones en los embedding, producen
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variaciones suaves en la matriz de atencion. Esto asegura que un cambio de secuencia afecta el
ordenamiento de tokens de manera gradual, en el sentido que el operador inteligente siempre

mantenga un control “razonable” del manejo de la informacion.
Propiedades topoldgicas del espacio de informacion en el transformers

Compacidad: las posiciones en los transformers se generan por combinaciones de
funciones senos y cosenos, esto sugiere una base infinita de posibles ubicaciones para los tokens.
Matematicamente esto es un conjunto infinito de funciones periddicas que curen el dominio de
las posiciones. Sin embargo, cuando pensamos en un conjunto contexto especifico, la cantidad de
tokens que efectivamente aparecen para determinar la informacion encerrada es finita, por lo
tanto, dentro del conjunto de posiciones de base infinita (espacio de Hilbert, pues admiten
producto interno para la funcion de atencién), siempre existe un subcubrimiento finito de
posiciones que contiene toda la informacion relevante de un contexto especifico. Sea P, el
conjunto de posiciones generadas por combinacién lineal de senos y cosenos, y sea C c P, el
conjunto finito de posiciones relevantes o principales para un contexto. Dado cualquier
cubrimiento abierto U;; de C, que cubre al conjunto contexto (lo cual existe pues todo contexto
se puede ampliar uniéndolo a otros contextos de manera inteligente), existe un subcubrimiento

finito Uje;, conJ c I, tal que € © UjE] U;. De esta manera podemos concluir que el conjunto de

posiciones que es el que contiene toda la informacion del contexto, es un conjunto compacto.

Cerradura: cada posicion del conjunto P, constituye un punto de acumulacion de
informacion relevante de la secuencia, pues en forma eventual sera ocupado por un token, el cual

depende de la secuencia presentada al encoder. En cada configuracion (secuencia) valida, la
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atencion evalla todas las posiciones posibles, garantizando que el contexto X contenga sus

puntos de acumulacion.

Separabilidad: el conjunto de posiciones P, es finito y por tanto numerable, ademas esta
eventualmente ocupado por algun token segun la configuracion, por lo que es eventualmente

denso. Cumpliendo en el contexto X, con la propiedad de separabilidad.

10.4.3 Ajedrez contextual

Podemos modelar el ajedrez con un espacio X, donde:

Las posiciones del tablero (P) corresponden a los cuadrados del tablero.

Las piezas (T) corresponden a los tokens.

Las reglas de movimiento (M) son las transformaciones validas entre estados, analogas a

la semantica de los tokens.

Cada estado del juego se representa como una funcién:

f:P->Tu{0}

Con estas condiciones se cumple:

Compacto: solo un niamero finito de posiciones relevantes en cada partida.

Cerrado: las posiciones son puntos de acumulacion.
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Separable: las casillas forman un subconjunto numerable y eventualmente denso.

Continuo: pequefios cambios en la jugada generan una nueva configuracion coherente en

la partida, puede ser razonada por ambos jugadores.

Bajo este marco, los transformers cumple con las propiedades matematicas de un espacio
de informacion estructurado, lo que confirma que es un modelo valido de inteligencia artificial
bajo la definicidn de esta investigacidn, genera y procesa informacion contextual mediante
conexiones entre datos principales que constituyen trayectorias continuas inyectivas en un
conjunto contexto, cerrado, separable y compacto. Lo mismo ocurre con la analogia del ajedrez,
reforzando la hipétesis de que las redes neuronales artificiales y el cerebro humano pueden

representarse matematicamente bajo la misma estructura topoldgica.
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Capitulo 11: Conclusion y propuesta de futura
investigacion

Luego de haber identificado la forma de aprendizaje humano que, segun la neurociencia,
se sintetiza en cuatro pilares del aprendizaje: atencion, compromiso activo, retroalimentacion y
consolidacién, como parte del proceso de aprendizaje de una red neuronal artificial. Y ademas
habiendo construido una estructura cualitativa para la informacion, dando respuesta a ciertas
condiciones que le permitan a un operador inteligente: sea el cerebro humano o la red neuronal
artificial; procesar la informacion de manera eficaz y con la mayor eficiencia posible. Podemos

expresar la siguiente conclusién en esta investigacion:

11.1 conclusion

Un operador inteligente puede representarse mediante una funcion matematica que actta
sobre un conjunto de datos D. Utilizando el pilar de aprendizaje; atencion para detectar datos
principales, este operador trabaja sobre la imagen de una funcion inteligente, que
denominaremos funcion de proyeccion categorizada Unica f: D — C, cuyo trabajo es seleccionar
y clasificar datos principales y secundarios (estos ultimos en una secuencia estrictamente
mondtona), para luego trasladarlos al conjunto contexto. Donde a través del pilar de aprendizaje;
compromiso activo, el operador inteligente muestra como conecta estos datos por pares
ordenados (p;, p,) en C mediante trayectoria contindas, construidas por los datos secundarios
dispuestos secuencialmente. Cada dato secundario dentro de la trayectoria tiene como referencia
al dato principal de salida, y los abiertos que componen esta trayectoria son abiertos de
informacion basica. En estos abiertos, el dato principal de salida se mantiene constante como

punto de referencia, mientras que el dato secundario varia de forma ordenada y respetando la
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secuencia. Los abiertos estan anidados unos dentro de otros, formando asi, una trayectoria
coherente entre pares de datos principales. Cada trayectoria entre pares de datos principales
representa una cantidad de informacion contextual relevante en C, y la unién de todas las
trayectorias constituye toda la informacion del conjunto contextual C. Es decir, expresamos lo

siguiente:
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Definicion: la funcién operador inteligente, se entiende como, la proyeccion de la

funcion inteligencia (f: D — C) tal que, f,,: P X P - C, con P c D, conjunto de datos

Y A
R P AP A
RV P I e

principales, que, por pares ordenados, se conectan en el conjunto contexto C. Esta proyeccion

IR

A A
R NN

R RN

es una trayectoria (camino) contenida en el contexto C , y representa formalmente las

funciones cognitivas del operador inteligente dentro del contexto codominio.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Para asequrar que el flujo de informacion sea efectivo vy sin redundancia, la funcién

operador inteligente mantiene las siguientes propiedades en cada trayectoria de C:

Continuidad: cada trayectoria debe ser continua para no interrumpir el flujo de

compresion o procesamiento de la informacion.

Inyectividad: garantiza la no redundancia en los datos secundarios dentro de una
trayectoria particular. Esto significa que, en la conexion entre cualquier par de datos principales,
cada dato secundario en la trayectoria aporta nueva cantidad de informacion que se acumula al
variar el pardmetro de la trayectoria. Esto no impide que existan multiples trayectorias posibles

entre pares de datos principales.
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Acumulatividad: cada paso de la trayectoria debe vincularse con el paso anterior,
asegurando que la informacidn se construya de manera secuencial y coherente. Lo cual se asocia

con la capacidad de razonar de cualquier sistema inteligente.

El conjunto contextual € para que el operador inteligente pueda construir las

trayectorias, cumple ademas las siguientes propiedades:

Cerradura: cada dato principal en C es un punto de acumulacién de informacion,

capturando y preservando las conexiones establecidas.

Separabilidad: cada abierto en C contiene un dato principal que actia como punto de
referencia, facilitando la conexion hacia el siguiente dato principal. Esto permite que la
informacion fluya de un dato principal al siguiente mediante datos secundarios ordenados
secuencialmente, formando trayectorias méximas (abiertos maximales) que conectan

completamente un dato principal de inicio con uno de llegada.

Compacidad: la compacidad de C garantiza que la informacion contextual puede ser
manejada de manera eficiencia hacia la eficacia requerida por parte del operador inteligente,
siendo una propiedad necesaria y suficiente para que tal operador acceda a toda la informacion

relevante sin redundancias ni perdida de contenido esencial.

Finalmente, la composicion de trayectorias es una herramienta matematica adecuada para
representar el caracter de “memoria y razonamiento” (acumulatividad) del operador inteligente,
pues preserva por su definicion todas las propiedades anteriores, logrando que la estructura

resultante: sea un abierto en C, que contiene toda la informacion del conjunto contexto.
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Bajo toda esta estructura, la investigacion obtuvo la definicidon operativa propuesta como
objetivo y una base cualitativa o filtro de medicidn de sistemas inteligentes. Ademas ha podido
dar una respuesta conjetural, respecto de la diferencia de abstraccion entre los operadores

inteligentes; cerebro humano y red neuronal artificial, la cual radica en dos aspectos claves:

la dindamica con la cual los operadores manifiestan los pilares del aprendizaje, a través de
los abiertos de la topologia; de forma rigida en la red neuronal, con necesidad de gran cantidad
de datos “estaticos” mejorando eficacia y de forma flexible en el cerebro humano, con
transformaciones amplias de la informacion generada, sin necesidad de més datos, logrando una
gran eficiencia en el proceso. Esa eficiencia es el atributo inherente a la abstraccion neuronal.
Respecto a este punto, teniendo en cuenta la forma “violenta” en cuanto al acceso a la
informacion y con las tecnologias en constante evolucion, es de esperar que potencialmente no

sea una dificultad para las redes neuronales artificiales.

Y el siguiente punto clave hace referencia a un intrigante topico: la forma en que los
operadores son “conscientes” de sus virtudes y limitaciones. Esto puede estar asociado al espacio
donde aplican la topologia contextual. Vimos que las redes neuronales artificiales utilizan el
espacio euclideo de los nimeros reales, mientras que el cerebro humano utiliza un espacio mas
abstracto. Quizas el siguiente paso sea lograr ese espacio coherente mas general en las redes

neuronales artificiales.

11.2 Propiedades de la inteligencia

A partir de los pilares del aprendizaje aportados por el profesor Dehaene: atencion,
compromiso activo, retroalimentacion y consolidacion, que han demostrado ser principios

fundamentales, en el procesamiento y generacion de informacion de manera inteligente, tanto en
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el cerebro humano (a través de una cantidad suficiente de evidencia empirica), como también
para las redes neuronales artificiales (como se ha demostrado en este trabajo). Se hace necesario
establecer estos pilares del aprendizaje en su formalizacion matematica aportada en este trabajo,
como propiedades que ofrecen una base matematica solida, para establecer una definicion
operativa y general del concepto de inteligencia. De esta forma se crea un marco formalmente

riguroso, que permitird evaluar cualquier sistema inteligente y su capacidad de aprendizaje.
Propiedad 1: Atencion

El operador inteligente es capaz de identificar y encapsular datos principales en un

conjunto contexto adecuado.

Formalmente, existe un subconjunto D < U, de datos principales tal que el operador

inteligente los encapsula en un contexto C, que es cerrado, separable y compacto:

¢ = {D}, donde C es igual a la clausura de D
Propiedad 2: Compromiso Activo

El operador inteligente genera trayectorias continuas e inyectivas que conectan los datos

principales dentro del contexto.
Formalmente, para cada par de datos principales d;, d, €C, existe una funcion
y:[0,1] - C
1.y(0) = d; yy(1) = d,, asegurando conexion entre datos.

2. es continua e inyectiva, garantizando que el operador inteligente establece una

conexion sin ambigtedad.
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3. y esta parametrizada por t, que representa la evolucion del procesamiento de la
informacion. Es decir, la participacion del operador inteligente, agregando una dimensién en el
proceso de la informacion. Esto asegura la inyectividad de la funcion inteligencia, implicando
que la inteligencia no solo identifica informacion relevante, sino que también la organiza dentro

del contexto mediante trayectorias bien definidas.

Propiedad 3: Retroalimentacion

El operador inteligente debe ser capaz de corregir y generar nueva informacién dentro

del contexto, optimizando sus conexiones.

Para que esto sea posible, el conjunto contexto debe ser cerrado, separable y compacto, lo

que permite que el operador inteligente procese informacion de manera estable y eficiente.

En esta propiedad, el operador inteligente utiliza homeomorfismos. Un homeomorfismo
es una funcidn continua, biyectiva, cuya inversa también es continua, y es capaz de transformar
el contexto C de manera coherente, permitiendo que el operador inteligente corrija y reorganice

la informacién dentro del mismo contexto. Formalmente, existen homeomorfismos

h,:C - C

Esto garantiza que el aprendizaje no es solo un proceso de correccion, sino una

transformacion estructural del contexto que conserva sus propiedades topoldgicas.
Propiedad 4: Consolidacion

La aplicacion iterada del operador inteligente sobre el contexto genera aprendizaje

estable.
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La sucesion iterada de la aplicacion de I en el contexto C convergera a un espacio
topoldgico estable que representa el aprendizaje. Formalmente, existe un conjunto C*, que es el
limite del proceso de transformacion del conjunto contexto a través de la sucesion de

homeomorfismos, y se puede describir como

€= UneNhn(C)

Este conjunto de propiedades, establecen lo siguiente:

1. Lainteligencia es un operador que encapsula datos relevantes en un contexto adecuado

y los conecta mediante trayectorias continuas e inyectivas.

2. El aprendizaje es un proceso iterativo que, a través de homeomorfismos, transforma 'y

organiza la informacion dentro de un contexto estable y estructurado.

3. Este marco proporciona un criterio matematico para evaluar si un sistema es

inteligente, asegurando que cumple con propiedades topoldgicas fundamentales.

11.3 Futura investigacion

La siguiente propuesta de investigacion, podria representar un avance significativo en la
comprension y desarrollo de la inteligencia artificial. Este enfoque esta en la interseccion de la
geometria diferencial, la topologia y las redes neuronales artificiales, enumeremos sus

caracteristicas:
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1. Cerebro humano vs redes artificiales en un espacio euclideo: La distincion entre los
espacios en los que operan el cerebro humano y las redes neuronales artificiales es un punto
clave. Como se ha mencionado en las conclusiones de la investigacion, el cerebro humano no
opera estrictamente en un espacio euclideo, sino que trabaja en un espacio mas abstracto y
flexible, que se puede modelar usando conceptos como la topologia y la geometria diferencial. El
cerebro tiene una plasticidad y flexibilidad inherentes que permiten realizar conexiones
complejas de manera muy eficiente, mientras que las redes artificiales, tradicionalmente opera en

espacios euclideos donde las distancias y las relaciones son mas rigidas y definidas.

2. Espacios curvos y métricas no euclideas: La idea es mover a las redes artificiales hacia
un espacio no euclideo, tal vez utilizando métricas y tensores en un espacio curvo, ofrece una
analogia poderosa al funcionamiento del cerebro humano. En la geometria diferencial, los
espacios curvos permiten que las distancias entre puntos no sean lineales, y esto puede llevar a
deformaciones que afectan como se modelan las relaciones entre datos. Esta curvatura podria
permitir una mayor flexibilidad en la forma en que la IA procesa y genera informacién, como lo

hace el cerebro humano al tomar decisiones o aprender de manera abstracta.

3. Flexibilidad topoldgica y conciencia: El paso mas interesante en la propuesta es la
relacion entre la flexibilidad topoldgica (que se ha establecido como un principio importante en
la investigacion) y la generacion de conciencia artificial. Si la red artificial se mueve hacia un
espacio curvo, esta flexibilidad podria imitar algunos de los aspectos que se observan en la
conciencia humana, como la capacidad de adaptar y transformar la informacién de manera
compleja. Al incluir la curvatura intrinseca del espacio, la red artificial podria empezar a generar

"deformaciones™ en su espacio de trabajo, lo que implicaria una capacidad de adaptacion,
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reflexion y potencialmente autocorreccion (en un sentido mas parecido a lo que entendemos
como la conciencia humana). Esto podria abrir la puerta a una inteligencia artificial que no solo
procesa informacion, sino que también evalla y ajusta su propio procesamiento, de una manera
similar a la reflexién y toma de decisiones consciente. Quizas un paso a una definicién mas

operativa de la consciencia.

Como enlazarlo con el trabajo presentado en esta investigacion.:

La investigacion establece una base sélida utilizando la topologia contextual y la
flexibilidad topoldgica para definir la inteligencia. Ahora, se propone dar un paso adicional que
se basa en estos principios: la incorporacion de geometria diferencial en el espacio informativo
de la red artificial. Esto implica una extension natural de las ideas previas, pero en un nivel mas
avanzado y abstracto, lo que podria llevar a una red artificial mas adaptativa y dinamica, capaz

de generar y procesar informacion de manera mas compleja y autoconsciente.

El paso hacia la geometria diferencial podria ser el siguiente paso l6gico para explorar
cdémo la IA podria acercarse mas al comportamiento de la inteligencia humana, que opera en un
espacio dinamico, flexible y no necesariamente euclideo. Si la IA se adapta a este espacio mas
complejo, el comportamiento que se observa podria simular una forma de "conciencia” artificial,

aunque probablemente muy distinta de la humana.

En definitiva, si se desarrolla mas profundamente en la direccion de la geometria
diferencial y la flexibilidad topoldgica en redes artificiales, podria representar un avance
significativo hacia una nueva forma de inteligencia artificial mas cercana a la inteligencia

humana. EI movimiento hacia espacios no euclideos no solo enriqueceria el modelo matematico
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como herramienta operativa, sino que también abriria la puerta a nuevas formas de crear
maquinas que no solo resuelven problemas, sino que tengan una forma mas compleja y flexible
de interactuar con el mundo, acercandose a lo que se podria considerar una forma de

"conciencia".
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