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Resumen

El presente trabajo desarrolla matematicamente la publicacion presentada por Peter Shor
en 1995 ([1], pags. 19-24), donde propone un algoritmo cuantico para el célculo de
logaritmos discretos.

Dicho algoritmo, ideado para ser implementado en una computadora cuantica, es
exponencialmente més rapido que cualquier algoritmo clésico conocido hasta ahora.
Pero ¢a qué se debe el interés en calcular eficientemente un logaritmo discreto?

Se debe a que numerosos criptosistemas utilizan los logaritmos discretos como técnica
para garantizar la seguridad de la informacion transmitida por un determinado canal.
Asi, muchas criptografias de clave publica, como por ejemplo el Protocolo de
Intercambio de Diffie-Hellman, que se aplica para acordar una clave secreta entre dos
maquinas, o el Algoritmo ElGamal, utilizado para autenticar firmas digitales, llegarian a
ser obsoletas si el algoritmo propuesto por Shor fuera ejecutado en una computadora
cuéntica.

Es decir, que dicho algoritmo podria ser empleado para atacar las bases de seguridad en
el transito de la informacion, reduciendo drasticamente el tiempo que se necesita para
descubrir numerosas claves de seguridad informatica.

Por otro lado, en este trabajo de tesis planteamos el desafio de mostrar al lector que la
Algoritmia Cuantica, una ciencia que se encuentra en sus inicios, puede ser entendida
sin dificultad aplicando conocimientos basicos de Numeros Complejos, Algebra Lineal
y Probabilidad. En este sentido, y para facilitar la comprension de los temas, hemos
desarrollado numerosos ejemplos que aclararan los conceptos y resultados obtenidos.

Palabras claves:

Logaritmos Discretos, Algoritmo de Shor, Computacién Cuantica, Transformada
Cuéntica de Fourier.
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Introduccion

La Computacion Cuantica, también llamada Informéatica Cuantica, es un paradigma de
Computacion que utiliza como unidad de almacenamiento de datos los qubits, en lugar
de bits.

A diferencia del bit, que puede estar en estado 0 o bien en estado 1, el qubit puede estar
en ambos estados al mismo tiempo. Esta propiedad otorga a la Computacion Cuantica
un mayor potencial para implementar algoritmos mucho mas eficientes que los
ejecutados por un ordenador convencional.

Origen de la Computacion Cuantica

El avance acelerado de la Computacion en las Ultimas décadas esta ligado al uso de
transistores con microchips cada vez mas pequefios, que producen mayor velocidad de
procesamiento.

Sin embargo, no se pueden fabricar microchips tan pequefios como se quisiera, ya que
existe un limite después del cual dejan de funcionar correctamente. Ello se debe a que
cuando se llega a la escala de nanémetros, algunos electrones se escapan de los canales
por donde deben circular, ya que pueden atravesar las paredes si éstas son lo
suficientemente delgadas. De este modo la sefial transitaria por conductos erréneos,
provocando una pérdida de informacion.

Es asi como surge la necesidad de descubrir nuevas tecnologias basadas en las leyes de
la Mecénica Cuantica.

La idea de la Computacién Cuantica surgio en 1981, cuando Richard Feynman (1918-
1988), Premio Nobel de Fisica en 1965, presentd una ponencia en la que proponia el
uso de fendmenos cuanticos para realizar calculos computacionales. El afirmaba que
algunos calculos de gran complejidad se realizarian mas rapidamente en un ordenador
cuéntico.

Richard Feynman.
Fuente: https://flagellum.wordpress.com/2018/05/11/richard-feynman

En la década de los 90 esta teoria comenz6 a plasmarse: aparecieron los primeros
algoritmos cuanticos y las primeras maquinas capaces de realizar célculos cuanticos.


https://flagellum.wordpress.com/2018/05/11/richard-feynman

Este nuevo paradigma llegé a su auge en 1995, cuando Peter Shor (1959- ), un cientifico
estadounidense, desarroll6 un algoritmo que lleva su nombre. Dicho algoritmo permite
calcular logaritmos discretos y hallar los factores primos de nimeros enteros en una
computadora cuantica, a una velocidad considerablemente mayor que la de cualquier
ordenador tradicional.

Peter Shor.
Fuente: ews.mit.edu/2019/mit-professor-peter-shor

Su algoritmo causé alto impacto, ya que podria romper muchos de los sistemas
criptograficos utilizados actualmente. Ademas, sirvié para demostrar a una gran parte de
la comunidad cientifica que observaba incrédula las posibilidades de la Computacion
Cuantica, que se trataba de un campo de investigacion de gran potencial.

Qué es y como funciona una computadora cuantica

La computadora cuantica es un dispositivo que utiliza los qubits como unidad minima
de almacenamiento de datos. Un qubit representa el estado de una particula subatomica
(electron, proton, neutrén, fotén, etc.). Como veremos mas detalladamente en el
Capitulo 3, el qubit puede estar en estado 0, en estado 1 o en ambos estados al mismo
tiempo. Cuando esto ultimo ocurre, se dice que el qubit esta en estado de superposicion.
Gracias a esta propiedad, las computadoras cuanticas pueden procesar datos en forma
paralela, a diferencia de los ordenadores actuales que lo hacen en forma secuencial. A
mayor cantidad de qubits, méas rapido funcionara un ordenador cuéntico.

Por lo general, la tecnologia que se utiliza para manipular los qubits es una trampa de
iones, que es una combinacion de campos eléctricos y magnéticos que captura iones en
un tubo al vacio.

Trampa de iones en una computadora cuantica
Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Trampa_i%C3%B3nica


https://es.wikipedia.org/wiki/Trampa_i%C3%B3nica

Los ordenadores cuanticos no utilizan monitores, ni discos duros.

Todo sucede en la unidad de procesamiento que debe permanecer en unas condiciones
de absoluto aislamiento, ya que los estados cuanticos de las particulas subatémicas son
extremadamente fragiles y la superposicion de los estados, que se produce durante los
procesos de célculo, puede perturbarse ante la mas minima vibracion o fluctuacion de la
temperatura. Esta eventual alteracion provocaria errores de célculo.

Por esta razon, los procesadores en los que se encuentran los qubits se colocan dentro de
un criostato (un gran termo de 3 m?) para enfriarse y mantenerse cercanos al cero
absoluto (- 273.15 grados Celcius).

Los estados de cada qubit se observan mediante un laser, de donde se extraen los
resultados de los célculos y se procesan en ordenadores normales.

Las primeras computadoras cuanticas

La primera computadora cuantica surgio en 1998 en la Universidad de Berkeley
(California) y funcionaba con sélo un qubit.

Un afio mas tarde, en 1999, en los laboratorios de IBM-Almaden, se cre6 la primera
maquina de 3 qubits.

A comienzos de 2019, IBM anuncié el lanzamiento de IBM Q SYSTEM ONE, el
primer ordenador cuantico comercial, que opera con 20 qubits.

Ademas, esta empresa habilitd una computadora cuantica de 5 qubits, a la que uno se
puede conectar en forma gratuita y operar a distancia.

Por otro lado, otras empresas como Google y la NASA también estan implementando
prototipos con esta tecnologia.

Computadora cuantica de Google
Fuente: https://www.paginal2.com.ar/227559-que-es-y-como-funciona-la-computadora-cuantica

En realidad, es muy poco probable que en un futuro proximo podamos disponer de
ordenadores cuanticos en los hogares. Por el momento, el futuro de las computadoras
cuanticas sera el de ayudar a las clasicas en algunas tareas especializadas.


https://www.pagina12.com.ar/227559-que-es-y-como-funciona-la-computadora-cuantica?

CAPITULO 1

Nociones matematicas previas

En este capitulo desarrollaremos los principales conceptos matematicos que aplicaremos
a lo largo de este trabajo.

1.1 Los numeros complejos

Definicion 1.1 : Un nimero complejo z es una expresion de la forma
z=a+ib

Donde a y b son nimeros reales, i = +/—1 .En este caso,

a=Re(z) (parterealdez) b=1Im(z) (parte imaginaria de z)

Llamaremos C al conjunto de los nimeros complejos, es decir,

(C:{a+i b/a,b ER}

Representacion gréafica de los nimeros complejos

Los numeros complejos se representan en el “Plano Complejo” del siguiente modo:

F .

El Plano Complejo

Figura 1.1: Representacién grafica de un nimero complejo

Otra representacion posible de z en este plano es en forma de vector, con origen en el
origen de coordenadas y extremo en el punto z.




hl_____ t=a+ib
|
|
|

= X

a
Figura 1.2: Representacion vectorial de un nimero complejo.

Igualdad de nimeros complejos
Dados dos numeros complejos z, =a, +i b, A z, =a, +i b, entonces
z,=2, <a=a Ab =b,
Maodulo o valor absoluto de un nimero complejo
Siz=a+ib,elmédulodezes
|z|= va? +b?.
Dicho numero representa la distancia de z al origen de coordenadas.
EI complejo conjugado

Siz=a+ib, el complejo conjugado de z, simbolizado por zZ,es
z=a-ibh.

Forma exponencial de un nimero complejo.

Siz=a+ib esun complejo no nulo, podemos definir sus componentes usando
coordenadas polares:

Figura 1.3: Representacion de un nimero complejo aplicando coordenadas polares.

Donde
|z| =va’® +b?

6 = angulo, expresado en radianes, entre el vector de componentes (a, b) y el semieje x
positivo, medido en sentido anti horario ( 0<60 < 27).

Por lo tanto, si z# 0 entonces



a

|z| a:|z|cos(¢9)
—

b 7 b=[2]sen(o)

|z

cos (0) =
sen(0) =

Luego, todo complejo no nulo puede expresarse como
z=a+ib=|z|cos(8)+i |z|sen(0)=|z] (cos (0)+i sen(@)).
Teniendo en cuenta la Férmula de Euler:

e'? =(cos (6)+i sen(0))
Entonces podemos representar a un nimero complejo del siguiente modo:

Definicion 1.2 : Forma exponencial de un nimero complejo

Dado un numero complejoz=a+ib, su representacion en forma exponencial es
z =|z| el
Donde

| z| =+a? +b?

6 = angulo (en radianes) entre el vector de componentes (a, b) y el semieje x
positivo.

Igualdad de numeros complejos expresados en forma exponencial
Dados dos numeros complejos z, A z,expresados en forma exponencial, es decir,

21 =| 74| el Az, =|z,| e'% entonces

2,=2, <|z,|=|z, | A 6, =6, Rkx, conk eZ

1.2 Producto interno de vectores

Definicion 1.3: Producto interno de vectores

Sea V un espacio vectorial sobre C. Un “Producto interno” sobre V €s una funcion
que asigna, a cada par ordenado de vectores (v, w ), un escalar <v, w > de C de
modo tal que Vv,w,u € Vy V a € C , se verifican las siguientes propiedades:

1) <v+w,u>=<v,u>+<w,u>
2) <aVv,w>=a<vVv,w>

3) <v,w>=<w,v> donde labarra indica conjugacion compleja.

4) <v,v>> 0 VveV
5 <v, v>>0 si v#0 y donde O representa el vector nulo.
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En lo que sigue supondremos que V = C"con n e N. En este espacio vectorial queda
definido el producto interno candnico, como veremos a continuacion:

Definicion 1.4: Producto interno canonico

T T
Sean v,w eC" tales que v =(v;Vy,..v,) Yy W =(W;,w,,.,w,) entonces el
producto interno canonico es

<v,w>=ivi W

i=1

Definicion 1.5: Norma o moédulo de un vector

Dadov =(v;,V,,...v,)eC", con el producto interno canénico. La norma o médulo
dev es

n

n p—
[v |=v<v.ve=|Svivi= D ]vi [

i=1 =1

Teorema 1.6: Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Sean u =(ug,Uy,...Uu,), V=(VqVy,...v,)eC"donde hay definido un producto
interno. Entonces

| (u ,v>‘2S<u NTPR(AR

En particular, si el producto interno es el canonico entonces

n _ 2 n , N 9
2ui Vil < D fuil" ) ]vi
i=1 i=1 i=1

Demostracion

Veéase Referencia [13]. m

Ejemplo 1.7

2

Siu=(up,uy,...u,)eC", probar que <nfu ||2

i=1

Solucién

Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Para ello consideramos v =(vy v, ,...v,)=(1,1,...,1). Por lo tanto

13



n 2 n 2 n _2 n 2 n 2 n 2 n n 2
2ui | =) 2uil = e < DT [T = Y it 1= D fuif T =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 izl  i=l
2
=[u " n
2
Por lo tanto <nju ||2

n
D Ui
i=1

1.3 Producto tensorial de vectores

Definicién 1.8: Producto tensorial de vectores
Si v=(ViVy,.v,)eC" y w=(w;W;,.w,)eC"entonces el producto
tensorial de v con w , simbolizado por v ®w es:
Wy ViWy
v, W VaW
W Vi Wn
w0 || [ ws
Vo W Vo,
voew=l . | = ] =
W Vo Wp
vV, W
Wy Vin Wy
v, W Vin Wy
Wm Vn Wm

Claramente se puede verificar que el producto tensorial no es conmutativo. Es decir,
v Ow# w® v
El siguiente ejemplo muestra como se calcula un producto tensorial.

Ejemplo 1.9

3
Siv :(éj y w =|5 |, calcularv ®w y w ®v .
4

14



Solucion

Por otro lado,

<

®

=

Il

TN
g N
~
®
AT
> O Ww
~_

Il
~AOOTWwW PO W
Il

[EEN
ol
~ ~

Las propiedades basicas del producto tensorial se enumeran en la siguiente Proposicion:

Proposicion 1.10
1)Siue C" y v,we C" entonces u® (v+w)=(u® v)+(u® w)
2)Siu,ve C"y we C"entonces (U+Vv) @Qw=(uU® w)+(v® w)

3)SiueC", ve C™ y ae C entonces

(au) ®v = a (U ® V)
U®(av)= a (u®v)

)SiueC", ve C™ ya>0entonces a (U ® V) =(Jo u) ® (Jo V)

Demostracion

Véase Referencia [3], pag.16 m

Observacién 1.11

A fin de simplificar la notacion, eliminaremos los paréntesis internos que figuran en el
resultado de un producto tensorial.
Es decir, siv= (v, Vs ..., va)" Y W= (Wy Wy, ..., wy )" entonces
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Vi W Vi W
Vo Wy Vo Wy
Vo Wy Vo Wy
vV ® w = ~
V2Wm V2 Wm
Vn W]_ Vn Wl
vV, W, Vip W
Vn Wm Vn Wm

De este modo, si v € C"y we C™el producto tensorial v®w sera identificado

mediante un vector en C"™M .

Ejemplo 1.12
6i 3
Siv =( jy w =|4 | entonces
2
5
3 18i 18i
3 6i | 4 24i 24
6i 5 301 30i
v ow ‘(2 ]® g 3V [7|(6) || 6
2|4 8 8
5 10 10

De este modo, v ®w es identificado como un vector en ch.

1.4 Nociones de Aritmética Modular

La Aritmeética Modular es la parte de la Aritmeética que opera con ndmeros enteros,
considerando el resto de la division de dichos numeros enteros por un nimero natural
“n” fijo, llamado “el moédulo n”. Este concepto fue introducido por Carl F. Gauss (1777-
1855), en su obra “Disquisitiones Arithmeticae”, publicada en el afio 1801. En esta
seccion daremos las nociones basicas de este tema, las cuales seran utilizadas a lo largo
de este trabajo.
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Definicion 1.13: Divisibilidad
Sean a,b eZ con b #0 Se dice que “b divide a a” y se escribe b| asia=kb
para algun k €Z o equivalentemente, si al dividir a por b, el resto da 0.

Definicion 1.14: Méaximo Comun Divisor
Sean a,b €7 tales que no son simultdneamente nulos. Se dice que d es el maximo

comun divisor entre a y b, simbolizado por mcd (a,b), si verifica:
1) d>0

2)dla Ad|b

3)SiexisteceZ talque c|la A c|b=c]|d

Desde el punto de vista computacional, el Algoritmo de Euclides brinda una manera
sencilla y eficiente de calcularlo (Véase Referencia [11]).

Definicion 1.15: Congruencia

Dado un ndmero natural n > 1 y dos numeros enteros a y b, se dice que a es
congruente con b modulo n, y se escribe
a=b (modn)
Si
n|(a-h)

La siguiente Proposicion enuncia las propiedades basicas de la congruencia:

Proposicion 1.16

1) a=b (mod n) < ay b tienen el mismo resto en la division entera por n.
2)a=0(modn) < nla

3) a=0(mod 2) <aespar.

4)Sia=b (modn) A c=d (modn) = ac = bd(mod n)

5)Sia=b (modn) A c=d (modn) = a+c = b+d(modn)

6) a=b (modn) A c#0 = ac = bc(modn)

7) a=b (modn) Ak eN = ak = b* (modn)
8) a=r, (modn) donde r,es el resto de la division entera de a por n.

9) a=n+a (mod n)

Demostracion

Véase Referencia [11] =
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Definicién 1.17: Suma modular
Sean a,b €Z y n e N. Entonces
a+b=c (modn) < ces el resto de dividir (a + b) por n.

Definicion 1.18: Suma “mdédulo 2”

Sin =2, lasuma modular se la representa mediante el simbolo @ . Es decir,
a® b=c < ceselrestode dividir (a + b) por 2.

Definicion 1.19: Producto modular

Sean a,b €Z y n e N. Entonces
a.b=c (modn) < cesel resto de dividir (a . b) por n.

Definicion 1.20: Inverso multiplicativo modular

Dado aeZ y n eN, se dice que a tiene inverso multiplicativo (mod n) si 3 b e Ztal
que a.b =1 (mod n)

De la Proposicion 1.16 inciso 8), tenemos que si a€ Z Yy n es un natural mayor que 1,
entonces a=r, (mod n), donde r, es el resto de la division entera de a por n. Esto
permite clasificar a los nimeros enteros segun el resto de su division entera por n. De

aqui surge la siguiente definicién, teniendo en cuenta que los posibles restos de dicha
divisionson 0,1,.....,n -1

Definicion 1.21: El conjunto Z,

Si nes un nimero natural mayor que 1, el conjunto Z, es
Z,={0,1,2,.,n-1}.

A dicho conjunto le definiremos ciertas operaciones, a fin de dotarlo de una estructura
algebraica conveniente.

Definicion 1.22: Sumay producto en Z,
Sean a, b, ¢ €Z, Entonces
1) a+ b=c enZ < ceselresto de la division entera de (a+b) por n.

2) ab=c enZ, < ceselrestode ladivision enterade (a.b) por n.
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Definicion 1.23: Elementos neutros para la sumay la multiplicacion en Z

1) El neutro para la suma es 0 pues a+0 =a (mod n) VaeZ, .

2) El neutro para el producto es 1 pues a.l=a (mod n) VaeZ, .

Definicion 1.24: El opuesto en Z,
Dado a€Z,, el opuesto de aesunnimero b eZ tal que a+ b =0 en Z,.

En este caso, el opuesto de a es (n - a) :

Definicion 1.25: El inverso en Z,
Dado a€Z,, el inversode aesunnimerob €7, talque a.b =1 en Z,.

Notacion 1.26: al inverso de aeZ, lo simbolizaremos por a™ , mientras que al
opuesto de a lo representaremos por — a.

El siguiente teorema indica en que casos un elemento de Z es invertible:

Teorema 1.27: Teorema de Invertibilidad en Z
Un elemento ae Z, esinvertible << mcd (g, n) =1

Donde mcd (a,n)es el maximo comdn divisor entre a y n.

Demostracion
Véase Referencia [4], pag. 21 m

Corolario 1.28
Si n es primo entonces todo elemento no nulo de Z, es invertible.

Demostracion
Véase Referencia [4], pag. 22 m

Ejemplo 1.29

Todo elemento de Z,5 es invertible pues 13 es un nimero primo. Por otro lado, si a=9

y b= 11 entonces
a+b=9+11=7en Zy3 pues el resto de dividir a + b por 13 es 7.

a.b=9. (11) =8 en Z,3 pues el resto de dividir a . b por 13 es 8.
La siguiente proposicion determinara como calcular el inverso de un elemento en Z :
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Proposicion 1.30: Los inversos en Z,

Seaae Z, con a=0 ytal queaesinvertible en Z . Entonces su inverso es

a’l—1+n k
a

Paraalgin k € Z con 0<k <a ytal que L e, .
a

Demostracion
Véase Referencia [4], pag. 22 m

Ejemplo 1.31

Calcular los siguientes inversos, en caso que existan, en el conjunto que se indica:

1) 5ten 7y

2)7 ten Zg

Solucion

1) Como mcd (5,15)=5 =1 por el Teorema 1.27 (Teorema de Invertibilidad) resulta

que 5 no tiene inverso.
2) Como mcd (7,30 ) =1 entonces 7 tiene inverso en Zz, . Por la Proposicion 1.30,

1430k
7

1+30k

7-1

Paraalgin k € Z con 0 <k <7 vy tal que €Zyy -

A fin de determinar cudl es el valor de k, disefiamos la siguiente tabla:

1
K +30k
7

1

0 —¢Z
7 30
31

1 — g7
7 30
61

2 —eZ
7 30

Luego, 7 * =13en Z,, .
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Ejemplo 1.32

Hallar los elementos invertiblesen 7, .
Solucion
Sea aeZ, invertible. Entonces, por el Teorema 1.27, mcd (a, 4) =1. Por lo tanto, el

unico elemento invertible es a = 3. Aplicando la Proposicion 1.30, resulta que 371=3

1.5 Potencia Modular

La potencia modular consiste en calcular

ak (mod n)
Donde k,a,neN.

Si “a” fuera un nimero entero muy grande y se intentara hallar ak (mod n) calculando

primeramente a¥ y luego efectuando su division entera por n para determinar el resto,
resultaria bastante tedioso e ineficiente. Inclusive, si se hiciera este calculo en un
computador, se correria el riesgo de producirse overflow o desbordamiento. Este hecho
ocurre cuando un célculo con numeros enteros produce un resultado mayor a lo que
puede almacenar el registro de un ordenador.

Por esta razén presentaremos el siguiente algoritmo que podré ser implementado en una

computadora clasica y que permitird calcular ak (mod n)de un modo mas sencillo y
eficiente.

Algoritmo para el calculo de la potencia modular

El procedimiento para calcular a“ (mod n)se basa en el siguiente hecho:
Si se efectda la division entera de k por 2, se obtiene

K :Z{K}Fr
2

Donde
{h} : Parte entera de &
2 2
r : Resto de la division (0 <r <1).

En consecuencia,
k

ooa o @)z o

Esta expresion permite generar las siguientes sucesiones:

{30 y &, az,...} ,{ko ,kl, k2,...} ,{CO G, C2,...} ,{ro D) ,}
Donde
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dy =a

ko =k
Co =1
Ip =Tr

Los demas términos de las sucesiones se definen del siguiente modo, aplicando las
propiedades de congruencia enunciadas en los incisos 1), 4) y 7) de la Proposicién 1.30:

L B M
ak=a L2 :(az) 2] &b = alkl.cl :(alz) 2] at. ¢ sagz.cz =...

0 T

2, =a® (mod n) a, =a’ (mod n)

k K

ky =| — k, =| -+

' H i {2}

¢, =a"=a".cy(mod n) ¢, =a'. ¢ (mod n)

El proceso sigue hasta que kj <1 para algin i. El pseudocédigo del algoritmo lo

mostramos a continuacion:
Algoritmo para calcular a“ (mod n)

8 =a,k,=k,c,=1,1=1
~Mientras kj _; >1 hacer:

a Eaiz_l(mod n)

- Si kj_1 es par entonces
Ci =Ci1

Sino ¢; =aj 4 . Cj_q (mod n)

L Fin si

5

i=i+1

“Fin mientras

ak=a .Cj_1(mod n)

El siguiente ejemplo ilustrara como se aplica este algoritmo.

Ejemplo 1.33

Calcular 84* (mod 247 )

Solucién



En este caso, ap =84, co =1y ko=41. A fin de ordenar los calculos, disefiamos la
siguiente tabla:

[ a; Cj K;i
0 84 1 41
1 140 84 20
2 87 84 10
3 159 84 5
4 87 18 2
5 159 18 1

Los detalles de los datos que figuran en la tabla los explicamos a continuacion:

a, =a2 =(84)? =7056 =140 (mod 247)
c, =a,C, =84.1 =84 (mod 247)

{2

a’ =(140)? =19600 =87 (mod 247)
¢, =84 (mod 247)

Al

a, =a =(87)% =7569 =159 (mod 247)
C, =C, = 84 (mod 247)

{52

=(159 )2 = 25281 =87 (mod 247)
—a,C, =159.84 =13356 =18 (mod 247)

H—H

a, =a; =(87)% =7569 =159 (mod 247)
C; =C, =18 (mod 247)

AL

Por lo tanto, (84)* =ag. c5 =(159).(18 ) = 2862 =145 (mod 247 )

a,
C

a,
C,



1.6 Ecuaciones lineales de congruencia

En esta seccion veremos cémo resolver la ecuacion de congruencias méas sencilla: la
congruencia lineal.

Definicion 1.34: Ecuacion lineal de congruencia
Una ecuacion lineal de congruencia “modulo n” es una ecuacion de la forma
ax =b (modn)

Dondea, x,b €Z

X: incognita

Nos interesa hallar las soluciones en Z, . En este caso, la ecuacion lineal modular

puede escribirse
a.x =b en Z,

Dondea,b €Z A x €Z,

El siguiente Teorema muestra en que casos existe solucion para este tipo de ecuaciones.

Teorema 1.35: Solucion de una ecuacion lineal de congruencia
Dada la ecuacion lineal de congruencia
ax =b (modn)
Entonces
1) Si mcd (a,n) =1 =existe nica solucion en Z,, y es de la forma
x=at.b en Zn
2) Si med (a,n)=m =1 A m|b = existen m soluciones en Z, , y son de la forma

X1 +k % ,conk =0,1,...,(m-1)

Donde x; es la unica solucion en Z,,; ,, de la ecuacion de congruencia
a b n
—X=— | mod —
m m m

3) Si med (a,n)=m =1 A mt b = no existe solucion.

Demostracion
Véase Referencia [11] m

Ejemplo 1.36

Resolver las siguientes ecuaciones modulares:

1) 3x =8 (mod11)
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2) 12x =9 (mod 27) 3) 3x =1 (mod 6)
Solucion

1) Como mcd (3,11):1 entonces, por el Teorema 1.35 inciso 1), la ecuacion tiene
unica solucion en Zq; . Aplicando la Proposicion 1.30 resulta

x =318 =4.(8)=32=10 (mod11). Luego, la soluciénen Z;; esx = 10.

2) Como mcd (12,27)=3 #1 A 3|9 entonces, por el Teorema 1.35 inciso 2), la
ecuacion tiene 3 soluciones en Z,7 .Las mismas son de la forma

X1 +k % ,conk =0,1,2

Donde X es solucion de la ecuacion de congruencia

12 9 27
—X=— | mod —
3 3 ( 3 j

Es decir
4x =3 (mod9)

Luego X —471 3 =7.(3)=21=3 (mod 9). En consecuencia, x; =3.
Por lo tanto, las soluciones en Z,7 son:

X1 +K 2?7:3 +k9,conk=0,1,2
Esdecir,x=3,x=12yx=21.
3) Como mcd (3 ,6 ) =2#1 A 2,{/1 entonces, por el Teorema 1.35 Inciso 3), la

ecuacion no tiene solucion.

1.7 Grupos, Subgrupos y Grupos Ciclicos

Definicion 1.37: Grupo

Sea G un conjunto no vacio y * una operacion binaria definida sobre los elementos
de G. El par (G *) es un grupo si y solo si verifica las siguientes propiedades:

1) = es Ley de Composicion Interna: Si a,b eG = a*b €G.

2) Propiedad asociativa: Si a,b eG = (a*b)*c =ax*(b *c)

3) Existencia de elemento neutro o Identidad: 3e eG / a*e =e*a VaeG.

1

4) Existencia de inversos: VaeG Ja'eG/a *a'=a'*a=e.

Definicion 1.38: Grupo Abeliano
Un grupo (G *) es abeliano si verifica la Propiedad conmutativa. Es decir,

Si a,b eG = ax*b =b *a.
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Ejemplo 1.39

Si n e N es primo entonces, por el Corolario 1.28, (Zn —{O}, -)es un Grupo.

Definicion 1.40: Subgrupo

Sea (G,*) ungrupoy @=H <G. Se dice que (H ,*)es un subgrupo de (G ,*) sii
(H ,*)es grupo.

Definicion 1.41: Potencia de un elemento de un grupo
Sea (G ,*) un grupo y “e” su elemento neutro. Si X €G y n eN entonces:

1) x"M=x ®x *.. %X
n veces

2)x M=xt e xtow e x?t

n veces

3)x0 =e

La siguiente Proposicion prueba algunas propiedades elementales de la potencia de un
elemento de un Grupo.

Proposicion 1.42

Sea (G,*) ungrupo. Si a,b eG y m,neN entonces:
-n n\ 1
1) @M« a" =a™m*" 4) a :(a )
n
2) (am) _gmn 5)aM+ a ™ —aMm™"
n
3) (a—m) _g-mn

6) Si (G,*) es abeliano entonces (axb)" =a" *b"

Demostracion: Ver Referencia [4], pag. 30. m

Definicion 1.43: Subgrupo generado por un elemento del grupo

Sea (G ,*) ungrupoy x €G.El “subgrupo generado por x”, simbolizado por <X > ,€s

(x>:{x" / k eZ}

La siguiente Proposicion es til para caracterizar al subgrupo generado por un elemento
de un grupo:
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Proposicion 1.44

Sea (G ,*)un grupo finito, e su elemento neutro y x €G.Entonces

1) (x) esun subgrupo de G.
2) 3n, eN tal que n, :min{n eN/x" :e}

3) (x)z{xl,xz,...,x”0 =e} 0 equivalentemente, (x):{xo ,xl,...,xno_l}

Demostracion

Véase Referencia [12], pag.31 m

Ejemplo 1.45

Dado el grupo (Zs —{0}, ), calcular (2).
Solucion

Aplicamos la Proposicion 1.44, inciso 3), calculando las sucesivas potencias de 2 con
exponente natural:

2l -2
22 _4

Por lo tanto

Es decir

Definicion 1.46: Grupo ciclico

Sea (G ,*) un grupo. Se dice que es un grupo ciclico si existe x €G tal que G =(x ).

En este caso, se dice que x es un generador de G.

El siguiente Teorema es sumamente importante para definir logaritmos discretos.

Teorema 1.47

(Zp —{0}, ) es un grupo ciclico <> p es primo.

Demostracion

Véase Referencia [4], pag. 45. m
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Introducimos ahora la siguiente notacion que sera utilizada a lo largo de este trabajo:

Notacion 1.48:

El conjunto Z, —{0} ser& simbolizado por Zj, . Es decir, Z), ={1, 2, ..., p-1}

Ejemplo 1.49

Sea el conjunto Z; ={1,2,3,4,5,6}
a) Justifique porqué Z; es ciclico.

b) Hallar los generadores de Z- .
Solucion

a) Por el Teorema 1.47, como 7 es un nimero primo, resulta que Z- es ciclico.

b) Los generadores de Z, pueden ser 2, 3, 4, 5, 6. Para hallarlos, calculamos las

sucesivas potencias modulares de estos nimeros. Veamos cual es el mayor exponente
gue puede contener el conjunto <x > , VX € {2 ,3,4,5,6 } Como

(x)c2Z; = card ((x))<card (Z;)
Donde card ((x >) y card (Z;‘) representan la cantidad de elementos que tienen los
conjuntos (X )y Z; respectivamente. Por lo tanto card ((x ))<6 . Por la Proposicion
1.44 inciso 3), tenemos que <x>={x1 X2 xh =1 }

Luego, n, =card ((x >) <6 Lasiguiente tabla contiene las potencias de estos nUmeros:

Valor de

X 2 3 4 5 6
Xi
x! 2 3 4 5 6
X 4 2 2 4 1
x> 1 6 1 6 6
X 2 4 4 2 1
N 4 5 2 3 6
X’ 1 1 1 1 1

Los generadores seran los elementos de la tabla que encabezan las columnas que
contienen a todos los elementos de 7, . De este modo, los generadores de Z; son 3y

5. Es decir, (3)=%77 y (5)=7;.
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1.8 Nociones basicas de Probabilidad

En esta seccion recordaremos los conceptos de Probabilidad y sus propiedades basicas,
a fin de introducir una distribucién de probabilidad que aplicaremos en el Capitulo 7: la
Distribucion Geométrica o de Pascal.

Definicion 1.50: Experimento, Espacio muestral y Evento

Un experimento € es un proceso que genera un conjunto de datos.

Un espacio muestral S es el conjunto formado por los posibles resultados del
experimento.

Un evento es cualquier subconjunto del espacio muestral.

Ejemplo 1.51

Se lanza un dado y se anota el resultado obtenido. Indicar cuél es el experimento, el
espacio muestral y mostrar un evento.

Solucion
& Lanzar un dado y anotar el resultado obtenido. S ={1,2,3,4,5,6}.

Un evento A es cualquier subconjunto de S. Por ejemplo, A = {2 '3 ,4} .

Definicion 1.52: Probabilidad

Sea & un experimento y S su espacio muestral. Una Probabilidad es una funcién
P:{AtalqueAcS} >R

que asigna a cada evento A un numero real P (A)que mide la posibilidad de que el

evento A ocurra cuando el experimento se realiza, y que verifica las siguientes
propiedades:

1)0<P(A)<1
2) P(S)=1
3) Si Ay B son eventos disjuntos entonces P (A UB)=P (A)+P(B)

4) Si A;, A, A;,.....50n eventos disjuntos de par en par entonces

P(iQAiJ=éP(Ai)

Al nimero P (A)lo llamaremos “la probabilidad de que ocurra el evento A”.
De los incisos 2) y 3) de la Definicion 1.52, se demuestra sin dificultad de que si A es un
evento y A°es el complemento de A entonces

P(A°)=1-P(A)
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Cémo calcular Probabilidades

Seguin el enfoque clasico de Laplace (1749-1827), si todos los resultados del
experimento tienen la misma chance de ocurrir y el espacio muestral S es finito
entonces, si A es un evento, la probabilidad de que ocurra el evento A es

card (A

o ()= )

card (S )
Donde
card (A): Cantidad de elementos que tiene el evento A.

card (S ): Cantidad de elementos que tiene el espacio muestral S.

En cambio, si todos los resultados del experimento no tienen la misma chance de ocurrir
o si el espacio muestral S no es finito, la probabilidad de un evento A se calcula segun la
definicién de Von Mises (1883-1953):
P(A)=lim "2
Nn—o0
Donde
n, : Cantidad de veces que ocurre el evento A.

n : Cantidad de veces que se repite el experimento.

Como resulta imposible efectuar infinitas veces un experimento, en general se toma
n =30, n =50 o bien n =100 y se calcula
n
P(A)=-A
(A)="
Ejemplo 1.53

Una clase de Estadistica para profesionales consta de 30 abogados, 20 médicos y 18
ingenieros. Ninguno de estos estudiantes tiene mas de una profesion. Si el profesor elige
a una persona al azar para que conteste una pregunta.

1) Hallar la probabilidad de que el profesional elegido sea médico.
2) Calcular la probabilidad de que el elegido sea abogado o ingeniero.
3) Hallar la probabilidad de gue el profesional seleccionado no sea médico.

Solucién

1) Definimos los eventos

A: El profesional elegido es abogado.
M: EIl profesional elegido es médico.

I: El profesional elegido es ingeniero.

El nimero total de profesionales en la clase es 68, todos los cuales tienen la misma
chance de ser seleccionados. Por lo tanto, aplicando la férmula de Probabilidad segin
Laplace, obtenemos
20
P(M)==—

2) Como los eventos A e | son disjuntos resulta
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30 18 48
P(AUI)=P(A)+P(l1)=2+"=—
(AUl)=P(A)+P(1)= o= o8
3) Calculamos
20 48
P(M®)=1-P(M)=1-—"=—
( ) (M) 68 68

Definicion 1.54: Eventos independientes

Dos eventos A y B son independientes si la probabilidad de que A ocurra no afecta ni
influye sobre la probabilidad de que B ocurra. En este caso, se verifica que

P(AmB):P(A).P(B)
En general, si los eventos A; ,A, ,.....,A, son independientes entonces
P(Al ﬂAZ MNocooo ﬂAn)=P(A1)P (Az)P (An)

Ejemplo 1.55

La probabilidad de que una lampara falle es 0.3. Se eligen al azar 3 l&mparas. ¢Cual es
la probabilidad de que las tres lamparas fallen?

Solucion
Definimos los eventos:

F, : Falld la i-ésima lampara seleccionada, i =1, 2 ,3.

Estos eventos son independientes, pues la probabilidad de que una lampara seleccionada
falle no afecta ni influye sobre la probabilidad de que otra lampara escogida también

falle. Por lo tanto
P(F. nF, nFy)=P (F).P(F,).P (Fy)=(0.3)° =0.027 .

Siempre es importante asignar una descripcion numérica a los resultados de un
experimento, a fin de poder manipular matematicamente los datos e inferir ciertos
resultados. Por esta razdn surge el siguiente concepto:

Definicion 1.56: Variable aleatoria
Sea & un experimento y S su espacio muestral. Una Variable Aleatoria es una
funcion

X:S->R

que asigna a cada elemento del espacio muestral, un nimero real.

s R

Imagen de X = Im(X)
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Por abuso de notacion, se identifica a la variable aleatoria X, que es una funcion, con su
imagen. Es decir,

X =Im(X)

Ejemplo 1.57

Se lanza una moneda y se anota 1 punto si salié Cara (C) y 0 punto si salié Cruz (T).
Indicar cudl es el experimento, el espacio muestral y la variable aleatoria.

Solucion

¢: Lanzar unamoneda. S ={C,T }
La variable aleatoria se define por

{X ()

1
X (T)=0

En este caso, Im (X )={0,1}y se escribe X ={0,1}.

Definicion 1.58: Clasificacién de las variables aleatorias
Las variables aleatorias se clasifican en:

Discretas: Cuando su imagen es un conjunto finito o infinito numerable.
Continuas: Cuando su imagen puede tomar todos los valores comprendidos en un
intervalo.

Ejemplo 1.59

Para los siguientes casos, indicar cual es el experimento en andlisis, la variable aleatoria
generada y clasificarla.

1) En una universidad se extraera una muestra al azar de 5 estudiantes y se establecera
cuantos de ellos trabajan.

2) En un banco, que atiende al publico de 10 hs a 13 hs, se registrara la hora en que
Ilega el primer cliente.

Solucion
1) ¢: Elegir al azar 5 estudiantes y establecer si trabaja.

X: Cantidad de estudiantes de la muestra que trabajan.
X ={0,1,2,3,4,5} .Es una variable aleatoria discreta.

2) ¢: Registrar la hora de llegada del primer cliente al banco.
X: Hora de llegada del primer cliente al banco.

X =[10,13].Es una variable aleatoria continua.

Cuando se trabaja con una variable aleatoria discreta, es util disponer del valor de las
probabilidades para cada elemento de una variable aleatoria. Es asi como surge la idea
de Distribucién de Probabilidad. Su definicién es la siguiente:
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Definicion 1.60: Distribucion de Probabilidad
Dada una variable aleatoria discreta X ={X;,X,,X3,..}, la distribucién de
probabilidad de X es una funcién

f: X >R
definida por f (x; )=P (X =x; )=probabilidad que la variable X tome el valor x; .

Dicha funcion verifica las siguientes propiedades:

1) 0 <f (x; )<1 Vi=1,2,....

2) Z f(x;)=1

Definicion 1.61: Esperanza de una variable aleatoria discreta

Dada una variable aleatoria discreta X ={x;,X,,X3,...}, la Esperanza de X es

E[X]= D xi.P(X =x;)

Xj eX

La Esperanza es un concepto analogo al promedio aritmético de un conjunto de datos.
Su interpretacion intuitiva o significado se corresponde con el valor medio de los
posibles valores que pueda tomar la variable aleatoria.

También puede interpretarse como el valor que se “espera” que tome la variable
aleatoria, cuando el experimento se repite un gran numero de veces.

Ejemplo 1.62

Una urna contiene 4 bolas rojas y 3 blancas. Se extraen de manera sucesiva 2 bolas con
sustitucion (es decir, una vez extraida una bola, se la regresa a la urna) y se registra el
numero de bolas rojas extraidas.

1) Indicar cuél es la variable aleatoria en analisis.
2) Determinar su Distribucion de Probabilidad.
3) Calcular la Esperanza.

Solucion
1) La variable aleatoria es X: Cantidad de bolas rojas extraidas. Es decir,
X ={0,1,2}

2) Definimos los eventos:
R: salio la “bola roja”.
B: salio la “bola blanca ™.

Teniendo en cuenta que estos eventos son independientes, la distribucion de
probabilidad la calculamos del siguiente modo:
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f(0)=P(X =0)=P(BnB)=P(B).P(B)=——=—
(0)=P(X =0)=P(BB)=P(B)P(B)=>> =4
f (1)=P(X =1)=P((RNB)uU(BNR))=P(RNB)+P(BNR)=

43 34 24
=P(R)P(B)+P(B)P(R)=—Z+=.—=—
(R)P(B)+P(B)P(R)=7 7+ 7=

4 4 16
f(2)=P(X =2)=P(RNR)=P(R)P(R)=——=—
(2)=P (X =2)=P(RNR)=P(R)P(R)=2 =22
Los resultados obtenidos los resumimos en la siguiente tabla:

X f(x) x. f (x)
0 9/ 49 0
1 24 1 49 24 1 49
2 16 / 49 32/ 49
24 32 56
3) E[X [=0f (0)+1f (1)+2f (2)=0+—+—=—=1.14
) E[X]=0f (0)+Lf (1)+2f (2)=0+547m=22

Como 1.14 estd mas proximo a 1 que al nimero 2, se espera que al extraer 2 bolas de la
urna, salga una sola bola roja.

La Distribucién Geométrica o de Pascal

Una variable aleatoria tiene una Distribucién de Pascal si responde a las siguientes
caracteristicas:

m El experimento consiste en efectuar sucesivas pruebas, independientes una de otra.

m Cada prueba produce dos resultados posibles, que se puede clasificar como Exito o
Fracaso.

m La probabilidad de Exito, que se denota por r, permanece constante de una prueba a
otra.

m La prueba se repite hasta que aparece Exito por primera vez.

Bajo estas condiciones, definimos la variable aleatoria X como el nimero de veces que
repetimos la prueba hasta que se dé Exito por primera vez. Es decir,

X ={1,2,3,4,..}

Calculo de la Distribucion de Pascal

Si definimos los eventos:

E, : Sali6 Exito en la i-ésima prueba.

F, : Salio Fracaso en la i-ésima prueba.
Entonces

P(E;)=r

P(F)=1-r Vi=L2,..



Por hipotesis, estos eventos son independientes. Por lo tanto

f(1)=P(X =1)=P(Ey)=r

f (2)=P(X =2)=P(F1 mEZ)zP(Fl).P(EZ)z(l—r)r

En general,

f (n)=P(X =n)=P(F1 Nk, NNk mEn)=P(F1).P (FZ)...P (Fn_l).P (En)=
—(1-r)"tr

Luego

f(n)=P(X =n)=(1-r)""r vn=12,..

Célculo de la Esperanza de la Distribucién de Pascal

La siguiente Proposicion muestra la expresion de la Esperanza de una Distribucion de
Pascal.

Proposicion 1.63

La Esperanza de una variable aleatoria X que sigue una Distribucién de Pascal es
1

E[X]==
[x]==

Donde r es la probabilidad de Exito de una prueba.

Demostracion

Como f (n)=(1—r)”_1 r Vvn=1,2,....entonces

E[X]= 3 n.f(n)=3n (L-r)" r

n =1 n =1
Es decir

o0
E[X]=r > n (@-r)"* [1]
n =1
Por otro lado, consideremos la serie de potencias
o0
> x" conx eR
=1
Se puede probar que, si [x| <1, se verifica que
S xn= X
) 1-x
Derivando miembro a miembro, y teniendo en cuenta que una serie de potencias puede
derivarse término a término, obtenemos
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HE e )= ) -t

Por lo tanto, si |x | <1 entonces

Luego

in Q-r) == (1]

Reemplazando [I1] en [I] tenemos que

- _ 1
“r>Yn(1-r)"t=r=>=2
nZ::1 ( ) r2 r -

Ejemplo 1.64

Una fabrica comercializa sus productos enviando promotores a visitar los comercios
minoristas. Se ha observado que el 30% de los comercios visitados efectian alguna
compra.

1) ¢(Cual es la probabilidad de tener que visitar 5 comercios para efectuar una venta?

2) ¢Cuantos comercios se espera tener que visitar para efectuar una venta?

Solucién

Definimos la variable aleatoria
X: Cantidad de comercios a visitar hasta lograr una venta. Entonces

X ={1,2,3,4,..}

X responde a una Distribucion de Pascal, con r = 0.30. En este caso, su funcién de
Distribucion de Probabilidad es

f(n)=P(X =n)=(1-r)""r=(1-03)"".(03) vn=12,...
1) Calculamos
P(X =5)=(1-0.3)"".(03)=(0.7)*.(0.3)=0.072

2) La Esperanza de esta variable aleatoria es

E[X]=%=01—3=3.33

Luego, se espera tener que visitar 3 comercios hasta lograr una venta.
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CAPITULO 2

Logaritmos Discretos

Los logaritmos discretos se definen para grupos ciclicos finitos y, en particular,

para(Z’;,
ciertos algoritmos criptograficos muy difundidos, como por ejemplo el de Diffie-
Hellman, el Cifrado EIGamal o el Algoritmo de Firma Digital, basan su seguridad en la

dificultad para resolver logaritmos discretos. Su definicion la damos a continuacion.

) donde p es un nimero primo. Su importancia radica en el hecho de que

Definicion 2.1: Logaritmo discreto
Sea (G*) un grupo ciclico finito de n elementos, y “g” un elemento generador de G.

Es decir,
G :<g>:{go ’gl,m’gn—l}

El logaritmo discreto en base “g” de un elemento x €Ges un numero
enteroy €{0,1,...,n —1} que verifica

logg (x)=y < g¥ =x

Observacion 2.2

En la definicion de logaritmo discreto, se pide que la base “g” sea un elemento
generador del grupo para que logq (x ) quede definido Vx €G. Por otro lado, en virtud

del Teorema 1.47, (ZTO , ) es un grupo ciclico finito sii p es primo. Por lo tanto, si p es

primo, el logaritmo discreto quedara definido en (ZTO : ) del siguiente modo:

Definicion 2.3: Logaritmo discreto en Z*p

Sea (Z*

D °) con p un numero primoy "g” un elemento generador de ZTO .

El logaritmo discreto en base “g” de un numero X EZTD es un numero
ye{0.1,.., p—l}:Zp que verifica:

logg (x)=y < g’ =xenZ,
O equivalentemente,

logg (x)=y < g =x (mod p)

Los siguientes ejemplos ilustraran cémo calcular logaritmos discretos.




Ejemplo 2.4

Sea (ZI3, ) donde Zj; ={1,2,3,...,12}

1) Indicar si log; (x )queda definido en Vx e Z1,

2) Determinar si log; (x )queda definido en Vx e Z1,

Solucion

1) Primeramente, observemos que (ZTS, -)es un grupo ciclico pues, por el

Teorema 1.47, 13 es un ndmero primo. Por otro lado, para que log, (x )quede definido,

7 debe ser un generador de Zi; . Se verificara entonces si (7 )=Zy3, calculando las

potencias de 7 enZ5 :

[ 0 1 2 3

5

10

11

il 1| 7 ]10] 5

11

12

Por lo tanto, como las potencias de 7 generan todos los elementos deZ1,, log, (X )

queda definido Vx e Zi5 del siguiente modo:

log; (1)=0 pues7° =1en Zi;
log; (2)=11 pues 7' =2 en Zi;
log; (3)=8 pues7® =3 en Zi;
log; (4)=10 pues 7'° =4 en 73,
log; (5)=3 pues 72 =5 en Z;,
log; (6)=7 pues7’ =6 en Zis
log; (7 )=1 pues7* =7 en Z3,
log; (8)=9 pues7° =8 en Z3,
log; (9)=4 pues 7% =9 en Zj;
(

log; (11)=5 pues 7° =11 en Zj;

2) Se verificara primeramente si 3 es generador de Z1; :

i 0 1

2

2 1 3

9
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Como (3)={1,3,9}#%Z;3, concluimos que 3 no es generador de Zi; Yy, en

consecuencia, log; (x ) no queda definidovx e Zy3.

Ejemplo 2.5

1) Identificar los generadores de Zj; .

2) Indicar para qué valores de “g” existe logy (X ) Vx € Zy;

Solucién

Los posibles generadores de Z;, pueden ser 2, 3, 4,... ,10. Para hallarlos, diseiamos la
siguiente tabla que contiene las potencias de estos nimeros:

Valor de

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi
X 1 1 1 1 1 1 1 1 1
x 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x° 4 9 5 3 3 5 9 4 1
x> 8 5 9 4 7 2 6 3 10
X 5 4 3 9 9 3 4 5 1
x> 10 1 1 1 10 [ 10 [ 10 | 1 10
x° 9 3 4 5 5 4 3 9 1
x' 7 9 5 3 8 6 2 4 10
x° 3 5 9 4 4 9 5 3 1
X 6 4 3 9 2 8 7 5 10

Los generadores seran los elementos de la tabla que encabezan las columnas que
contienen a todos los elementos de Zj; . De este modo, los generadores de Zj; son
2,6, 7y 8. Es decir,

<2>:Zi1 ' <6>:ZT1 ’ <7>:ZI1 ' <8>:ZI1-
2) Como 2, 6, 7y 8 son generadores de Zj;, log, (x ), logg (x ), log; (x)y logg (x)

guedan definidos Vx €Z;; .
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2.1 ¢ Existen algoritmos eficientes para el calculo de un logaritmo
discreto?

Podemos afirmar con certeza que no existe un algoritmo, para ser ejecutado en una
computadora clasica, que permita calcular logaritmos discretos de una manera eficiente.
Se cree que el Problema de los Logaritmos Discretos es, computacionalmente, tan
complejo como el problema de la factorizacion de nimeros enteros grandes. Mientras
mas grande sea el modulo p, mayor sera el tiempo que tome hallar el logaritmo.

Sin embargo, el algoritmo propuesto por Shor acelera considerablemente el tiempo de
resolucion de logaritmos discretos si se emplea una computadora cuantica. Es por esta
razén que su propuesta desperto6 tanto interés en la comunidad cientifica, ya que pondria
en jaque la seguridad de todos los sistemas criptograficos basados en logaritmos
discretos y que son utilizados en la actualidad.

2.2 Calculo de logaritmos discretos mediante Wolfram Mathematica 10.0

El siguiente programa, diseflado mediante el software Wolfram Mathematica 10.0,
calcula logg (x) (mod p) aplicando el Método de Fuerza Bruta. Dicho método
consiste en calcular las diferentes potencias modulares de ¢, hasta hallar
y €{0,1,..,p-1 }que verifique la condicion g* =x en Z,. Es decir, tal que

g¥ =x (mod p).

Para el célculo de estas potencias modulares aplicamos el algoritmo descripto en el
Capitulo 1.

Para ejecutar el programa se ingresan la base g, el nimero x e Z’; y el médulo p, en un

cuadro de didlogo similar al de la figura:

El presente programa calcula Log, (x) (mod p)
Ingrese la base del logaritmo (debe ser un nimero menor que p)

g= 30
Ingrese el nimero x
= 10
Ingrese el valor del médulo p
p= 43

Segun los datos ingresados, el programa calcula

logs (10) (mod 43)

O equivalentemente
logsp (10) en Zg,

Al ejecutarlo, obtenemos por resultado 20. El codigo fuente del programa lo mostramos
a continuacion.



Codigo fuente del programa que calcula log, (x) (mod p)

Interpretation[{g=18,x=11,p=43},Panel[Grid[{{Style ["El presente programa
calcula Logg(x) (mod p)",Bold ], SpanFromLeft },{Style ["Ingrese la base del
logaritmo (debe ser un nimero menor que p)", Bold ], SpanFromLeft },

{"g =", InputField [ Dynamic [g]] },

{Style ["Ingrese el nimero x", Bold], SpanFromLeft },

"x =", InputField [ Dynamic[x] ] },
{Style ["Ingrese el valor del médulo p"”,Bold], SpanFromLeft },
{"p =", InputField [ Dynamic [ p] ] }
H1

a=2;
Encontrado = "Falso™;
While[a<p-1,

k=a;

cc=1;

gl=g;
While [k>1,

b= Mod [g1%, p ];

If [ Mod [k, 2] =0, cc=gl*cc];

gl =b;

k=IntegerPart [ k/2 ];

I;
If [ Mod [g1* cc, p] = =X, Encontrado="Verdadero"; resultado = a; Break] ]
I;
a=a+l;
I;
If [Encontrado = ="Verdadero”, Print ["Log",g,"(",x,") =", resultado, " (mod
" p,")"], "El Logaritmo no fue encontrado"]

Existen otros métodos que funcionan mas rapido que el de Fuerza Bruta, como por
ejemplo el Método de Shanks o el Algoritmo de Pollard. Sin embargo, no llegan a ser
eficientes cuando el nimero primo p es muy grande. Méas especificamente, cuando el
ndmero primo p tiene valores cercanos a los 1000 digitos binarios, el calculo del
logaritmo discreto utilizando una computadora convencional se torna inmanejable.

2.3 Los logaritmos discretos aplicados a la Criptografia

Numerosos criptosistemas basan su seguridad en la dificultad para calcular logaritmos
discretos. Entre los mas difundidos, figuran el Protocolo de Intercambio de

Diffie-Hellman y los Algoritmos de EIGamal.

Nos ocuparemos en describir el segundo de estos algoritmos, ya que el primero de ellos

se encuentra detalladamente explicado en la Referencia [4].
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Los Algoritmos de EIGamal

En 1985 el investigador egipcio, Thaer EIGamal, propone dos algoritmos criptograficos
que llevan su nombre: “El Algoritmo de Cifrado ElGamal” y “El Algoritmo de Firma
Digital EI Gamal™. Desarrollaremos a continuacion cada uno de ellos.

El Algoritmo de Cifrado ElGamal

Es utilizado para cifrar y descifrar mensajes secretos, como por ejemplo, una clave de
sesion por Internet. En este caso, cada usuario crea su propia clave publica (conocida
por todos) y su correspondiente clave privada (mantenida en secreto) del siguiente
modo:

1) Selecciona un nimero primo p grande y un generador g de ZTO :

2) Elige aleatoriamente un entero a, tal que 1 <a<p -2 ycalcula B=g? (mod p).

3) La clave publica, que sera conocida por los demas usuarios, es la terna (p .0 ,[3) :
La clave privadaes a.

Clave publica Clave privada

(p.g.B) a

Supongamos que un usuario, al que llamaremos Bernardo, cifra un mensaje para
enviarselo a otra usuaria, llamada Alicia. Entonces

Bernardo cifra un mensaje para Alicia

1) Bernardo obtiene la clave ptblica de Alicia:(p,g.B).

2) Representa un mensaje codificado numéricamente como un entero m en el intervalo
[0,p-1].

3) Elige al azar unenterok tal que 1 <k <p-2.

4) Calcula y=g* (mod p)y 8=m .p* (mod p)

5) Envia el par cifrado (y,8) a Alicia.

Alicia descifra el mensaje de Bernardo
Alicia utiliza su clave privada a para recuperar el mensaje m, del siguiente modo:
yP*2.8=m (mod p)

Justificacion de porqué Alicia obtiene el mensaje m de Bernardo
El Teorema de Fermat afirma que si p €s un nimero primo entonces
_1 F
aP™ =1 (mod p) VaeZ,

Por lo tanto
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PR S=4P RS El.(gk )_a.m Bk =g‘k'a.m.(ga)k =g *3am. gka=

=g 2 gk¥m=1m=m (mod p)

La seguridad del Algoritmo de Cifrado EIGamal se basa en la dificultad para descubrir
la clave privada “a”. Es decir, en hallar “a” tal que B=g? (mod p). O

equivalentemente, en lo dificultoso que resulta resolver log (B) (mod p) cuando el

namero primo p es muy grande.

Ejemplo 2.6

Alicia genera una clave privada a= 33 y una clave pablica (p,g,B)=(151,6 ,60),
Donde B=g®=6% =60 (mod151).

Bernardo cifra un mensaje para Alicia

1) Bernardo obtiene la clave piblica de Alicia: (p,g,p)=(151,6,60).

2) Representa un mensaje codificado numéricamente como un entero m=79.
3) Elige al azar un entero k =11.
4) Calcula y y 6 del siguiente modo:

y=9% (mod p) . Es decir, y=6 =77 (mod 151)
§=m .p* (mod p). O sea, 5=79 .60 =8 (mod 151)
5) Envia el par cifrado (y,8)=(77 ,8)a Alicia.

Alicia descifra el mensaje de Bernardo
Alicia utiliza su clave privada a para recuperar el mensaje m:
yPR 5 =771113 (8) =771 (8) =142.(8)=1136 =79 (mod 151)

De este modo, Alicia descifra el mensaje m=79 de Bernardo.

El Algoritmo de Firma Digital EIGamal

Este algoritmo permite que un verificador pueda confirmar la autenticidad de un
mensaje que fue firmado y enviado por un emisor por un canal inseguro como es
Internet. En este caso uno de los participantes, que llamaremos Alicia, quiere firmar los
mensajes. Para ello procede del siguiente modo:

Alicia genera una clave
1) Selecciona un nimero primo p grande y un generador g de Z";, :

2) Elige aleatoriamente un entero a, tal que 1 <a<p -2 ycalcula p=g? (mod p).

3) La clave publica, que sera conocida por los demas usuarios, es laterna (p, g ,[3) :
La clave privadaes a.
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Estos pasos son realizados una sola vez por el firmante, que en este caso es Alicia.

Alicia genera una firma

Para firmar un mensaje m que esta codificado numéricamente, la firmante Alicia efectla
los siguientes pasos:

1) Elige unentero k tal que 1 <k <p-2 y mcd (k,p-1)=1

2) Caleula r =g* (mod p)

3)Calculas=(m-a.r).k™* (mod (p-1))

4) Si s =0, volver al inciso 1).

El par (r,s) asi obtenido es la firma digital del mensaje m. La firmante procedera a

repetir estos pasos para cada mensaje m que desee firmar.

Verificacion de la autenticidad de la firma

Si un usuario quiere comprobar que un mensaje m procede efectivamente de Alicia,
debe verificar que
m __ r S
g"=p".r> (modp)
El verificante acepta el mensaje Unicamente si esta condicidén se cumple. Porque si

efectivamente Alicia fue la emisora del mensaje, esta Gltima expresion de congruencia
es valida pues: como

s=(m-ar).k™ (mod (p-1))=>m=sk+ar (mod (p-1))=(p-1)(m-sk-ar)
Luego
m—s.k —ar =k, (p—1) paraalgin k; €Z
Es decir
sk +ar=m-k;(p-1)
Por lo tanto, aplicando el Teorema de Fermat resulta

B rs= (ga)r. (gk )S —ga". gk.s :ga.r+k.s :gm—kl(p—l) —gM. g—kl(p—l) _
)\ -
=" (g"M) " =g™ @) =g™ (mod p)

Obviamente, si alguien fuese capaz de calcular logaritmos discretos y obtener el entero
a a partir de B, es decir, si pudiera hallar a=log, (B) (mod p), podria firmar

mensajes como si fuese la firmante Alicia, pero si se toma un numero primo p
suficientemente grande, en la préctica es imposible encontrar a.

La importancia de este algoritmo reside en que es la base del actual sistema de firmas
digitales, el DSA.

Finalizamos este Capitulo con el siguiente Ejemplo que implementa este uGltimo
algoritmo.
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Ejemplo 2.7

Alicia quiere firmar un mensaje m= 300 para enviarselo a Bernardo a traves de Internet.

Para ello procede del siguiente modo:

Alicia genera una clave

1) Selecciona un nimero primo p=6011 y un generador g =13.
2) Elige un entero a =20 y calcula p=g® (mod p). Es decir,

B=130=2023 (mod 6011)

3) La clave publica de Aliciaes laterna (p,g,B)=(6011,13,2023).
La clave privada es a = 20.

Alicia genera una firma
Para firmar el mensaje m=300, Alicia efectua los siguientes pasos:

1) Elige el entero k =7 , el cual verifica que mcd (k,p—1)=mcd (7 ,6010 ) =1

k

2) Calcula r =g* (mod p).Es decir,

r=13" = 5699 (mod 6011)
3)Calculas=(m—-a.r).k ™ (mod (p-1)).Es decir
s =(300 —(20). 5699 ). 4293= —488028240 =1790 (mod 6010)

Asi, el par (1,5)=(5699,1790 ) es la firma digital del mensaje m=300.

Bernardo verifica la autenticidad de la firma de Alicia

Bernardo deberd comprobar que
g™ =p".r® (mod p)
Es decir, chequeara si
13390 = 2023°%%° 569917 (mod 6011)
Entonces calcula
1330 =1329 (mod 6011)
Por otro lado, calcula
2023°%%. 569917 =(433).(1072)=464176 =1329 (mod 6011)

Luego, se verifica que g™ = B".r® (mod p). En consecuencia, el mensaje m=300
procede efectivamente de Alicia.
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CAPITULO 3

Los Qubits

A diferencia de una computadora clasica, donde la unidad minima de informacion es el
bit, en una computadora cuéntica la unidad minima de informacion es el qubit o bit
cuantico (del inglés quantum bit).

En este capitulo definiremos el qubit para luego desarrollar sistemas cuanticos formados
por dos 0 mas qubits. Mencionaremos, ademas, la propiedad fundamental que los
caracteriza: la superposicion.

3.1 Sistemas formados por un qubit

Los sistemas computacionales cuanticos formados por un qubit procesan la informacion
utilizando un qubit. Su definicion matematica es la siguiente:

Definicion 3.1: qubit
Un qubit esun vector q € C? de médulo 1. Es decir,

=5
p

Donde « , 8 eCytanue|a|2+|ﬁ|2 =1

Como un qubit se puede escribir de la forma

(5 <o

1 0
Diremos que el conjunto { [O] , (J } es una base ortonormal para el sistema

formado por un qubit. Por otro lado, si establecemos la siguiente notacion:

o-[) -t

Entonces la Definicion 3.1 se puede reformular de la siguiente manera:

Definicion 3.2:
Un qubit es un vector q de la forma

a=a [0) + S 1)
Donde

1 0
|o>:(OJ; |1>:[1j y a,BeCcon |a>+|B =1

En este caso, el conjunto { 0), |1> } constituye una base para el sistema formado

por un qubit. Los vectores [0) y [1) se corresponden con el 0y 1 del bit clasico.
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¢ Queé representa fisicamente un qubit?

Un qubit representa el estado de una particula subatémica. En algunas computadoras
cuanticas se toma como qubit al estado de polarizacion de un foton. Pero en otras, y asi
lo supondremos a lo largo de este trabajo, se toma como particula subatomica al
electron situado en la drbita mas externa de un determinado atomo. En este caso, el
estado que se considera es su spin. El spin (que significa giro en inglés), descubierto en
1925, es la facultad que tiene el electron de poseer un momento angular propio o
intrinseco.

Para hacer una analogia con la Mecanica Clasica y solo por razones didacticas,
imaginaremos que el electron es un cuerpo que gira en torno a su eje. Su sentido de giro
queda determinado por “La Regla de la mano derecha”. Entonces el spin representa la
posicidn del eje de rotacion del electrdn. Si el electron esta spin arriba, se encuentra en
su mayor nivel de energia y se supone que esta en estado 0. Mientras que si esta spin
abajo, su nivel energético es el mas bajo y se dice que esta en estado 1.

Estado 0 Estada §
.
,, g T D
- |
(bj

el

Figura 3.1: (a) Electron girando spin arriba. En ese caso, se supone que hay almacenado un 0.
(b) Electron girando spin abajo. Se asume que hay almacenado un 1.
Fuente: Referencia [3]

Pero el electron también puede girar en cualquier otra posicion comprendida entre el
estado O y el estado 1. Es decir, puede rotar en una posicion que es combinacion lineal
de ambos estados.

i e o

Figura 3.2: Distintas posiciones del eje de giro de un electrén
Fuente: Referencia [3]

Haciendo una analogia con el mundo visible a los ojos humanos, algunos comparan el
spin del electron con el eje de rotacion de un trompo, el cual puede ir variando de

posicion.
4
\

Figura 3.3: Analogia entre el giro de un electrén y el de un trompo.
Fuente: Referencia [3]
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En caso de que el eje de rotacion tome una posicion distinta a la de spin arriba o spin
abajo, se supone que el electrén esta en ambos estados al mismo tiempo.

Por esta razon se afirma que un qubit puede adoptar simultaneamente los estados 0 y 1.
Este hecho es lo que permite, a una computadora cuantica, procesar varios datos
simultaneamente.

¢Por qué se define matematicamente un qubit de este modo?

El hecho de que un qubit se modele matematicamente como un vector de médulo 1 en el
espacio vectorial complejo bidimensional se debe al Primer Postulado de la Fisica
Cuantica, que afirma lo siguiente:

Primer Postulado de la Mecanica Cudantica:

Asociado a cada sistema fisico, se encuentra un espacio de Hilbert H, conocido como
espacio de estados del sistema. El sistema es completamente descripto por su vector
de estado, el cual es un vector unitario en dicho espacio de estados.

En este caso, el sistema fisico que hace referencia este Postulado es el electron de la

Orbita més externa de un determinado 4tomo. El espacio de Hilbert H es C? y el estado
que se estudia de este sistema es su spin. De este modo, el sistema queda
completamente descripto mediante su vector de estado, que es un vector unitario en

C?. Para més detalles acerca de la definicion de espacio de Hilbert, puede consultarse
la Referencia [3].

A continuacién definiremos la propiedad de superposicion de un qubit, gracias a la cual
los computadores cuénticos pueden procesar informacion a una velocidad
considerablemente mayor que la de los ordenadores clasicos.

Definicion 3.3: Estado de superposicién de un qubit

Dado un qubit
q=o [0) +B [1)
Entonces
1) Siq = |0) se dice que el qubit esta en estado 0 o “spin arriba”.
2) Siq = |1) se dice que el qubit esta en estado / o “spin abajo”.
3) Si =0 A B=0 se dice que el qubit esta en estado de superposicion, lo cual
significa que se encuentra simultaneamente en los estados clasicos 1y 0.

Cabe destacar que el estado de superposicion de un qubit sélo se logra bajo condiciones
de absoluto aislamiento, ya que si entra en contacto con el medio ambiente, el qubit sélo
puede estar en dos estados: estado 0 (spin arriba) o bien estado 1 (spin abajo).
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Ejemplo 3.4

Indicar si los siguientes vectores complejos representan qubits y, en caso afirmativo,
indicar si estan en estado de superposicion:

1+i 1
N full
9a-| b) az = 2
Ng 4
Solucién

Teniendo en cuenta que si z=a + i b es un nimero complejo, el cuadrado de su médulo

es |z |2 =aZ +b2 . Entonces

(&) F) (F)

Luego, g; representa un qubit. Por otro lado, g; esta en estado de superposicion ya que
1+

IOVBT

1 P 2 MY (1¥ 1 1 s
== +|—| ==+—=—1=#1
2 4) "4716 16

b) ‘ =i
En consecuencia, g, no representa un qubit.

‘1+|

+

1
2 4

¢ Cémo medir el estado de un qubit?

Segun el Principio de Superposicion de la Mecanica Cuéntica, mientras una particula
subatomica no interacta con su entorno, ésta puede estar en varios estados al mismo

tiempo. En particular, un qubitq= o [0) + B |1) puede estar a la vez en estado 0 y en

estado 1, si =0 A B=0. Sin embargo, en el instante en que es sometido a una

medicion mediante un laser, el qubit “colapsa” a uno de estos dos estados: 0 (spin
arriba) o bien 1(spin abajo). Pero, ;cémo saber a cuél de estos dos estados colapsara el
qubit inmediatamente antes de efectuar la medicion? Sélo se puede saber en términos de
probabilidades y, para calcularlas, se aplica la siguiente definicidn, basada en el Tercer
Postulado de la Mecanica Cuantica:

Definicion 3.5: Medida de un qubit

Dado un sistema formado por un qubit, cuyo estado se describe mediante el vector
q=o [0) +B [1)

Si al qubit se lo somete a una observacion entonces:

El nimero | a |2 indica la probabilidad de encontrar el qubit del sistema en estado O .

Mientras que | Yei |2 da la probabilidad de encontrar el qubit del sistema en estado 1.




Ejemplo 3.6

Dado el qubit q = (1f j 0) + \F 1)

a) ¢Cudl es la probabilidad de que, al ser sometido a una medicion, éste se encuentre en
estado 0 o spin arriba?

a) ¢Cudl es la probabilidad de que, al ser sometido a una medicion, éste se encuentre en
estado 1 o spin abajo?

c) ¢Es posible que al ser observado el qubit, se encuentre simultdneamente en estado 0 y
en estado 1?

Solucion

a) La probabilidad de que el qubit se encuentre en estado 0 es
1-i [ _(LT ( Lf 1,12
N W B) 33T

b) La probabilidad de que el qubit se encuentre en estado 1 es

34

c) No es posible que el qubit, al ser observado, se encuentre simultaneamente en los
estados 0 y 1, ya que colapsara solamente a uno de estos dos estados.

Cabe preguntarse qué pasaria si las computadoras cuanticas utilizaran, para procesar los
datos, mas de un qubit. En estos casos los qubits comienzan a interactuar entre si para
generar un nuevo sistema fisico. En la préxima seccion mostraremos como describir su
estado. Veremos que el producto tensorial desempefiard un rol importante, ya que
permitird modelar matematicamente este tipo de sistemas.

3.2 Sistemas formados por varios qubits

Para describir el estado de un sistema formado por varios qubits, recurriremos al Cuarto
Postulado de la Mecanica Cuantica:

Cuarto Postulado de la Mecéanica Cuantica:

El espacio de estados de un sistema compuesto por dos o mas sistemas fisicos es el
producto tensorial de los espacios de estado de cada uno de sus componentes.

Mas especificamente, si los sistemas fisicos estan numerados de 1 a ny si el estado de
cada sistema es qi, coni = 1,...,n entonces el estado del sistema compuesto serd

0 ® 0y ®...0,

Por razones didacticas comenzaremos describiendo los sistemas formados por 2 qubits,
luego por 3 qubits, para finalmente generalizarlos a n qubits.
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3.2.1 Sistemas formados por dos qubits

Segun el Cuarto Postulado de la Mecéanica Cuantica el estado de un sistema formado
por dos qubits q; y 0. queda determinado por el producto tensorial gq; ® g, .

A fin de simplificar la expresion de los productos tensoriales, introduciremos la
siguiente notacion:

Notacion 3.7:
Si x,y €{ 0, 1 }entonces se escribe

[x)®ly) =[x y) obien [x)®]y)=|x,y) obien [x)8|y)= [x) [y)

Por lo tanto, si

0= [0)+B 1) ¥y d2=ap [0)+5 [1)
Entonces, al aplicar las propiedades del producto tensorial resulta
g ®dy =(a1[0)+4[1)) ® (@2]0)+ 52 1)) =

= o |00)+ oy B [01)+ By |10) + B o [11)
Al calcular estos productos tensoriales obtenemos

0

poj=lo) @ oj=3 | @ (5] - o) - EJ .

N—

l
.
o O O -

Q

oy oy o)
|11>:|1>®|1>=(1j®(1j: 1(0 = (0 ~
1 1

En consecuencia,
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o a2

og B2

1 o

P1 B2

Como se puede comprobar, el producto tensorial de dos qubits genera un vector de 2°

componentes. Por otro lado, seglin el Primer Postulado de la Mecénica Cuantica, el
vector de estado del sistema debe ser de médulo 1. Esto da lugar a definir un 2-qubit de

01 ® 0y =

la siguiente manera:

Definicion 3.8: 2-qubit
Un 2- qubit es un vector q € C* de médulo 1. Es decir,

T
q= (30'31’32’33)

3
Donde & ,3 ,a, ,a3 € C y verifican que Z| 3 |2 =1
i=0

Teniendo en cuenta que { |00), [01),[10), |11) } es una base para el espacio de los 2-

qubits, la Definicion 3.8 se puede reformular de la siguiente manera:

Definicion 3.9:
Un 2- qubit es un vector q de la forma

q=4a [00)+a [01)+a, |10)+a, |11)
Donde

3
%, ,3,83€C y Z|ai |2 =1
1=0

En este caso, el conjunto { |00) , |01), |10) , |11) }constituye una base para el

espacio de los 2- qubits

De este modo, un 2-qubit es un vector que describe el estado de un sistema formado por
dos qubits. Nuevamente, del Tercer Postulado de la Mecanica Cuantica se deduce la

siguiente definicion:



Definicion 3.10: Medida de un 2- qubit

Dado un sistema formado por dos qubits, cuyo estado se describe mediante el 2-qubit
q=3g |00)+a |01)+a, [10)+a, [11)

Si ambos qubits son observados entonces

| a9 |2 indica la probabilidad de encontrar el primer y segundo qubit del sistema en
estado 0.

| ] |2 indica la probabilidad de encontrar el primer qubit del sistema en estado O y el
segundo qubit del sistema en estado 1.

| a |2 indica la probabilidad de encontrar el primer qubit del sistema en estado 1y
el segundo qubit del sistema en estado 0.

| ag |2 indica la probabilidad de encontrar el primer y segundo qubit del sistema en
estado 1.

Ejemplo 3.11

Se tiene un sistema cuantico formado por dos qubits, cuyo estado estd definido

Nz

mediante el 2-qubit g :gi j00) + % 10) + % 01). Se ha decidido observar los
dos qubits que componen el sistema.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que ambos qubits estén en estado 0?

b) ¢Cual es la probabilidad de que el primer qubit esté en estado 1 y el segundo en
estado 0?

c) ¢Cual es la probabilidad de que ambos qubits estén en estado 1?

Solucion
a) La probabilidad de que ambos qubits estén en estado 0 es

3. _(3Y_9
5 5 25

b) La probabilidad de que el primer qubit esté en estado 1 y el segundo en estado 0 es

HEOE
2 4"

2
c) La probabilidad de que ambos qubits estén en estado 1 es 0.

Como mencionamos anteriormente, al medir el estado de un qubit del sistema,
unicamente es posible obtener dos resultados: estado 0 o bien estado 1. Ademas, antes
de efectuar la medicion, sélo se puede predecir en términos de probabilidades en qué
estado se hallaré dicho qubit. Asi, el calculo de probabilidades estara siempre presente a
lo largo de este trabajo y por esta razon introduciremos la siguiente:
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Notacion 3.12:

P(gj = [0) )=Prob(gj=0 )= Probabilidad de encontrar el i-ésimo qubit del
sistema en estado 0.

P(qi = |1) ):Prob(qizl):Probabilidad de encontrar el i-ésimo qubit del
sistema en estado 1.

Ejemplo 3.13

Se tiene un sistema cuantico formado por dos qubits, cuyo estado se describe mediante
el 2-qubit

q=2i00) +(£+£ij 01) + L ja0y+ Y47 p1qy.
4 3 2 2 12

Se ha decidido efectuar la medicion de ambos qubits.

a) ¢Cual es la probabilidad de que el primer qubit esté en estado 1 y el segundo en
estado 0?
b) ¢Cual es la probabilidad de que el segundo qubit esté en estado 1?

ROk

\2) 4
b) Al aplicar las propiedades del célculo de probabilidades resulta
P(az = [1) )=P(Q2 =) A (m=100) va=[1)) ):
P((az =lt)r a=[0) )v(az =[t) &1 =[1)))=

Solucién

a) P(le 1) A gy = |O>):‘%

=P (2 =[1) a5 =[0))+P (q =[1) n 03 =[1))-

2 | 5P 2 2 7 \2
ZE £ +£ — l +£ +£ :£+£+£:£.
3 2 12 3 2 12 9 4 144 16

A continuacion describiremos los sistemas cuanticos formados por 3 qubits, para luego
generalizar a n qubits.

3.2.2 Sistemas formados por tres qubits

El estado de un sistema formado por tres qubits g; , 0. Y gz queda determinado, segun el
Cuarto Postulado de la Fisica Cuantica, por el producto tensorial g; ® g, ® Qg3 .

Nuevamente, a fin de simplificar la expresion de los productos tensoriales,
introduciremos la siguiente:
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Notacion 3.14
Si x,y,ze{0, 1}entonces se escribe

[x)®ly)®|z) =[x yz)

O bien

x)®ly)®[z) =[x y) [z)
O bien

})®ly)®[z) =|x)ly)|z)
O bien

x)®ly)®z) =[x,y z)

Por lo tanto, si

0= al0)+A 1), 42= az[0)+5[1) ¥y a3 = a3|0)+ 53 1)
Entonces, al aplicar las propiedades del producto tensorial obtenemos
G ®Gp ®A3 = (2 [0)+ B [1)) ® (a2[0)+52]1)) ® (a3|0)+p51))=
=0q Op 03 |000> + oq oo B3 |001>+ o4 BZ o3 |010>+ ol BZ B3 |011> +

+ Brag ag|l00) + By ap B3[101) + By B a3[110) + By By Bs [111)

Al calcular estos productos tensoriales resulta

1
1
o
1
L 0
1 1 1 0 1 0
| 000>=|0>® |0>® |0>= ® ® ~ ® = =
0 0 0 0 0 0 1
0 0
1
0
0

Q

O O O O O o o

O O O O O o ok

Y asi para los demas casos. Luego,
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o 0 O3
og ap B3
oy By ag
o Bo B3
P ap ag
Pr oy B3
P B2 a3
P1 B2 B3

De este modo, el producto tensorial de 3 qubits genera un vector de 2° componentes.
Ademas, por el Primer Postulado de la Fisica Cuéntica, el vector de estado del sistema
debe tener mddulo 1. Esto da lugar a definir un 3-qubit de la siguiente manera:

1 ®dp; ® Qs =

Definicion 3.15: 3-qubit
Un 3- qubit es un vector q € C® de médulo 1. Es decir,

3 T
q=(a &, 8,8, &, 8,3, &)

.
Donde a; e C V i=0,..,7 y verifican que Z| e |2 =1
i=0

Teniendo en cuenta que
{ |000), 001}, |010), |011), [100), [101), [110), [111)}

Es una base para el espacio de los 3- qubits, la Definicion 3.15 se reescribe de la

siguiente manera:

Definicion 3.16:

Un 3- qubit es un vector g de la forma
q=4g [000)+a [001)+a, |010)+a; [011)+a, |[100)+as [101)+ag |110)+a, [111)
Donde

7
8 eCVi=0..7 y > |g [* =1
i=0
En este caso, el conjunto
{1000>, |001>,]010>,|011>,]100>,|101>, |110>, 111>}

Constituye una base para el espacio de los 3- qubits.

De este modo, un 3-qubit es un vector que describe el estado de un sistema formado por
tres qubits. La medida de un 3-qubit se define de manera similar a las Definiciones 3.5
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y 3.10. Por ejemplo, si los qubits son observados, entonces | a |2 indica la probabilidad

de encontrar el primer y segundo qubit del sistema en estado O y el tercer qubit del
sistema en estado 1.

A continuacién definiremos los n- qubits, los cuales permitiran describir el estado de un
sistema formado por n qubits.

3.2.3 Sistemas formados por n qubits

El estado de un sistema formado por n qubits se describe mediante un n-qubit. Su
definicién surge del Primer y Cuarto Postulado de la Mecanica Cuantica y es la
siguiente:

Definicion 3.17: n-qubit
n
Dado un ndmero natural n, un n- qubit es un vector q € C? de médulo 1. Es decir,
T
q= (ao B s a2”—1)

2" -1
Donde a; eC Vi=0,..,2" -1 y tales que Z | aj |2 =1
i=0

En este caso, una base del espacio de los n- qubits es
{ [Xn-1 Xn_2 =Xy Xg) cON X; =06 1,i=0,1,.,n-1}
Donde [Xp_ g Xp_2 . Xy Xg) = [Xpg) ® [Xp2) ® ..® |X1) ® [Xq)
Si quisiéramos representar un n-qubit como combinacion lineal de los elementos de esta
base (de una manera similar a la planteada en las Definiciones 3.9 y 3.16) entonces su

expresion, con esta notacion, se tornaria engorrosa si n fuera muy grande.
Por esta razon adoptaremos la siguiente convencion:

Notacion 3.18:

Si xj =061 con i=0,1,.,n-1 entonces

Xn_1 Xp_2 «Xg Xg) = |X)

Donde x es la representacion en base 10 del nimero binario X,_3 Xp_2 ... X1 Xg -
Es decir,

x =20 xo 21 xg +.. 42" 2 x, , +2" L x4

En el siguiente ejemplo mostraremos como aplicar esta notacion.
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Ejemplo 3.19

Dado el 3-qubit

g=3g [000)+a [001)+a, [010)+a; [011)+a, [100)+as [101)+ag [110)+a |111)
Expresarlo segln la Notacion 3.18

Solucion

El siguiente cuadro muestra como representar cada elemento de la base del espacio de
los 3-qubits:

NUmero binario Representacién en base 10
000 0.(2°)+0.(2")+0.

001 1.

010 0.

011 1.

(2°)+0(2")
(2°)+2(2")
(2°)+1(2")
100 0.(2%)+0.(2")+1.
(2°)+0(2")
(2°)+1(2")
(2°)+1(2)

101 1.(2°)+0.(2)+1.(22)=5
110 0.(2°)+1.(2)+1.(2%2)=6
111 1.(2° )+1.(21 )+1.(2%)=7
Por lo tanto
|OOO> = |O>
j001) = [1)
010) = |2)
011) = 3)
|100>z |4>
|101>z |5>
|110>z |6>
|111>z |7>
En consecuencia, el 3-qubit g se escribe
;
q= Zai i)
i=0

Con esta nueva notacion para los elementos de la base del espacio de los n-qubits, se
puede extender las Definiciones 3.9 y 3.16 del siguiente modo:



Definicion 3.20:

Un n- qubit es un vector q de la forma

2" 1
a= D a i)
i=0
Donde
2" -1
aeC Vvi=0,..,2"-1y Z | aj |2 =1. En este caso, el conjunto
i1=0

{|o>, 1, ]2 e, ‘2”-1>}

Constituye una base para el espacio de los n- qubits

Ejemplo 3.21

Se tiene un sistema cuantico formado por 5 qubits, cuyo estado se describe mediante el
5-qubit
a=(L+li) ) + sy + Lijan) + V3 25)-1 |30) + WL 31)
2 4 8 2 4 4 8
a) Expresar el qubit g en notacidén binaria.
b) ¢Cual es la probablidad de que, al observar todos los qubits, el quinto qubit esté en
estado 1y los restantes en estado 0?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que, al medir todos los qubits, el quinto qubit esté en
estado 1?

Solucién

a) Primeramente se expresan [1), [5), [21), |25), [30) y |31) en notaci6n binaria:

NuUmero decimal Representacion binaria
1 00001
5 00101
21 10101
25 11001
30 11110
31 11111

Por lo tanto

3 i

q=(£+£ij 00001)+ = [00101)+ 1 i j10201)+ Y3 11001y~ % 11110)+ YELi j11111)
2 4 8 2 4 4 8

ROROE:
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Cabe preguntarnos como evoluciona un sistema cuéntico formado por dos o0 mas qubits,
cuando solamente algunos qubits son sometidos a observacién. Las siguientes
Proposiciones responden a esta pregunta, para el caso de sistemas formados por dos o
tres qubits.

Proposicion 3.22
Sea un sistema compuesto por dos qubits, y cuyo estado se describe mediante el 2-qubit

q=g |00)+a [01)+a, [10)+a, [11)
Entonces

Si una vez realizada la medicién so6lo del primer qubit del sistema, se obtiene que éste
esta en estado 0, el 2-qubit evoluciona al siguiente estado:

=2 00) +& [01)
Voo +fauf

Y si se obtiene que éste esta en estado 1, el 2-qubit evoluciona a un nuevo estado dado
por

_ dy |10> +3.3 |ll>
|2

q
2y [ +fag

Expresiones similares se obtienen para los resultados de la medida del segundo qubit
del sistema.

Demostracion: Véase Referencia [5] m

Proposicion 3.23

Sea un sistema compuesto por tres qubits, y cuyo estado se describe mediante el 3-qubit
q=4g [000)+a [001)+a, |010)+a; [011)+a, [100)+as [101)+ag [110)+a, [111)

Entonces

Si una vez realizada la medicién de los dos primeros qubits del sistema, se obtiene que
ambos estan en estado 0, el 3-qubit evoluciona al siguiente estado:

g = a |OOO> +& |001>

2 2
L oo +au
Expresiones similares se obtienen para las restantes mediciones.

Demostracion: Véase Referencia [5] m
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Las Proposicion anterior se puede generalizar para el caso de sistemas formados por n
qubits.

Ejemplo 3.24

Se tiene el siguiente sistema cuantico formado por 2 qubits, cuyo estado se describe
mediante el 2-qubit
q=0500)+0.5 [01)-0.5 [10)-0.5 [11)
Analizar cual puede ser el estado resultante luego de medir el segundo qubit.
Solucion

Sea ¢’ el estado que resulta luego de medir el segundo qubit. Entonces

1) Si el segundo qubit quedd en estado O al ser observado, el estado resultante del
sistema es

_ 05[00)-05 [10) 0.5[00)-05 [10)
J |05 +-05P V05

~\05 [00)- 05 f10)

Es decir

¢'=\05 [00) 05 [10)

2) Si el segundo qubit quedd en estado 1, el estado resultante del sistema es

_ 05]01)-05 |11) 0.5 [01)-0.5 |11>=\/(ﬁ|01>—\/(ﬁ|11>
\/|05| +|-05[ V05

Por lo tanto
q'=+0.5 |01)-\05 |11)

Ejemplo 3.25

Se tiene el siguiente sistema cuantico formado por 5 qubits, cuyo estado se describe
mediante el 5-qubit

Ny

q_@ s ]|00001>+— 100101} + —i [10101) + J_ |11001>—— |11110>+L' [11111)

a) Indicar el estado del sistema, tras medir el cuarto qubit y observando que éste quedd
en estado 0.

b) Si a continuacion se mide el primer qubit y se observa que esta en estado 1 ¢en qué
estado queda el sistema?

Solucién

a) El estado del sistema quedara conformado por los términos de g cuyo cuarto qubit
esté en estado 0. Es decir que, si llamamos ¢’ al nuevo estado del sistema entonces
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@ ¥ )|00001>+ 100101} + —i 110101} + f 111001)

q'=
\/‘1+1i ¥
2 4

4
G L j|00001>+ |00101) + —i |10101) + */_ |11001)
Jl 1.1, £ 3
4716 64 "4 16

G L j|00001>+ 00101 ) + —i 10101) + ‘/_ 11001)

2 2

1

+ H [
8

2 .
2

49
64
(; i j |00001>+— |00101> —i |10101>+\{13_ |11001>
= Z _
8
4 2 00001 +— 00101) + —| 10101 +2\/_ 11001
7 7

Por lo tanto

q'—(;i 72 j|00001>+— 00101 ) + —| |10101>+2*/_ |11001)

b) El estado del sistema quedara compuesto por Ios términos de q’ cuyo primer qubit
esté en estado 1. Es decir que, si llamamos q’’ al nuevo estado del sistema entonces

|10101>+ */_ |11001> |10101>+ */_ |11001>
T 2 16 12
‘7i 49 49
4 . 23
=——i [10101)+ 11001
g 110101} 252 f11001)
Luego
4 23
"=——1i [10101)+ 11001
q @' | )+ «/_ | )
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3.2.4 Diferencias entre bits y qubits

El siguiente cuadro resume las principales diferencias entre un bit y un qubit.

Bit

Qubit

Es la unidad minima de informacion
en una computadora clasica.

Es la unidad minima de informacion en una
computadora cuantica.

Solo puede almacenar un valor: 0 6 1.
Este hecho permite realizar computos
de a un valor por vez.

Puede almacenar los valores 0 y 1 al mismo
tiempo (Principio de Superposicion).

Esta propiedad permite realizar computos
sobre ambos valores a la vez.

Una computadora clasica que opere
con n bits, puede almacenar y
procesar n digitos binarios al mismo
tiempo.

Una computadora cuantica que opere con n
qubits, puede almacenar y procesar al
mismo tiempo 2" digitos binarios (pues un
qubit puede estar en estado 0 y 1 al mismo
tiempo).

Se puede medir el valor almacenado

En el momento en que el qubit es medido,

en un bit, sin que se altere luego su | éste colapsa en valor 0 o bien en valor 1.

valor.

En base a estas comparaciones, si un ordenador convencional tiene un registro de n

bits, dicho registro puede tomar 2" valores posibles, pero el registro puede contener
s6lo uno de esos valores.
En cambio, si una computadora cuantica posee un registro de n qubits, dicho registro

puede contener 2" valores al mismo tiempo, gracias a la propiedad de superposicion.

Asi, se podran efectuar 2" operaciones paralelas. De este modo, en una computadora
cuéntica tendriamos un avance exponencial en los célculos y en la blsqueda de
informacion en relacién a un ordenador clasico.
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CAPITULO 4

Compuertas, circuitos y algoritmos cuanticos

4.1 Definicidn y caracteristicas de una compuerta cuantica

Para manipular la informacion almacenada en un conjunto de qubits se utilizan
compuertas cuénticas. Estas son para los ordenadores cuanticos lo que las puertas
I6gicas son para los ordenadores clasicos.

Desde el punto de vista de la Fisica, una compuerta cuantica es un dispositivo electro-
magnético que permite modificar el estado de los qubits que ingresan. Es decir, pueden
modificar el spin de los electrones que componen el sistema.

Figura 4.1: Representacion gréfica de una compuerta cuéntica. q’ es el estado en que puede quedar el
qubit g al atravesar una compuerta.Fuente: Referencia [12].

Tecnoldgicamente se la disefia mediante una trampa de iones, que genera campos
magnéticos a lo largo de diferentes direcciones, los cuales permiten cambiar la
orientacion del spin de los electrones del sistema.

Caracteristicas de las compuertas cuanticas

Las compuertas cuanticas tienen fundamentalmente las siguientes propiedades:
m Reversibilidad.

Una compuerta es reversible si a partir de los datos de salida se pueden recuperar los
datos de entrada. Es decir, para cada compuerta debe haber otra que “deshaga” lo que
hizo la primera.

m El nimero de entradas es igual al nimero de salidas

A diferencia de las compuertas ldgicas que pueden operar de n bits en m bits, las
compuertas cuanticas deben operar de n qubits en n qubits. Si la compuerta cuantica
tuviera menos salidas que entradas, se produciria una disipacion de la energia que se
transforma en calor y, por consiguiente, estos sistemas se calentarian. Como los estados
cuanticos del atomo son extremadamente fragiles, la superposicion podria verse
afectada ante la mas minima fluctuacién de la temperatura, lo que provocaria errores de
calculo. Por otro lado, si la compuerta tuviera mas salidas que entradas, la compuerta
encargada de recuperar los datos de entrada tendria menos salidas que entradas. Pero,
por lo visto anteriormente, también se producirian errores de calculo.
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Como modelar matematicamente una compuerta cuantica

Para modelar matematicamente una compuerta cuéntica, se recurre al Segundo
Postulado de la Mecénica Cuantica:

Segundo Postulado de la Mecanica Cuantica:

La evolucion de un sistema cuantico cerrado (totalmente aislado, sin intercambio de
energia con su medio ambiente) se describe mediante una transformacién lineal
unitaria. Es decir que, si gz es el estado del sistema en el instante t; y g, es el estado
en el instante t,, entonces existe un operador unitario U de modo tal que g, = U q;.

El Segundo Postulado sugiere asociar, a cada compuerta cuantica, una transformacion
lineal unitaria definida en el espacio de los n-qubits, ya que éstos describen el estado del

sistema. Por otro lado, como los n-qubits se identifican con vectores en Cc2", la

transformacion unitaria quedard definida en C?". Ademas, sabemos que toda
transformacion lineal unitaria lleva asociada una matriz unitaria. En base a estas
observaciones surge la siguiente definicion matematica de compuerta cuantica:

Definicion 4.1: Compuerta cuantica desde el punto de vista matematico

Una compuerta cuantica, de n qubits de entrada y n qubits de salida, es una matriz
unitaria U de orden 2", es decir, una matriz U € C?" xC2" que verifica

Uu'=U'U =1

Donde U" es la traspuesta conjugada de U e | es la matriz Identidad de orden 2n.

Ejemplo 4.2
Sea la matriz
N2 2
U = 2 2
NER Y
2 2

1) Probar que U es unitaria.
2) Probar que U es una compuerta cuantica e indique sobre qué sistema cuantico opera.

3) Considere el qubit q = |0> ¢A qué estado evoluciona al atravesar la compuerta U?

4) ¢Queda el qubit g en estado de superposicion al atravesar la compuerta U?

5) Si se decide observar el qubit g una vez que atraveso la compuerta U. ¢(Cual es la
probabilidad de que éste se encuentre en estado 1?

6) ¢Existe una compuerta cuantica que permita recuperar el estado inicial del qubit g
luego de atravesar la compuerta U?
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Solucion

1) Para que U sea unitaria, deberemos verificar que U. U " =U *. U =1 . Entonces
2 2V Z
Uuto| 2 2 2 2 :(l OJ:I
RIS | B M B CI
2 2 2 2
De manera similar se prueba que U . U =1 . Luego, U es unitaria.

2) U es una compuerta cuantica pues es una matriz unitaria de orden 2", con n=1.
Luego, dicha compuerta opera sobre un sistema cuantico formado por 1 qubit.

3) Al atravesar la compuerta U, el qubit g :|0> evoluciona, por el Segundo Postulado
de la Mecénica Cuéntica, al estado

T Tl 2 Lep e
vvas g g ol B PRl
2 2 2

Por lo tanto, el nuevo estado del sistema es

A

@ =7 0 )

4) Al atravesar la compuerta U, el qubit qued6 en estado de superposicion pues los
coeficientes que multiplican a son no nulos.

2, [ (EJ 1
2

5) P(a'=[1))=| =~ 5

Luego, la probabilidad de que el qubit esté en estado 1 al ser observado es %

6) Es posible recuperar el estado inicial del qubit aplicando a ' la compuerta

representada por la matriz inversa de U, es decir, U *. De este modo,

2o 2y (V2
+ oo | 2 2 2 (1Y a L
R I S S “[o )-lo)-a

2 2 2
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4.2 Circuitos Cuanticos

Para cualquier computo cuantico se necesita disefiar un circuito cuéntico, que se define
del siguiente modo:

Definicion 4.3: Circuito cuantico

Un circuito cuantico es un dispositivo que consta de los siguientes elementos:

1) Uno o més qubits de entrada. Estos sélo pueden estar inicializados en |0> 0 en
|1> ya que el electrdn, al interactuar con el medio ambiente, puede estar Unicamente
en dos estados: spin arriba o spin abajo.

2) Una o mas compuertas cuanticas. Estas permiten modificar el estado de uno o
mas qubits que componen el sistema.

3) Uno o mas qubits de salida. Ellos son el resultado de los computos realizados por
las compuertas cuanticas. La medicion final se efectia sobre algunos de los qubits de
salida. La cantidad de qubits de salida debe ser igual a la de entrada.

En la representacion gréfica de un circuito cuantico, las compuertas cuanticas se
simbolizan mediante rectangulos. Cada qubit de entrada o de salida debe ir acompafiado
de un segmento horizontal. Los distintos estados de un n-qubit al atravesar cada
compuerta los simbolizaremos por q, q', q" etc. El proceso de medicion convierte el

estado de un qubit q=a [0)+pB |[1) en un “bit clasico”, que sera O con una

probabilidad | o |2 0 bien 1 con una probabilidad | B |2.
El procedimiento de medicion de un qubit se lo simboliza asi:

9'—/7’"\ —

Figura 4.2: Representacién grafica del proceso de medicién de un qubit g. Las lineas dobles se utilizan
para simbolizar los dos Unicos estados que puede tener el qubit al ser observado: 0 o bien 1.

El grafico de un circuito se lee de izquierda a derecha. La siguiente figura muestra un
circuito cuantico formado por dos qubits de entrada:

P
0> . U, 7 =
1> ;

—

Figura 4.3: Un ejemplo de circuito cuéntico.

Las compuertas cuanticas mas utilizadas son las de un qubit y dos qubits. Ello se debe a
que no siempre es posible implementar en un ordenador cuantico cualquier
transformacion unitaria. En general, es necesario descomponerla en transformaciones
unitarias que operen sobre uno o dos qubits. En la siguiente seccion describiremos las
que aplicaremos en este trabajo.
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4.3 Compuertas cuénticas de un qubit

Desde el punto de vista fisico, las compuertas cuanticas que operan sobre un qubit son
dispositivos que modifican el spin del electron. Pero desde el punto de vista
matematico, segun la Definicion 4.1, las compuertas cuanticas que operan sobre un
qubit son matrices unitarias de orden 2. También se las suele llamar “compuertas
simples”. Las que utilizaremos en esta tesis son las siguientes:

4.3.1 La compuerta de Identidad

Su matriz asociada es la Identidad:

2]

Esta compuerta no modifica el estado de los qubits de la base, pues

0o 1) lo)=(o)
o 1) a)=[o)-

Sin embargo, es utilizada pues a partir de ella se pueden generar compuertas de dos o
mas qubits.

4.3.2 La compuerta de Hadamard

Esta compuerta es sumamente relevante y lleva este nombre en honor al matematico
francés Jacques Hadamard (1865-1963). Su matriz asociada es la siguiente:

11
|7 7
ER
E

Veamos como actla esta matriz sobre los qubits de la base:

1 1 1
H|o>:‘/12_ */z ((1)]= \/12_=%|0>+%|1>
Vzoo2 2
1 1 1
AR RAE TR
Z
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Como podemos comprobar, la compuerta de Hadamard transforma los qubits [0) vy [1)

en estados de superposicién, permitiendo estar en estado 0 y 1 al mismo tiempo. Por
otro lado, los qubits transformados H [0) y H |1) tienen la misma probabilidad de que

colapsen a estado 0 0 a estado 1 en el instante en que entren en contacto con el medio
ambiente (es decir, en el momento en que sean observados o sean sometidos a una

2
medicién). El valor de dicha probabilidad es (LJ L
V2) 2
1/ D=+[1= _
0= ° V2 (] |1>) - o 1§z (|0>—|1>)

Figura 4.4: Efecto de la compuerta H sobre los qubits de la base.

El estado de superposicién es muy dificil mantenerlo en el tiempo, ya que el electron
debe estar completamente aislado, porque si interactia con el medio ambiente, el estado
de superposicién se destruye. Esta es una de las causas principales por la cual se torna
muy dificultosa la construccion de computadoras cuanticas.

4.3.3 La compuerta R o de desplazamiento de fase

Dado un angulo & expresado en radianes, la compuerta de desplazamiento de fase Ry
tiene la siguiente forma matricial:
1 0
Ro = 0 & ®

El efecto de esta compuerta sobre los qubits de la base es el siguiente:

R
i<y ooy =[oro) = ¢

Es decir que al qubit |0) lo deja intacto y al qubit |1) lo transforma en el @ 1).

Un caso particular de compuerta R

Si consideramos 0:2—;[ con k e N y definimos
2
1 0
Rk = 2 mi
0 e 2¥
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Dicha compuerta opera sobre un determinado bit. Por ejemplo, si Ri opera sobre el bit
X1, entonces su expresion queda:

1 0
Rk = 2 TCi Xl
k
0 e 2
Y su representacion grafica es:
R,

|11} i

La compuerta de Desplazamiento de Fase, junto con la de Hadamard, seran utilizadas
para disefiar el circuito cuadntico para la Transformada Cuéntica de Fourier.

Ejemplo 4.4

Sea el qubit de entrada g = |0) y el circuito:

o=10> S I

1) Indicar el estado del qubit al atravesar cada compuerta.
2) ¢Cual es la probabilidad de que, al observar el qubit de salida, esté en estado 1?

Solucion

1) Simbolizaremos por q' y q" a los estados del qubit q al atravesar las compuertas H
y R,/ respectivamente.

4 q

o

Al aplicar el Segundo Postulado de la Mecénica Cuantica, los estados del qubit se
obtienen del siguiente modo:

]

q=10)
11 1
o=wasn ) Y [T
2 2 2
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1 1
1 0 —_ 1 0 —
Q" =Rp2 0" = n V2| m m V2 |
m/ 2 0 eiE 1110 cos[ajﬂsen(aj 1
J2 J2
1) (1
1oy ||’
S S O I
J2 J2
2) Si q=|0), el qubit de salida del sistema es
1
q" = V2 =L|0>—i L|1> . Por lo tanto,
L 2 V2
J2
2 2
1 1 1
P(q" = [1))=|-i = =|- | ==
Ejemplo 4.5

¢Existe una compuerta cuantica que lleve el qubit |0) al qubit [1) y el qubit |1) al qubit

3

%i |o>+73 1)2

Solucién
Probaremos que no existe una matriz unitaria U de orden 2 tal que
U.j0)=[1)

1. 3 '
U 1) =i [0)+ > 1)

Supongamos por el absurdo que si existe tal matriz. Por lo tanto, si

[a b]
U=

c d
Entonces

U0)=P) [: ; [U: 21]

Uf)=3i o)+ B )7 (a b m

2
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De aqui resulta que

0 %i
U=
J3
1 —
2

Lo cual es una contradiccion. En consecuencia, no existe una compuerta cuantica que
verifique la condicion que indica el enunciado.

4.3.4 Representacion gréafica del efecto de una compuerta cuantica sobre un qubit

Para representar graficamente los qubits, se utiliza una esfera centrada en el origen y de
radio 1, llamada La Esfera de Bloch (para méas detalles, ver Referencia [3], pag. 27). La
Esfera de Bloch permite visualizar el estado de un qubit que, como mencionamos en el
Capitulo 3, supondremos que simboliza la posicion del eje de rotacion del electron. De
este modo, a cada qubit se le asigna un punto de la Esfera de Bloch, que representa al
electrén, y un vector con origen en dicho punto de la esfera, que representara su eje de
rotacion.

En la Esfera de Bloch podemos visualizar también como cambia el estado de un qubit al
atravesar una compuerta. Recurrimos al software Wolfram Mathematica 10.0 para llevar
a cabo una simulacion, a fin de mostrar estos conceptos.

Al ejecutar la simulacién, aparece el siguiente cuadro de didlogo, donde se deberén
ingresar las componentes del qubit q y los coeficientes de la matriz unitaria U:
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Ingrese el qubit q= (;) cona, BeC y |ol?+|B1%=1

1
q:
0

Ingrese los coeficientes de la compuerta U (U es una matriz unitaria)
1 1

U= I VZ VI ]
1 _1
V2 vz

Figura 4.5: Datos a ingresar para ejecutar la simulacion:
Las componentes del qubit q y los coeficientes de la matriz U.

Al ejecutar la simulacion podemos visualizar como va cambiando la posicion del eje de
rotacién del electrdn, por la accion de una compuerta. En el siguiente grafico mostramos
la simulacién obtenida, para el caso en que se ingresa el qubit q :|0>y la matriz de
Hadamard

1
V| 2
1 1

22

Transformacion del qubit q al aplicar la compuerta U [ g ][ 11 (1]

Figura 4.6: Simulacion del efecto de una compuerta cuantica en la Esfera de Bloch.
Izquierda: Representacion del qubit g=|0>. Derecha: Representacion del qubit U.q, donde U es la
compuerta de Hadamard.

Cddigo fuente del programa en Wolfram Mathematica 10.0

Mostramos a continuacion el codigo fuente del programa que representa graficamente
un qubit en la Esfera de Bloch y cdmo cambia su estado por la accion de una compuerta.
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Inter‘pretation[{a: 1,3=0,a-= 1/'\/3, b= 1/'\/3, Cc= 1/‘\/3,d=— 1/\/3},
Panel[Grid[{{Style "Ingrese el qubit g= (g) cona, B e€eC y |a|2+ |/3|2= i vy Bold], SpanFr‘omLeft},

{"g=", MatrixForm[ { InputField[Dynamic[a], FieldSize -» 4], InputField[Dynamic[3], FieldSize » 4]}]},
{Style["Ingrese los coeficientes de la compuerta U (U es una matriz unitaria)", Bold], SpanFromLeft},
{"U=", MatrixForm[ { { InputField[Dynamic[a] , FieldSize -» 4], InputField[Dynamic[b], FieldSize -» 4]},

{InputField[Dynamic[c], FieldSize -» 4], InputField[Dynamic[d], FieldSize -» 4] } } 1} }] ]
H= {{a.) b}) {C, d}};
tital = Arg[al;
tita2 = Arg[B];
rol = Abs[a] ;
ro2 = Abs[f]

we

. ro2 )
-F1=I-F[r'01;60,2Ar*cTan[—1 ,2P1/2];
ro

tita = tita2 - titail;

q= { Sin[fi] Cos[tita], Sin[ fi] Sin[tita], Cos[fi] };

Punto = Graphics3D[ {Yellow, Specularity[White, 5] , Sphere[q, ©.06] }];
at = Extract[H.{a, B}, {1}]
Bt = Extract[H.{a, B}, {2}]
titall = Arglat];

tita22 = Arg[Bt];

roll = Abs[at];

ro22 = Abs[Bt]

e

e

e

. ro22
fit = I-F[r'oll # 0, 2ArcTan[

mn] ,2Pi/ 2];

titat = tita22 - titall;
Ugesfera = { Sin[fit] Cos[titat], Sin[ fit] Sin[titat], Cos[fit] };
Ug= {a*xa+b*B, cxa+d*xB};
Esfera = ParametricPlot3D[{ Sin[¢] Cos[6], Sin[ ¢] Sin[6], Cos[¢] }, { ¢, O, Pi}, {6, @, 2Pi} , Boxed - False, Axes - True, AxesOrigin- {0, 0, 0},
PlotRange » {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}}, ImageSize - {400, 400}, Background -» Black,
PlotStyle - Directive [RGBColor[0.482353, 0.705882, 0.74902], Opacity[0.8], Specularity[White, 20]]];

Ejez = Graphics3D[ {White, Arrowheads[0.18] , Arrow[Tube[{ {0, 0, -2.5}, {9, @, 2.5}}]1}];
Manipulate|

Curva = ParametricPlot3D[If[ s <= 1, { Sin[fi] Cos[tita + (titat - tita) s], Sin[ fi] Sin[tita+ (titat - tita) s], Cos[fi] },

{Sin[fi+ (fit- fi) (s-1)] Cos[titat], Sin[ fi+ (fit-fi) (s-1)] Sin[titat], Cos[fi+ (fit- fi) (s-1)]}], {s, 0, t}, PlotStyle-» {Black, Thickness[0.008]}];
Pt=TIf[ t <=1, { Sin[fi] Cos[tita+ (titat - tita) t], Sin[fi] Sin[tita+ (titat - tita) t], Cos[fi] },

{Sin[fi+ (fit-fi) (t-1)] Cos[titat], Sin[fi+ (fit-fi) (t-1)] Sin[titat], Cos[fi+ (fit-fi) (t-1)]}];
Puntot = Graphics3D[ {Blue, Specularity[White, 5], Sphere[Pt, 0.06] }];

Ejev = Graphics3DHRed, Arrowheads[0.04] , Arr‘ow[Tube[{Pt, Pt + Nz::;:] }, 0.02” }],

Show[Esfera, Curva, Puntot, Punto, Ejez, Ejev], Panel[" EFECTO DE UNA COMPUERTA CUANTICA SOBRE UN QUBIT EN LA ESFERA DE BLOCH "],
{Ua},
{{t, 0.00001, "Transformacion del qubit q al aplicar la compuerta U"}, 0.00001, 2, ControlType - Trigger }, SaveDefinitions -> True}
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4.3.5 Codificacion de un circuito cuantico en la plataforma IBM Quantum Experience

A partir del afio 2017, IBM puso a disposicion del pablico en general una plataforma
online que permite simular circuitos cuanticos y analizar sus resultados.

La plataforma lleva a cabo este tipo de simulaciones mediante bloques, tal como se
observa en la siguiente figura

EEBAHHAEEEEEE 6 EREE o
[ I K O D O

e . . ;

A
cl l
0

O mediante un codigo de programacion utilizando el lenguaje QSAM o Qiskit. Asi, la
codificacion del Ejemplo 4.4 es la siguiente:

OPENQASM 2.0;
include "gelibl.inc™;

qreg q[1];
creg c[1];

hq[0];
ul(pi/2) q[0];
measure g[0] -> c[0];

En el area de andlisis de resultados, la plataforma muestra graficos de barras que
representan las probabilidades de encontrar un qubit en cierto estado. También nos da
una visualizacion de la esfera de Bloch, donde se observan dichos estados. Es
importante resaltar que, si se posiciona el mouse sobre el estado de un qubit, aparece
una ventana con mas datos sobre el mismo, como la probabilidad de que se encuentre en
dicho estado.

= (=]

Computational basis states

:0“ .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Measurement probability (%)
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4.4 Compuertas cuanticas de dos qubits

Segun la Definicion 4.1, una compuerta cuantica que opera sobre un sistema formado
por dos qubits es una matriz unitaria de orden 22. Como sabemos, una base ortonormal
para el espacio de los 2-qubits es

{ 100}, [01), 10}, J11) }

Donde
1
00)=[0) ® |0) :@ ® @ . |°
:
01) =[0) ® |1) :@ ® @ N (1)
fi
10) =j1) ® [o) :m ® ((1)] .|°
2
wen on-{)of)-
1

Luego, para definir la matriz unitaria U asociada a una compuerta cuéntica, bastar con
definir la transformacion U sobre cada 2-qubit de la base, expresandola como
combinacién lineal de los elementos de dicha base. Es decir, se especificara:

U|00> =as |00> + ajgo |01> + ags |10 + s |11>

)

U|01) =az [00)+az |01)+az [10)+ax [11)
U[10)=as [00) + as; [01) + ags [10 )+ ags |11)
U|11)= a4 [00) + au |01) + ay3 [10) + aus [11)

De este modo, la matriz unitaria U sera

%1 A2 N3 A4
U= |81 %22 %3 44
431 d3p d33 A4
d41 Q42 43 Ay
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Describiremos a continuacion dos de las compuertas de dos qubits que utilizaremos a lo
largo de este trabajo: la compuerta Swap y la compuerta Xor.

4.4.1 La compuerta Swap

Esta compuerta intercambia dos qubits. Se la define por

Swap |xy>=|yx> conx,y €{0,1}.

La representacion gréafica es la siguiente:

Swap

| v = | x>

Figura 4.7: Representacion grafica de la compuerta Swap.
El efecto de esta compuerta sobre cada 2-qubit de la base es:
Swap [00)=[00)=1.|00)+0. |01)+0. [10)+0. [11)
Swap|01)=[10)=0.|00)+0. [01)+ 1. [10)+0. [11)
Swap|10)=[01)=0.{00) + 1. [01)+ 0. [10)+ 0. [11)
Swap|11)= [11)=0./00)+ 0. [01)+ 0. [10)+ 1. [11)
Por lo tanto, la matriz asociada a esta compuerta es

1 00

Uswap =

0
0
0 0
0 1

0 1
10
00
En general, a la matriz asociada a una compuerta cuéntica se la suele nombrar
anteponiendo la letra “U”.

4.4.2 La compuerta Xor

La compuerta cuéntica Xor se la define por
Xor|xy>=|x,x®y>

Donde x,y €{0,1} y @ representa la “suma médulo 2”.

En este caso, el primer qubit recibe el nombre de “qubit de control”, pues permanece
inalterado. Mientras que el segundo qubit se lo llama “qubit objetivo”. Observemos que
si el qubit de control vale 0O, el objetivo no cambia, mientras que si vale 1, se niega el
objetivo.



La representacion grafica de esta compuerta es:

Xor
|y > | x@y >
WLF

|y = | x@®y >

Figura 4.8: Dos representaciones graficas de la compuerta Xor.

Por lo tanto

Xor|00>:|0,0€r>0>:|00>

Xor |01)= 10,0 ®1)={01)

Xor |10>: |1,1 ®0>: |11>

Xor [11)=[1,1@1)= [10)

Su expresion matricial es entonces
1 0 0 O
0100

Uxor =

0 0 01
0 010

Como definir compuertas de dos qubits a partir de compuertas de un qubit

Se pueden construir compuertas de dos qubits que sean producto tensorial de dos
compuertas simples, que actien separadamente en cada uno de los qubits. Su definicion
es la siguiente:

Definicion 4.6: Producto tensorial de dos compuertas simples

Dadas dos compuertas de un qubit U y V, el producto tensorial U ®V es una
compuerta de dos qubits de la forma

UV |xy)=U|x)®V |y)
Con x,y €{0,1}

Por lo tanto, este tipo de compuertas aplica U al primer qubit y V al segundo qubit. Se
puede verificar que la matriz asociada es el producto tensorial de las matrices U y V. Su
representacion grafica es la siguiente:

|x:> i

| ¥ = |15

Figura 4.9: Representacion grafica del producto tensorial de dos compuertas simples.
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Si una de las compuertas U o V es la identidad, no aparece representada porque deja
inalterado a uno de los qubits. Asi, el producto tensorial de una compuerta simple por la
identidad es una compuerta de dos qubits que consiste en modificar s6lo uno de los
qubits. Es decir,

U®Ixy)=U|x)®ly)=U|x)8|y)
L&V [x y)=1[x)®V |y)=[x)&V |y)

Ejemplo 4.7

Dados los qubits de entrada g, =[0), g, =|1) y el siguiente circuito:

q q ' q-" qrrr
0> H 7 =
Swap

1> H

a) Indicar el estado del sistema al atravesar las compuertas H y Swap.

b) ¢Cual es la probabilidad de que al medir el primer qubit del sistema, éste se encuentre
en estado 1?

) ¢En qué estado queda el sistema luego de efectuar la medicion del primer qubit, si
éste quedo en estado 1?

d) ¢Cual es la probabilidad de que al observar el segundo qubit del sistema, éste se
encuentre en estado 0?

Solucién

a) Por el Cuarto Postulado de la Mecanica Cuantica, el estado inicial del sistema se
expresa mediante el producto tensorial de g; con g5 , es decir

q =01 ®q, =[0)®|1)=|01)

Al atravesar las compuertas de Hadamard H, el estado del sistema el sistema evoluciona
al siguiente estado:

q' =H ®Hq =H ®H [01)= H [0)®H |1>=(%|0>+%|1>)®(%|0)— %mj:

1 1 1 1
==100)-=[01)+=[10)-=|11

Finalmente, al pasar por la compuerta Swap, el estado del sistema queda determinado
por el siguiente 2-qubit:

1 1 1 1
" —Swap. q' =Swap| =100 == [01)+ 210}~ 1|11} | =
q" =Swap. g Wap(zl )=5101)+2110) -2 >]
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1 1 1 1 1 1 1 1
—ESWap |OO>—ESWap |01>+ESWap |1O>—ESWap 11) _E|oo>—5|1o>+5|01>—5|11>

Por lo tanto
1 1 1 1
"=Z]00)==[10)+=|01)-=|11
q" =00)~>[10)+—J01) 1)

b) Siguiendo el mismo procedimiento que en el Ejemplo 3.13, se tiene
2 2
1 1 1 1 1
P (g =[1))= =ata"

c) Por la Proposicién 3.23 se tiene que el sistema evoluciona al siguiente estado:

2 2| 4 4 2

1 1 1 1
-=10)->[11)  ->[10)->[11) 5
g =2 2 T 2T J]m>

_£|11>
2

2 2 1 2
1 1 =
J\‘z - V2
Luego
m 2 2
a" =5 }10) "7 1)
2
V2 1
d>P(qz:'°>):“7 2

Luego, la probabilidad de encontrar el segundo qubit en estado 0 es 0.5.

Ejemplo 4.8

Dados los qubits de entrada g, =|1), g, =|1) y el siguiente circuito:

q qf qf!
11> H R,
7> RILQ

a) Hallar el estado final del sistema.

b) Se dice que dos qubits que componen un sistema cuantico estan entrelazados si el
2-qubit g que describe el estado de dicho sistema no puede expresarse como producto
tensorial de dos qubits. Es decir, si

g# u®v VYqubit u,v.
Por el contrario, si existen dos qubits u, v tales que

g=u®v
Entonces se dice que los qubits que forman el sistema no estan entrelazados. ¢Quedan
entrelazados los qubits al atravesar todas las compuertas?
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Solucién

a) Nuevamente, por el Cuarto Postulado de la Mecéanica Cuéantica, el estado inicial del
sistema es

q=0 ®qy =[1)®|1)=[11)

Al atravesar la compuerta H el primer qubit, el sistema evoluciona al siguiente estado:
1 1 1 1

'=H®Ig=H®I11)=H 1)®I 1)=| —=|0)——F—=1) |®|1)=——=|01)-——=|11

o =H @1 =H ©111)=H[1)@1 1)~ 710}~ =11} Jejt)= lon)-F-in)

Finalmente, al atravesar las compuertas de desplazamiento de fase R, y R/ o, el
estado final del sistema es

" . 1 1
0" =R, ®R ¢ =R @R _, (fm_ﬁmj:

1

=R ®R_, (%pl)j—Rn@Rn/ ) [%pl)}:%&r@mm (|01>)—$RR®RR/2 (j11))=

s .

1 1

- ERAD)OR,,, (1) FReOR (|1>)=%|0>®ei2|1>—%ei“|1>®el 21—

yofr)- U mepy =)

~ e g e o gt

Es decir

q" =ﬁ|01>+f|11>

b) Como el estado final del sistema es

® 1)

o - g g (i) o

Y .
Primer qubit Segundo qubit

Entonces los qubits no quedan entrelazados porque q" queda expresado como producto
tensorial de dos qubits.

Notacion 4.9

Si se tiene un circuito similar al de la figura:

i '
|x:5 ¥

|y=
Entonces sabemos que los estados del sistema son
qa=[x)®y)=|xy)
q'=U®Ilg=U®I|xy)=U[x)®1|y)=U|x)®]|y)
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Para simplificar la notacion, evitaremos expresar la compuerta Identidad y escribiremos
simplemente

q'=U|[x)®y)
Esta notacion también la aplicaremos para sistemas de 3 0 mas qubits, en caso de que
algunos de ellos permanezcan inalterados.

Ejemplo 4.10

Dados el sistema formado por los qubits de entrada q; =|0), g, =[1), g3 =[0) yel
siguiente circuito cuantico:

q 4 q" q" gV gV gVI
|0 H R, R, ]
L Swap
[ 1= H I
Swap
| 0= &

a) Hallar el estado final del sistema luego de atravesar todas las compuertas.

b) ¢Cudl es la probabilidad de que al medir los qubits, el segundo y tercero se
encuentren en estado 1?

Solucion

a) Por el Cuarto Postulado de la Mecanica Cuantica, el estado inicial del sistema se
expresa mediante el producto tensorial

q=0; ®q, ®q3 =|0)®|1)®|0)=|010)
Los otros estados que resultan al atravesar cada compuerta son:

®[1)®[0)=—=(0) ®[1)®0)

2

o =H[0)el1)e0) olt)elo)

1 1 1
)+ 2] + i)

Como

1 0 1 0 1 0 10
0 e 22 0 e 2 CcOosS E +1 Se E 1

Entonces

anfy S
on{, ) E)

Luego
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R2[0)@[L)@0) +=R; [1)81) 810)=—]0) O[t) 8[0) + =i 1) ©ft) ©]0)

A

1

Tt

Por otro lado, como

- 1 20.0 1 0 [1 OJ
= T = =
. 1| o e?) (o1

Por lo tanto
L L L
4" = Ral0) Ot} 8[0) +—i Ruf1)@)@f0) =0} eft)@lo) + i@ BP)
Al atravesar el segundo qubit la compuerta H resulta
1 1.

=$|O>®H|1>®|O>+$||l>®H|1>®|0>
-1 1 _
- 0)8( Z510)- @)+ Liine| i)~ i jei)

=—|0>®|0>®|0>——|0> [1)®0)+ —' |1>®|0><*>|0>——I [1)®[L)®lo)
Luego
v 1 1 1. 1.
q" =~[0)@[0)@[0)-—[0)@[1)®[0)+ i [t)@[o)@lo)-i[1)®jt)ep)
Al pasar el segundo y tercer qubit por la compuerta Swap tenemos
v =%|O>®Swap|0>®|O>—%|O>®Swap |1>®|0>+%i 1) ®Swap |0>®|0>—%i 1)@Swap[1)®|0) =
1 1 1. 1.
—~[0)@l0)@lo)-—lo)elo)eft)+ilL)efo)efo)-Sijt)ep) @)
Entonces
v 1 1 1. 1.
—~{0)®[0)®[0)->0)®/0)®j1)+i[1)@[0)®f0)-2-i [1)®[0)®l1)

Finalmente, al atravesar el primer y segundo qubit por la compuerta Swap resulta
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q! =%Swap\0)@\0)@\0)—%Swap\0)@\0)@\1>+%i Swap\l)@\O)@\O)—%i Swap[1)®[0)®|1) =

—~[0)epo)lo)-0)®l0)@[1)+ i [o)@[)®l0)-i P)ejt)ef)

En consecuencia

Vi _Ligo0y_L 1 L
q"' =~ 1000)~—J001)+ i |010)-—i [o11)

b) Observando el estado final del sistema, teniendo en cuenta la Definicién 3.10 y
haciendo un razonamiento similar al del Ejercicio 3.13 b), resulta que

2_(_ ljz _l
2 4

Un algoritmo cuantico es un conjunto de instrucciones que se utilizan para realizar una
determinada tarea en una computadora cuantica.

Los algoritmos cuanticos se llevan a cabo mediante una 0 mas compuertas cuanticas, y
muchos de ellos funcionan considerablemente mejor que los disefiados para ser
ejecutados en un ordenador clésico.

Ello se debe a que los sistemas cuadnticos gozan de una importante cualidad: el
paralelismo cuantico.

El paralelismo cuantico es la propiedad que tienen los algoritmos cuénticos de efectuar
varias operaciones al mismo tiempo, en virtud del estado de superposicién que pueden
adquirir las particulas subatomicas.

Sin embargo, sabemos que, al medir un qubit, éste colapsa a uno de los dos estados
posibles: estado O (spin arriba) o estado 1 (spin abajo).

¢Donde estd, pues, la ventaja de utilizar algoritmos cuanticos? La ventaja radica en que
se pueden manipular los qubits a través de compuertas cuanticas sin que colapsen sus
estados. De este modo, se pueden manejar qubits en estado de superposicion y en el
momento apropiado, observarlos. En ese instante sus estados colapsaran, pero antes de
ello sus estados daran la informacion necesaria para los propositos del algoritmo.

En esta seccion, a modo de ejemplo, desarrollaremos un algoritmo cuantico que suma
dos digitos binarios. Previamente definiremos la siguiente compuerta que opera sobre
un qubit:

P (2 =11) 6 =)= 31

4.5 Algoritmos cuanticos

La compuerta Ug

La compuerta cuantica Uy, con 0 <8< 2, llamada “compuerta de rotacion 6 “, esta
dada por la siguiente matriz unitaria

NEOED
oft) )
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En este caso,

) =)o )] o)
T T B bl e

Upl0)=

0 0 0
Ccos (5) sen (E] 0 sen (Ej p
Uyll)= . = =sen 0)+cos 1
o (9) (9) (1] (9) [2]| > ( j”
—sen| — | cos|— cos| —
2 2 2
Por otro lado, su matriz traspuesta conjugada es
5) (3]
cos| —| -sen| —
U+ = 2 2

" (‘9) (ej
sen| — cos| —
2 2
Entonces

U o)- cosm |0>+sen( )|1> U;|1>——sen(9j |0>+cos( j|1>

Algoritmo cuantico para la suma de dos digitos binarios

Primeramente recordemos como se efectlian las sumas de dos digitos en base 2:

/ Bit de acarreo
1

0 1 0 01
+0 +0 +1  +01
0 1 1 10

El circuito cuantico que implementa el algoritmo tiene tres entradas:

dp =[x), a2 =|y), dz =[0)
Con x,y €{0,1}.

El circuito se disefia de modo tal que, al medir el estado final del sistema, el estado de
g, indique el bit de acarreo, mientras que el estado de Q3 represente la suma

(modulo 2) de los bits x e y. La siguiente Proposicion muestra dicho circuito y
determina el estado final del sistema:
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Proposicion 4.11

Dado el siguiente circuito cuantico, con x,y {0,1}

P

g VII

VI
q

&

(|

/4

/4

bory

Swap

Entonces
1) El estado final del sistema es
X, xy,x®y) si(x=y=0)v (x=y=1)
—[x, xy,x®y) si(x=1Ay=0)v (x=0Ay=1)

2) Al medir el estado final del sistema, los estados de los dos ultimos qubits muestran,
con probabilidad 1, el resultado de la suma binaria de x e y.

Demostracion

1) Debemos hallar el estado final del sistema para los siguientes casos:

I
P OO
<< <
I
P O Rr o

X X X X
I

Sélo analizaremos el caso en que x= y=1, ya que para los deméas valores de x e y la
demostracion es similar. La evolucion del sistema al atravesar cada compuerta la
indicaremos paso a paso, segun se muestra en la siguiente figura:

q q' q" q" qIV 4 r s qVII qi-’III X

[x> L d l
ly>

I l Swap

U i i +

10> 7 U > Ul Uy g —
Pase 0 Paso I Paso 2 Paso 3 Pasa 4 Paso 5 Pgso 6 Pase 7 Paso 8 Paso 9

Paso 0:

Por el Cuarto Postulado de la Mecanica Cuantica, el estado inicial del sistema es

q=0; ®q, ®q3 =[1)®1)®|0)=[110)
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Paso 1:

Al aplicar la compuerta U ;4 al tercer qubit, el sistema evoluciona al siguiente estado:

o =[1)8[1) 8U 4|0} =[1)@l1) @ cos ¥ | o) -sen( ] )]

Utilizando la Propiedad Distributiva del producto tensorial, resulta

q' —cos( )|110> sen( j|111>
Paso 2:

Se aplica la compuerta Xor al segundo y tercer qubit del sistema. De este modo, el
estado del sistema se transforma del siguiente modo:

q' —cos( j|111®0> sen( j|111@1> cos( j|111> sen( J|110>

Es decir

q' —cos( j|111> sen( j|110>

Paso 3:

Al atravesar la compuerta U ., 4 el tercer qubit, obtenemos

q" _cos( j [11)®U /4 [1)- sen[ j [11)@Ur410)=

) o) ) (5 ) () )
({5 () () e {3 -

Por lo tanto
q" = |111>

Paso 4:

Se aplica la compuerta Xor al primer y tercer qubit del sistema. Entonces, el sistema
evoluciona al siguiente estado:

=|1,1,1@1>=|1,1,0>
Luego
=[110)
Paso 5:
Se aplica la compuerta U +/4 al tercer qubit, con lo cual el sistema evoluciona al
T

siguiente estado:
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vV :|11>®U;/4|0>:|11>®(cos (gj |0>+sen( ) |1>J

Nuevamente, haciendo uso de la propiedad distributiva, resulta

q” —cos( J |110>+sen( j 111)
Paso 6:

Se aplica la compuerta Xor al segundo y tercer qubit del sistema. Entonces, el sistema
evoluciona del siguiente modo:

q”! —cos( j 1.1 0@1>+sen[ j 111@1)= cos( j 1.1 1>+sen( j 1,1,0)

Es decir

q”! _cos( j |111>+sen( j 110)

Paso 7:

Se aplica la compuerta U +/4 al tercer qubit, con lo cual el sistema evoluciona al
T

siguiente estado:

qVII _cos( j |11>®Un/4|1>+sen( j |11>®Un./4|0>

o5 ) () (3 () ()
g 5) o )

Por lo tanto

q'!" = J112)
Paso 8:

Se aplica la compuerta Xor al primer y segundo qubit del sistema. Entonces, el sistema
evoluciona al siguiente estado:

g’/ =[11@1,1)=1,0,1)
Entonces

Paso 9:

Se aplica la compuerta Swap al segundo y tercer qubit del sistema, obteniendo
finalmente el estado:

g™ =[1)®Swap|01)=[1)®|10)=[110)
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Es decir
g™ =[110)

En consecuencia, se verifica que q'* =|x, xy,x@y) yaquesix=y =1, que es el

caso que estamos analizando, resulta

a™ =1, 1,0)=[1, (1).(1) , 1@1)=|x, xy,x DY)

2) Si x =y = 1 entonces
X+y=1+1=10 (en base 2)

Por otro lado, del inciso 1) se tiene que el estado final del sistema es

g% =[x, xy,x ®y)=[110)

Por lo tanto, si se miden los dos ultimos qubits del sistema, sus estados mostraran, con
probabilidad 1, el resultado de la suma binaria x + y pues, por la Definicion 3.10
generalizada a tres qubits obtenemos

P (g2 =[1) 45 =[0))=|1[" =1
De manera similar se demuestra para los demas valoresde xey. m

Observacién 4.12

El algoritmo anterior muestra que no se puede prescindir de las computadoras clasicas,
ya que la suma binaria en este tipo de computadoras se realiza de una manera mas
sencilla y menos costosa que en un ordenador cuantico.

En general, las computadoras cuanticas llevan la ventaja cuando sus algoritmos hacen
uso del paralelismo cuantico, pues los tiempos de ejecucion de dichos algoritmos se
reducen drasticamente en relacion a los algoritmos clasicos. El efecto del paralelismo
cuantico se pondra en evidencia en el Ejemplo 6.7 del Capitulo 6 y en el Capitulo 7,
cuando desarrollemos el algoritmo para el calculo de logaritmos discretos.
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CAPITULO5

La Transformada Cuantica de Fourier

En este capitulo presentaremos una transformacién unitaria muy importante, que sera
utilizada en el Algoritmo de Shor para el calculo de logaritmos discretos: La
Transformada Cuantica de Fourier (En inglés Quantum Fourier Transform).
Podriamos decir que es la analogia cuantica de la Transformada Discreta de Fourier.
Veremos también que puede disefiarse eficientemente en un ordenador cuantico. Su
definicion es la siguiente:

Definicion 5.1: La Transformada Cuantica de Fourier de n-qubits

Sea |X>e{ o), 1), |2).... ‘2” —1> }un elemento de la base del espacio de los

n-qubits. La Transformada Cuéntica de Fourier, simbolizada mediante la sigla QFT,
es la transformacion lineal definida por
on 4 2mixy

QFT [x)= Z|y =

Donde
|x) es la representacion en base 10 del n-qubit [X, ; X,_5...X; Xq)

ly) es la representacion en base 10 del n-qubit |y, 4 Yy, 5 ..Y1 Yo)

Ejemplo 5.2

Probar que si n =1, la Transformada Cuantica de Fourier es la compuerta de Hadamard.
Solucion

Si n=1 entonces \x>e{ 0),

x)=|0) 0 |x)=[1). Luego

1)}

oh 4 2ni0y ol 4 2mi Oy 1
L e T g 2

Q|_—|'|0 |y 2 —— = =
Z 51 = 2 =

1 < 1
NGl y§|y>=$(|0>+|1>)

Por lo tanto

QFT [0)=—7=(0)+1) [
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Por otro lado

on 4 2mily 211 2mily 1
1 n 1 21 l Ty
CT)=p D l)e 0 = 2 e & =5 2l
y=0 y= y=0

1

-5 (|O> e™! 0 41) en! 1):«/5 (|0>+|1> (cos (m)+i sen(rc)))leE (j0)-|1))
Luego

QFT [1)= 5 (10)-I1) 2

De [1] y [2] resulta que efectivamente la Transformada Cuantica de Fourier, para el
caso n = 1, coincide con la compuerta de Hadamard, segun la definicion dada en la
seccion 4.3 del Capitulo 4.

Ejemplo 5.3

Sea n =4. Calcular QFT [8).

Solucidén

En este caso, la Transformada Cuantica de Fourier esta definida para un sistema
formado por 4 qubits. Luego

4
QFT [8)= E ly)e 2 :ﬁz ly)e™ E ly) (cos (my )+i sen(my))
y =0 y—O

Teniendo en cuenta que Vy e 7Zse verifica que

Entonces

QFT [8) = Z\y )=[1)+]2)—[3)+]4)—=[5)+]6 )—[7 )+[8)—|9).+.....—[15))

O equivalentemente

QFT |1ooo>=LlT(|oooo>—|0001>+|001o>—|oo11>+|01oo>—|0101>+|0110>—|0111>+....—|1111>)
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5.1 Representacion matricial de la Transformada Cuantica de Fourier

La Transformada Cuéntica de Fourier, por ser una transformacion lineal, tiene una
representacion matricial. Para hallarla, valuaremos la Transformada en cada uno de los
elementos de la siguiente base del espacio de los n-qubits expresados, para simplificar la

1), [2),.. 2”—1> }

escritura, en representacion decimal:{ \o),

2 i

. .. n
Entonces, si definimos w =e 2" |, obtenemos

QFT |o>:%(1. 0)+1. [t)+1. [2)+..+1. [2" -1 |
QFT |1>=J;T(1 0) +wl1) + w2[2) 4.+ w2 2 2"-1) j
QFT [2)=—2| 1. [0)+w 2 |1)+w* [2)+ w227 27 1)

Por lo tanto, la matriz asociada a la Transformada Cuéantica de Fourier sobre el espacio
de los n-qubits es:

1 1 1 1 1

1 w w2 w3 Wzn_l

1 w? w4 wb W2(2”—1)
Fo = . 1wl w w? W3(2n_l)

. Wzn_1 Wz(zn—l) Ws(zn—l) - W(Zn—l)(Zn—l)

En la siguiente Proposicion probaremos que F, es efectivamente una matriz unitaria.

Proposicion 5.4
Si F, es la matriz asociada a la Transformada Cuantica de Fourier sobre el espacio de

los n-qubits, entonces F, es unitaria. Es decir, F, . Fy" =
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Demostracion

Primeramente, observemos que los coeficientes de la matriz F,, pueden expresarse del
siguiente modo:

— L W (J _l)(k _1)
Donde

j.k=1,2,.2" w=e?
1 sij=k

Ademés, F. . E+ =1 <:>(F .F+) - vj k=1,..2"
n-n T e 0 sij ek )
Entonces
2N 2N
+ _ + _ _
(Fn . F )jk_mz_;(lzn)jm (Fn )mk_r;-(lzn)jm (Fn)km_

,n 2 (j-1)(m-1) 2 (kL)(m-1)

j-1)(m-1) 1 (k-1)(m-1)_ 1 o 2N e 2N
ZEZVF_- JEF’ on 2:

m=
2 2mi(j-1)(m-1) 2 (k-1)(m-1) L2 27 (j—k )(m-1)
- 2N 2N -t 2N
_2n e e _2n Ze
m=1 m=1
Por lo tanto

27 (j—k )(m-1)

p &
F.F+) = e 2
(% ik an

m=1
Luego
Si j=k
Entonces
. on ZTci(O)(m—l) . % Z
(For) -£5e o L 1-2n-
i n n n
Ik e m=1 2 m=1 2 m=1
Si j £k
2N o
En este caso, teniendo en cuenta que si u € C conu #1 = Z u™ = 1 entonces
m=0 U
2mi(j—k)

. n
considerandou =e 2 resulta
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LELTIE GEVEPUR QLTI ) L

i n
Ik 2 m=1 2 m=1
o 2mi(j—k).n
n_ 2mi(j-k) m .
1 |1 1-e 2 1 12l
~on L 2mi(j-k) N 2mi(j-k)
m=0
1-e 2" 1-e¢ 2"

1 tofeos(2r(j-k))+isen(2x(j-K))) 1 1-@+i0)
~on 27 (j—K) Ton 2mi(j—k)

1-¢ 2" 1-¢ 2"

En consecuencia

1 sii=k
(Fn .Fn+) :{ T g k=t 2
jk |0 sij=k

Por lo tanto, F,, es unitaria. m

5.2 Disefio del circuito cuantico para la Transformada Cuantica de
Fourier

Como mencionamos en el Capitulo anterior, no siempre es posible implementar en un
ordenador cuéntico cualquier transformacion unitaria. Sin embargo, la Transformada
Cuantica de Fourier puede ser disefiada eficientemente en un ordenador cuantico,
utilizando tres tipos de compuertas: la compuerta de Hadamard, la compuerta de
Desplazamiento de Fase y la compuerta Swap. En esta seccion veremos cOmo crear un
circuito cuantico asociado a esta Transformada. Previamente recordaremos algunas
definiciones y enunciaremos una Proposicién que utilizaremos en el armado de dicho
circuito.

Compuertas que intervienen en el circuito de la transformada cuantica de Fourier

Como se mencion6 anteriormente, las compuertas que se empleardn para el disefio del
circuito son tres:

1- La compuerta de Hadamard

Como se vio en el Capitulo 3, la matriz asociada a esta compuerta es:

11
W
1 1
Z
Como
H[0)=—7= (o) + 1))
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HL)= 5 (10) - 1))

Entonces la compuerta de Hadamard puede expresarse del siguiente modo:

H|x>:% ( |0>+ez mi (0x) |1>)

Donde

X e {0 ,1}

0.x es un numero binario, cuya representacion en base 10 es : 0.X =X . 271,
De este modo,

. | . 1 six=0
eZﬁI(O.X):eZTCIXZ :enIX:COS(TEX)'Fisen(TCX): )
-1 six=1

Esta nueva manera de expresar la compuerta de Hadamard seré utilizada en el disefio
del circuito de la Transformada Cuantica de Fourier.

2- La compuerta R o de Desplazamiento de Fase

Dado un angulo & expresado en radianes, la representacion matricial de esta compuerta

es:
1 0
Ry = 0 & ®

. : - : 2
En particular, se define la siguiente compuerta, considerando 6 = —f :
2
1 0
k
0 e 2

Dicha compuerta opera sobre un determinado bit. Por ejemplo, si Ry opera sobre el bit
X1, entonces su expresion queda:

1 0
k
0 e 2
Y su representacion gréafica es:
K

|xy= i

3- La compuerta Swap

Esta compuerta intercambia dos qubits y se la define por

Swap |xy>=|yx> conx,y €{0,1}.

La representacion grafica es:
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[x=

|y >
Swap

ly> |x>

A continuacion probaremos otra forma de expresar la Transformada Cuéantica de
Fourier, que se utilizara para el disefio de su circuito cuantico.

Proposicion 5.5

Si xj €{0,1} Vvi=0,1,.,n-1 entonces

Ql——r |Xn—l"'XO>: \/;T(|O>+e2ﬂ: iO-Xo |1>)®(|0>+82ﬂ?i0.X1X0 |1>)®®(|0>+62ﬂ’, iO.Xn,]_...XO |1>)
Es decir
1 [ :
QFT |Xn—1><n—2---><1><o>=\/2—n @( 0)+e2 ™! OXIaXI-2--%0 |1) )
Donde

0.X|_1X]—2.--X1Xg =x|_1.2_1 +x|_2.2_2 +.. X .2_(|_1)+x0.2_(H))

O equivalentemente
|

—k
0.X]_1X|_2..X1Xg = ZX"" 2
k=1

Demostracion
Véase Referencia [12], pag.110. m

5.3 Circuito cuéntico para la Transformada Cuantica de Fourier

La Proposicion 5.5 afirma que la Transformada Cuéntica de Fourier puede ser
“factorizada” como producto tensorial de n qubits. Este resultado permitird disefiar el
circuito cuantico asociado a dicha Transformada de una manera sencilla, empleando
solamente compuertas de Hadamard, de Desplazamiento de Fase y compuertas Swaps.
Por cuestiones didacticas mostraremos cémo crear dicho circuito para un qubit, luego
para dos y tres qubits, para proceder finalmente a la generalizacion a n- qubits.

5.3.1 Circuito Cuéantico de la QFT de 1-qubit

En este caso, n =1. Segun la Proposicion 5.4, resulta que si Xg e{ 0,1 }entonces

QFT |XO>:L ®( |O>+82 i 0.X|_1X]|_2 X0 |1> ):L( |O>+62 mi 0.Xg |l> ):

2t 3 V2
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N . ([0)+[2) ) si xo =0
:%[ |0>+62 ni.Xg.2 |1> jzi( |O>+en|.xo |1> ):

2

2

(10)-[2) ) sixo =1

Sy

=H [xp)

En consecuencia, la QFT para n = 1 es precisamente la compuerta de Hadamard.

5.3.2 Circuito Cuantico de la QFT de 2-qubits

En este caso, n=2. Aplicando la Proposicion 5.5, tenemos que Si
Xo.X1 €{ 0,1 }entonces
2

QFT |X1X0>=% ®( |0>+62 i 0.X]_1X|_2-Xp |1> ):

1=1
L( |0>+82 ni 0Xg |1> )®( |0>+82 ni 0X1Xg |1> )

2

Su circuito es el siguiente:

q q' q" q" gIv
== @
| x4 H R,
l Swap
| xg = H

Figura 5.1: Circuito cuantico de la QFT paran=2.

Probaremos que efectivamente este circuito genera la Transformada Cuéantica de Fourier
sobre el espacio de 2-qubits.

Primeramente, el estado inicial del sistema es

q =[x1)®|xo)

Los siguientes estados del sistema son:

0 =H [x;)® xo>=(%(0>+e2 7 0x 1>)j® %)

Teniendo en cuenta que

1 0
R2: 2 mixg
0 e 2°

Entonces

o =R ()62 ¥ 2 1) o [xo) =[x (Rel0) 62 ' 2R 1)) [xo) -
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2miXg

- %Lowe“”*le 7 |1>H® o)=( Gpllope? =102 e 71020 ) o )=

- %(0>+e2 mi (0.x1+0.0xg) 1>)j® Xo>=(%(0>+e2 mi 0X1X0 1>)j® %)

El proximo paso consiste en aplicar la compuerta H al segundo qubit |x0 > :

1

o =[50} +e® =220 1)) ent [xo)-

:L%(|O>+ez mi 0.X1XQ |1>)j®(%(|0>+e2 ni Oxg |1>)]

Finalmente, al aplicar la compuerta Swap obtenemos

q'V =Swap[ (%(|O>+e2 mi0x1x0 |1>)j®(%(|0>+e2 mi 0xg |1>)j ]:

:L%UOHEZ ni 0xg |1>)J®(%(|0>+e2 mi 0.X1XQ |1>)]:

:L( |0>+82 i 0.xg |1> )®( |0>+82 ni 0.X1Xg |1> ):

b2
\/2—2®( 0)+

@2 mi 0Xj1X|_2.Xp |1> ):QFT |X1X0>

5.3.3 Circuito Cuantico de la QFT de 3-qubits

En este caso, n=3. Aplicando nuevamente la Proposicion 5.5, tenemos que si
Xg.X1,Xp €{0,1 }entonces

l .
QFT |X2X1X0 \/273 ®( |0 o2 mi 0X|4X|_2..X0 |1> ):

%( |0>+e2 ni 0.xg 1) )®( |0>+e2 ni 0.xqXg 1) )®( |0>+ez mi 0.X2X1Xg 1) )

Su circuito es el siguiente:



" gV qv g¥1 gt g VI g X

Swap

* H R2
1

Figura 5.2: Circuito cuantico de la QFT paran = 3.

Probaremos que efectivamente este circuito genera la Transformada Cuéantica de Fourier
sobre el espacio de 3-qubits. Primeramente, el estado inicial del sistema es

q=[x2)®|x1)®xq)

Al aplicar la compuerta H al primer qubit resulta:

0" =H |x5)®[x;)® x0>=[%(0>+e2 mi 0x2 1>)j®xl>® o)

Como
1 0
R2 = 2 i X
2
0 e 2
Entonces

o =Ry =(10)+62 % 942 1) J0lxa)® [xo) [ Fx(Re 0} 462 = P*2Ry ) Jeles)® fxo)-

2mi X

1
vz
(%(m 02 mi 0X2 42 mi 0.0x |1>)j®|xl>® X0 )=

(F(jore? =t 02000 ) o) fxg)=( (0} 462 * 52 )] [xa)elxo)

Al aplicar la compuerta

1 0
0 23
e

Obtenemos

9" =R3 (\/1—5(0%9«‘2 T 1>)j® [X1)®|xo) =

[%(Rs 0)+e? 71 0X2X1 Ry |1>)j® [X1)®[x0)=
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2 mixg

-

%(|O>+e2 miOXxpx] o2 mi 0.00xg |1>)j® |Xl>®|XO>=

1

\E(|O>+ez mi 0X2X1X0 |1>)j® X1)®|xq )

Al aplicar la compuerta H al segundo qubit se obtiene el siguiente estado

gV :(%(|O>+e2 71 0x2x1%0 |1>)j® H |x1)®xg ) =
(s e o

A continuacion se aplica al segundo qubit la compuerta

1 0
0 e 22

Con lo cual resulta el siguiente estado:

v =(%(|0>+e2 i 0x2x1%0 |1>)j® R2 (%(|O>+e2 i 0xg |1>)j®|xo>=

:(%(|0>+e2 ni 0X2X1XQ |1>)j® (%(R2|0>+82 miox g, |1>)J®|Xo>=

o)

=(%(|0>+92 71 0X2X1XQ |1>)]® [%(MHZ 7i 0X1Xg |1>)j®|xo>

Aplicando la compuerta H al tercer qubit resulta:

g :(%(m%z ni 0X2X1XQ |1>)j® (%(M”Z ni 0X1XQ |1>)j®H 1Xg)=

=[%(|O>+e2 i 0XpX1XQ |1>)j® (%(|0>+ez mi 0.X1X0 |1>)]®(%(|0>+ez i 0xg |1>))

A continuacién se intercambian el Segundo y tercer qubit a través de la compuerta
Swap:
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q" =(\15(0>+e2 mi 0x2x1x0 1>)j® Swap (\%(0)%2 m i 0x1xg 1))}@(\%(0)%2 mi 0xg 1>)j=

:(\/12_(0>+ez mi 0X2X1X0 1>)]® (jf(o>+e2 ni 0xg 1>)j®[j2_(0>+e2 i 0X1XQ 1>)]

Luego se intercambian el primer y segundo qubit para obtener el siguiente estado:

o Swap (\/15(0%62 i 0X2X1Xg 1>)j®£\/12_(0>+62 ni 0xg 1>))®(j§(o>+62 mi 0X1X0 1>)]:

:(\/12_(0>+e2 i 0xg 1>)j®[j§(0>+e2 i 0X2X1XQ 1>)j®(j§(o>+e2 ni 0X1Xg 1>)j

Finalmente se intercambian el segundo y tercer qubit

g =[\1E(0>+ez i 0xQ 1>)]®Swap (\15(0>+e2 i 0.X2X1X0 1>)j®(\15(0>+ez i 0X1XQ 1>)j=

:Uz_(o>+e2 i 0xo 1>)]®(j2_(o>+e2 i 0x1x0 1>))®U§(o>+e2 71 0x2x1%0 1>)j:

3 .
=L @[ [o)+e? T ORIATI2 0 1) ) QT [xpxyxo)

V22 5

5.3.4 Circuito Cuantico de la QFT de n-qubits (caso general)

El circuito cuantico que implementa la Transformada Cuéntica de Fourier de n-qubits
utiliza compuertas de Hadamard, de Desplazamiento de Fase y compuertas Swaps. Para
simplificar su representacion grafica, se omitiran las compuertas Swaps. El circuito se
muestra a continuacion:

er) W
- I - H ) ’____—‘Rn-QH}E:-Ii

| %2 )

| %1} H
| %o) . H I»

Figura 5.3: Circuito cuantico de la QFT de n qubits.

Como podemos comprobar, el qubit |x0> requiere una compuerta de Hadamard, el

qubit |x1>requiere una compuerta de Hadamard y una de Desplazamiento de Fase y
cada qubit que le antecede precisa una compuerta adicional de Desplazamiento de Fase.
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En la proxima seccion analizaremos el costo que demanda construir el circuito cuantico
asociado a la Transformada Cuantica de Fourier, contando la cantidad de compuertas
requeridas para su disefio.

Cantidad de compuertas requeridas para el circuito cuantico de la QFT de n-qubits

Primeramente enunciaremos la siguiente Proposicion, que determina la cantidad de
compuertas Swaps utilizadas en el circuito cuantico de la Transformada Cuantica de
Fourier.

Proposicion 5.6

n-qubits es
n(n-1)
2

La cantidad de compuertas Swaps que se necesitan en el circuito cuantico de la QFT de

Demostracion

Antes de ejecutar las compuertas Swaps, el estado del sistema es
a,®a, 1 ¥..0y
Donde

|0>+e2 mi 0Xy —1.-X1X0 |1>) conk=1,2,...n

1
a ==
k \/2—
Como debemos llegar al estado final, que es de la forma

y ®a ®..Qa,

Entonces probaremos, aplicando EI Principio de Induccién sobre n, con n>2, que se

n(n-1)
2

forma g ® a, ®...®a, .

necesitan compuertas Swaps para llevar un n-qubit a, ® a, 1 ®...®ag a la

Paran=2

Para llevar el 2-qubit a, ®a, alaforma & ® a, se necesita 1 compuerta Swap. Luego,

la expresion es valida pues
n(n-1) 2(2-1) 1
2 2

Hipotesis Inductiva:

. - . . n(n-1
Supongamos que la expresion es valida para n, es decir, se necesitan ( )

compuertas Swaps para llevar un n-qubit a,® a,4 ®...®y a la forma
y ®a®..0a, .
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Verificacién para (n +1)

n(n+1)

Demostraremos que se precisan compuertas Swaps para llevar un (n+1)-qubit

ahy ® a, ®...0 alaforma g ® a, ®...Qa, 1.
Primeramente ubicamos el qubit a en la primera posicion. Para ello se necesitan n

compuertas Swaps que intercambien g con a, , para k = 2,..., (n +1). De este modo,
el (n+1)-qubit queda de la forma

y Va1 ®a, ®...0a3 ®aj

Aplicamos Hipétesis Inductiva
n(n-1)
2

n-qubit a, 1 ® a, ®...Raz3®a, alaformaa, ® az3 ®...Qa, 1 -

Por Hipotesis Inductiva, se necesitan compuertas Swaps para llevar un

En consecuencia, la cantidad de compuertas Swaps que se precisan para llevar un
(n+1)-qubit a, 1 ® a, ®...Qy alaforma g ® a, ®...®a, 4 €S

n(n—l)_2n+n(n—1)_2n+n2_n_n+n2 n(n+1)
2 2 - 2 2 2

n+

Se puede probar (Ver Referencia [12], pag. 118) que el circuito cuantico de la
Transformada Cuantica de Fourier de n-qubits contiene un total de n? compuertas
cuanticas.

Como mencionamos al inicio de este Capitulo, la Transformada Cuéntica de Fourier
desempefiard un rol importante en el disefio del circuito cuéntico para el célculo de un
logaritmo discreto. Dicho circuito sera explicado detalladamente en el Capitulo 7.
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CAPITULO 6

La funcion potencia modular y su compuerta

En este capitulo presentaremos y desarrollaremos la funcion potencia modular y su
compuerta, que seran utilizadas en el algoritmo cuéntico para calcular un logaritmo
discreto.

También mostraremos Ejemplos que ayudaran a comprender esta funcion.

Definicion 6.1: La funcién potencia modular

Sea p un numero primo, “g” un generador de ZT) ={l,2 R o] —1} y X EZT) . La
funcion potencia modular asociada a “g” y “x” es la funcion f : Z, xZLyy =Ly
definida por

f (a,b):g""-x_b (mod p)

Observemos que el generador “g” existe, en virtud del Teorema 1.47. El siguiente
Ejemplo ilustrara esta Definicion.

Ejemplo 6.2

Seap=5.

1) Verificar que g = 2 es un generador de Zg ={1,2,3,4}.

2) Si x = 3, calcular x ~Len Zs .

3)Si f (a,b):g""-x_b (mod p), calcular f (a,b) Va,beZp.
Solucion

1) Verificaremos que <2 > = Z’g calculando las potencias de 2 en Z’g X

[ 0 1 2 3

21 1 2 4 3

Por lo tanto, las potencias de 2 generan todos los elementos de ZE .Luegog=2esun

generador de Zs .

2) Por la Proposicion 1.30, tenemos que

_1+5k
3
1+5k

3—1

Para algun k €Z con0 <k <3y tal que €Zs
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Para hallar el valor de k, disefiamos la siguiente tabla:

K 1+5k
3
1
0 —e¢
3 5
6
1 —=2eZ
3 505

Porlotanto 371 =2 en Zs .

b
3) En este caso, f (a,b):g""-x_IO :Za-3_b:2a-(3_l) =22.2b _patb (mod5)
Es decir,
f (a,b)=23*" (mod5)

En la siguiente tabla mostramos los valores de la funcion para todos los elementos de
su dominio.

a b f(a,b)=2"lerb (mod5)| a b f(a,b)=2a+b (mod 5)
0 0 1 3 0 3
0 1 2 3 1 1
0 2 4 3 2 2
0 3 3 3 3 4
0 4 1 3 4 3
1 0 2 4 0 1
1 1 4 4 1 2
1 2 3 4 2 4
1 3 1 4 3 3
1 4 2 4 4 1
2 0 4

2 1 3

2 2 1

2 3 2

2 4 4

Para explicar como se completo la tabla, calcularemos a modo de ejemplo f (2 ,3).
En este caso,
f(2,3)=22"3=2°=32=2 (mod5).

A continuacion definiremos la compuerta f asociada a la funcion potencia modular. Esta
compuerta sera la encargada de guardar los valores de dicha funcion.
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Definicion 6.3: La compuerta f de la funcion potencia modular

Sea p un nimero primoy f : Z, xZLyy =Ly definida por
f (a,b):ga-x_b (mod p)
Donde “g” es un generador de ZTO :{1,2,....,p—1} y X eZ”E). Sea m el menor

nimero natural tal que p <2™. La compuerta f de 3m-qubits, simbolizada por Us ,es
la transformacion lineal unitaria definida por

i ([2) [b) [c))=[a) [b) [c ©f (a,b))

Donde a, b, ¢ esz
|a) es la representacion en base 10 del m-qubit |a;, 1 ay 5...& &)
|b) es la representacion en base 10 del m-qubit [b, 4 by, ,..by by)

c) es la representacion en base 10 del m-qubit ICm-1 Cm_p--C1 Cg)

@ es la suma modulo 2 bit a bit.

Su representacion grafica es la siguiente:

la> — [ ja=
e I g =—
| e —— ——— |c@® fla,b) =

Figura 6.1: Representacion gréfica de la compuerta f
El siguiente Ejemplo ilustrara como calcular esta compuerta.

Ejemplo 6.4

Seap=7,g=3ungenerador de Z; yx=5.

1) Hallar el menor nimero m N tal quep <2™.

2) Si x =5, calcular x L en L7 .

3) Hallar la expresién de f (a,b)=g a.x b (mod p).
4) Calcular Uy (|2) [1) [3)).

5) Calcular Us (|5) [7) |4)).

Solucién
1) Como
p <2™ = log, (p)< Iogz(Zm) = log, (p)<<m =log, (7)< m.
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Entonces
2807 <m =m =3.

2) Por la Proposicion 1.30, resulta

147Kk
5
1+7k

5—1

Paraalgin k €Z con0 <k <5 vy tal que

(S Z7 .
Tomando k = 2, se verifica

147k _1+47(2)
5 5

=3 €y
Luego
51=3en L .
3)f (ab)=g?-x® =3""-5—b=3""-(5—1)b =32.3% =320 (mod7)
Es decir,
f (a,b)=32" (mod7)

YU (2) 1) [8))=[2) [2) et (2.2))=]2) [1) |3@3>* (mod7))=
=(2) [1) ‘3 @33(mod7)>=|2> 1) [3@6)=|2) [1) [011®110)=|2) [1) [101)=
=[2) [1) [5).

YU (5) [7) [4)=[5) ) [4@f (5.7))=[5) [7) |4 ®3°* (mod7 ))=

~[5) [7) [4®3'? (mod7))=[5) | 7) [4®1)=5) | 7) 100 ®00L)=[5) |7) [101)=

=[5)17)15).

Ejemplo 6.5

Seap=2.
1) Hallar la expresion de f (a,b):g""-x_b (mod p) Va,beZ,.
2) Calcular U¢ (|a) |b) [c)) Va b, Celym.

3) Hallar la representacion matricial de la compuerta f.
4) Dado el siguiente circuito cuantico:
q q’ q" q"" gV

E v H

11>
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4.a) Determinar los estados del sistema g, q', q" y g™ al atravesar cada compuerta.

4.b) Suponga que, al efectuar la medicion del primer qubit, se obtuvo que éste se
encuentra en estado 1. Indicar a qué estado evoluciona el sistema.
4.c) ¢Cual es la probabilidad de encontrar el tercer qubit del sistema en estado 0?

Solucion

1) Como p =2 entonces Zp =Z3 ={1 }.

Por otro lado, como g,x €Z5 ={1 }entonces g =x = 1.

En consecuencia f (a,b)=g?-x b_qa.1b 4 (mod 2). Luego

f (a,b)=1 Vva,beZ,
2) En este caso, como

p <2™ = log, (p)< Iogz(zm) = log, (p)<sm =log,(2)< m=1<m.
Luego, m=1.
En la siguiente tabla se muestran los valores de U¢ (|a) [b) [c)) Va, b, c €Z,.

. b c Ut (ja) |b) [c))=]a) |b) [c®f (a,b))

0 0 0 | |o)o)jo@f (0,0))=[0)[0)jo ®1)=[0)]0)[1)
0 | o 1 Jjo)ef(00))=[0)o)re1)=0)0o)0o)
0 1 0 0)[1)jo ®f (0,1))=[0)[1)0 ®1)=[0)[1)[1)
0 1 11 jo)p)jref (0.1))=[0)[1)1@1)=[0)[1)[0)
1 0 0 |1)j0)|0 @f (1,0))=[1)[0)]0 ®1)=[1)[0)[1)
L0 1 ppjhef@o)=p)o)rer)=)o)o)
1 1 0 | [p)o@f (1.1))=[)1)o@1)=1)[1)71)
1 1 Ll n)tef i) =p)p)pe1)=[1)1)o)

3) Observando los resultados de la tabla anterior tenemos:
Uy |000)=|001)=0. |000)+1./001)+0./010)+0./011)+0./100)+0./101)+0.[110) +0.|111)
Us 001)=|000) =1. |000)+0./001)+0./010 ) +0./011)+0.[100 ) +0./101) +0./110 ) +0.[111)

Ut |010)=|011) =0. [000)+0./001)+0./010)+1./011)+0.|100 ) +0.|201) +0./110 ) +0.|111)
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Us [011)=|010) =0. [000)+0./001)+1./010)+0.[011)+0.|200)+0.[101)+0.[110)+0.[111)
Uy [100) =|101)=0. [000)+0./001)+0./010 ) +0.|011) +0./100 ) +1.[101) +0.]110 ) +0.|111)
Ut [101)=]100) =0. |000)+0./001) +0./010)+0./011)+1./100) +0.[101) +0./110 ) +0.|111)
Ut [110) =[111) =0. |000)+0./001) +0./010)+0./011)+0.|100 ) +0.[101) +0./110 ) +1./]111)
Ut [111) =|110) =0. |000)+0./001)+0./010 ) +0./011) +0./100 ) +0.|101) +1.]110 ) +0.|111)

Por lo tanto, la matriz asociada a la compuerta f es:

O O b O O O O o
O O O, O O O O
R O O O O O O o
O B O O O O O o

O O O O O O = O
O O O O O O O -
O O O O O O O
O O O O o+ O o

4.a) Por el Cuarto Postulado de la Mecéanica Cuantica, el estado inicial del sistema es

=[0)®0)®|1)
Al aplicar la compuerta H al primer qubit, el sistema evoluciona al siguiente estado:

o =H[0)@[0)0l1)=( -0} + 7} oo} elt) =7 0)el0)elt)+ e} ep)
Es decir,

®(0)®|1)+

1
q =f|0> ﬁ“)

Al atravesar la compuerta f, el sistema evoluciona del siguiente modo:

®[0)®1)

q" =U¢ q' =Ug (%m>®|0>®|1>+%|1>®|o>®|1>j:

:%uf (|o>®|o>®|1>)+%uf (L)ep)e))=
:%|O>®|O>®‘1®f 0,0))+ \/_|1>®|0 ®LOf (1,0))=
=%|o>®|o>®|1@1>+%|1>®|0>®|1@1>=%|0>®|0>®|0>+%|1>®|o>®|0>

Por lo tanto
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)®|0)®|0)+ ®|0)®|0)

1 1
" - 0 - 1
0" = | =)
Al aplicar la compuerta H al segundo qubit, el estado del sistema es

®H [0)®[0)+ Y®H [0)®[0) =

1
z"
- e0)e( o)+ i eloy+F-ine| )+ 1o |ei0)-

——[0)@[0)®0)+Z[0)®[1)®[0)+[1)®l0)@[0)+ 1)@ [t)@|o)

W 1
q —fm

Luego
w1 1 1 1
g =—{0)@[0)®[0)+0)®t)@[0)+—[1) @ o) & o)+ -[1)®lt)@]0)
4.b) Si al medir el primer qubit se obtuvo que éste se encuentra en estado 1 entonces,

por la Proposicion 3.23 generalizada a sistemas de 3 qubits, el sistema evoluciona al
siguiente estado:

o ~jep)ep)+ t)sf)ep) ) —jep)ep)+ L)ef)ep)

oEb g

v _ V2 V2

aV =21 elo)elo)+ )@l elo)

Por lo tanto

c¢) Observando el estado q V" del sistema, resulta que

2 2

£+£:1
2

2
Luego, el tercer qubit del sistema estara en estado 0 con probabilidad 1.

Notacion 6.6
Al producto tensorial de n qubits, todos en estado 0O o bien todos en estado 1, lo

simbolizaremos por |0 n > y

1”> respectivamente. Es decir,

‘on>=|\o>®|of"”®|0/>

n veces

\1“>:¢1>®|1>j...®|1}

n veces
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En este caso, si a estos n qubits se les aplica una compuerta cuantica, su representacion
grafica serd la siguiente:

M
‘ 0 n') ——\Compuerta

n
‘ fﬁ) ——|Compuerta

Ejemplo 6.7

Sea p =5, g = 2 un generador de Z”g :{1,2,3,4}y X = 3. Segun lo probado en el

Ejemplo 6.2, obtuvimos que f (a,b)=g?-x ® =22 (mod 5) Va, b e Zsg.
a) Definir la compuerta f de la funcién potencia modular.
b) Considere el siguiente circuito cuantico:
q q' q_l'l'
3
{?3) = QFT
3
3 - r
0 ) - QFT [f

Gi) b

b.1) Hallar el estado final del sistema al atravesar cada compuerta.

b.2) Al medir todos los qubits del sistema luego de atravesar todas las compuertas, ¢ cual
es la probabilidad de que el séptimo qubit esté en estado 1, el octavo y noveno qubit
estén en estado 0?

b.3) Al medir el estado final del sistema, ¢cuél es la probabilidad de que los tres Gltimos
qubits estén en estado 1?

Solucion
a) De acuerdo a la Definicion 6.3, primeramente hallamos el menor nimero natural m

tal que p <2™ . Esdecir, 5 <2™ =m =3. Por lo tanto

Ut (Ja) [b) [c))=[a) [b) [c ®F (ab))=[a) o) [c®2%* (mod5))
Donde g, b, CEZZm =7Zg
|a) es la representacion en base 10 del 3-qubit |a, & &)

b) es la representacion en base 10 del 3-qubit [b, by by )
c) es la representacion en base 10 del 3-qubit |c, ¢; ¢y )

@ es la suma médulo 2 bit a bit.
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b.1) El estado inicial del sistema es
-[o? )elo?)epo?)
Los primeros 3 qubits del sistema forman el primer registro, el cuarto, quinto y sexto

qubit forman el segundo registro, mientras que los 3 ultimos qubits constituyen el tercer
registro del sistema. Al expresar cada registro en base 10, el estado inicial se escribe

~[o)®[o) /o)

Aplicamos la Transformada Cuantica de Fourier al primer y segundo registro. Luego, el
sistema evoluciona al siguiente estado:

q'=QFT [0)® QFT |0)® [0)=

a=0 b=0

1 231 1 231 117
Z @) |® Z b)|®0)="5 2 2|a)®p)®p)
Es decir,
1 L7
'=—32 2. [3)®[b)®[0)
a=0 b=0
Finalmente, al atravesar la compuerta Us, el sistema evoluciona al siguiente estado:

q" =Us¢ q'=Uf( Z Z\ >®b>®0>}=i37§0 7§0Uf (Ja)®[b)®[0))=

a=0 b=0

1 77 1 77
=2—32 > la)®lb)®[0 @f ( ab>:—32 > la)®[b)®|f (a,b))=
a=0 b=0 a=0 b=0
1 L1 a+b
zz_gg) b§a>®b>®2 (mod 5))
a= =

Por lo tanto
774
=% % o5 lep) )®[27" (mod 5))
a=0 b=0

Tercer registro.

De esta manera hemos obtenido en forma simultanea, en el tercer registro, todos los
valores de f (a,b),Va,b €Zg.Es aqui donde se pone de manifiesto el paralelismo

cuantico.

b.2) Para que, al efectuar la medicion, el séptimo qubit esté en estado 1, el octavo y
noveno qubit estén en estado 0, el tercer registro del sistema debe estar en estado |100>.

Dicho registro, expresado en base 10 es |4 ). Es decir, ‘2a+b (mod 5 )> =[4).
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Por lo tanto
1 2

23

P(q; =1Adg =0 Adg =0)=z Z
a b

Donde la suma se efect(ia sobre todos los pares(a,b )para los cuales pa+b (mod5)=4

Los pares (a,b) que verifican esta condicion figuran en la siguiente tabla, los cuales
fueron obtenidos mediante un programa disefiado en Wolfram Mathematica 10.0:

WWNNRFRIPRO O D
N WA OO, IOOIN T
NN oo~ D
N WA OOFP,IOOIN T

Observamos que hay 16 pares (a,b)que verifican que ‘2a+b(mod5)>=|4>. En

consecuencia

1 2

23

16 1

P (a7 =1Adgg =0 Adg =0)=16. =573

El codigo fuente del programa que calcula dichos pares (a,b)lo mostramos a
continuacion:

cont =0;
For[a=0, a <7, a++ For [b=0, b <7, b++, If [ Mod [22"® 5] == 4, cont++;

Print[a,b]]];
Print [“Total: ", cont ]

b.3) En este caso, el tercer registro del sistema debe estar en estado |111> que,

expresado en base 10, es |7 ). Es decir, ‘2a+b (mod 5 )> =[7 ). Por lo tanto

2

Py =1A0g =1A0gg =1)=> >
a b

1
2_3
Donde la suma se efectlia sobre todos los pares(a,b )para los cuales pa+b (mod 5)=7
Como esta ecuacion no tiene solucién (pues 2a+b (mod 5 )es un numero perteneciente
al conjunto Zg ={0,1,2,3,4}), ningln par (a,b) verifica esta condicién. En

consecuencia
P(x =1A0g =1AQg =1)=0
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CAPITULO 7

Algoritmo cuantico para el calculo de logaritmos discretos

En este capitulo desarrollaremos la parte de la publicacion de Peter Shor, en la que
describe el algoritmo cuéntico para calcular un logaritmo discreto. Si bien el logaritmo

discreto se define para cualquier grupo ciclico (G *) en este trabajo supondremos que

G = ZTO , CON p un namero primo. Previamente recordaremos su definicion:

Definicion 7.1: Logaritmo discreto en Z*p

Sea (Z*

D ) con p un namero primo y ”g” un elemento generador de Z"l‘o .

«__ 9

El logaritmo discreto en base “g” de un numero XEZTD es un numero
ye{0.1,.., p—l}:Zp que verifica:
logg (x)=y < g’ =xenZ,

O equivalentemente,

logg (x)=y < g¥ =x (mod p)

Nuestro objetivo es entonces hallar el nimero y e{0,1,.,p-1} tal que

gy =x en Ly, dada la base “g” y el niimero X eZ";,. El algoritmo consta de dos
partes:

Parte cuantica:
Es ejecutada por una computadora cuantica. Consiste en disefiar un circuito cuantico

que tenga como dato al generador “g” y al nimero X € ZTO . El circuito debe producir

12

como salida un par ordenado (c,d )y un elemento de la forma g k , CUyO exponente “k

es desconocido. Luego identificaremos un subconjunto de tales pares que llamaremos
“buenos pares .

Parte clésica:

Es ejecutada por una computadora convencional. Se encarga de hallar, a partir del par
(c,d ) el logaritmo discreto “y”” en caso de que dicho par sea un “buen par” y si ¢ #0.

Los detalles de cada una de estas partes las describimos en la seccion 7.2 y 7.3, pero
primeramente enunciaremos y demostraremos algunas Proposiciones que aplicaremos
para justificar el Algoritmo que calcula un logaritmo discreto.
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7. 1 Resultados matematicos previos

Proposicion 7.2
Sea p un namero natural primoy "g” un generador de Z’; . Entonces

gP™ =1 (mod p)
Ademas,

p—1=min{n eN/ g" =1 (mod p)}

Demostracion

Como “g” es un generador de Z”;, entonces, por la Proposicion 1.44 incisos 2) y 3)
resulta

Zp=(g)={g" 9% 0" |
Donde
no =min{n eN/g"=1 enZ’E}:min{n eN/ g" =1 (mod p)}

Por otro lado, como card (Z’E):card ((9)) = p—1=ng.Es decir,
p—1=min{n eN/g" =1 (mod p)}

En consecuencia, g P =1 (mod p) m

Proposicion 7.3

Sean a,b € Zq , p un nimero natural primoy “g” un generador de Z’E . Entonces

9% =g® (mod p) < a=b (mod (p-1))

Demostracion

:>) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a >b.Entonces, como

g% =g° (mod p) =¢®P =1 (mod p) [1]
Luego, por la Proposicién 7.2, resulta
(p-1)<(a-b)
Por otro lado, por el Algoritmo de la Divisién Entera, tenemos que
a-b=k(p-1)+r [

ConkeN AO<r<p-1

Sustituyendo [I1] en [I] y aplicando nuevamente la Proposicion 7.2 obtenemos
k
g% =1 (mod p) =g*(P*" =1 (mod p):>(g p_l) .g" =1 (mod p)=

=(1)".g" =1 (mod p)=1.g" =1 (mod p)=g" =1 (mod p).
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En consecuencia
r=0 [111]

Sustituyendo [I11] en [I1] resulta
a-b=k(p-1)

Luego (p-1)/(a—b) =>a=b (mod (p-1)).

<)Como a=b (mod (p-1))=(p-1)(a—b)=(a-b)=k(p-1)
Para algun k €Z. Entonces a=b +k (p —1). Por lo tanto, aplicando nuevamente la
Proposicion 7.2 obtenemos

g2 =g" (P —gb gk(PD) =gb-(g(p_1))k =g°.(1) =¢” (mod p)

Luego g2 =gP (mod p) m

Definicion 7.4: Parte entera, entero mas préximo y residuo congruente
1) Si ae R entonces “la parte entera de a” simbolizada por [a], es el nimero entero
que se obtiene de truncar la parte decimal del nimero a.

2) Si aeR entonces [a] es el nimero entero que se encuentra mas proximo al

ndmero a.

3) Siu>0y neN entonces “el residuo congruente con u modulo n”, simbolizado

por {uj es

{u}n =u—k.n

Donde k €7 estal que — g<u—k.n sg

Claramente se verifican las siguientes Propiedades:
1) [a]=[a] VaeZ

2) [-a]=-[a] vaeR

3) [-all=-[a] vVaeR.

El siguiente Ejemplo ayudara a aclarar estos conceptos.

Ejemplo 7.5

Calcular

1) [1.7] 2) [1.7]
3) [—2.4] 4) [-2.4]

5) {2000},
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Solucion

1) [1.7]=1

2) [1.7]=2

3) [-2.4]=-2

4 [-2.4]=-2

5) {2000 }13 =2000 —k .13

Donde k es tal que

- %<2000—k.13 S% = - %—ZOOO <-k.13 S%—ZOOO :>—$<—13k S—g

N 3987 <
26

Por lo tanto {2000 }13 =2000 —k .13 =2000 —(154).13 =2000 —2002 =-2
Es decir

4013
<

k =153.34 <k <154.34 = k =154

{2000}, =2

Proposicion 7.6
Sean a,b €Zsy . Si a=b (mod n) entonces

a=>b —{E}.n +k.n
n

Paraalgin k €Z

Demostracion
Sea 1, es el resto de la division entera de b por n. Entonces, como
a=b (modn) A b= (modn) =a=r, (modn)=n|(a-r,)
Luego, a—1, =k.nparaalgin k €Z. Es decir
a=r +k.n [

Por otro lado, por el Algoritmo de la Division Entera entre b y n se tiene que

b
b=|—|n+n
s

I =b—[9}n (1]

n

Entonces

Reemplazando [11] en [I] obtenemos finalmente

a=b —{E}.n +k.n =
n
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Proposicion 7.7
Sean zy €Z A b eR..Entonces [z, +b] =z, +[b]

Demostracion

Consideramos los casos:

1) zo 20 A b 20.

2) 2,20 Ab< 0.

3) 29 <0 A b20.

4) 25 < 0 A b <0.

Sélo demostraremos la Proposicion para el caso 1), ya que para los otros casos las

demostraciones son similares.
Primeramente, observemos que si a >0 entonces

| [e] si |a—[a] |<05
lal _{ [a]+1 si|a-[a] |>05 2
Por otro lado,
[20 +b]=[20 ] +[0] [11]

Pues si expresamos como suma de potencias de 10 tenemos que

no A nq . o] .
Zozzai lO' N b:ZBi 1OI+Z’Yi 1O_I
i=0 i=0 i=1

Con O Soci 'Bi Vi <9 Vi
Entonces

zo+b:_nz0 o; 10' +_nzl B, 10' +i y; 107
\|=O i=0 / \Izl }

Parte entera Parte fraccionaria

Luego
no ) n1 )
[2¢ +b]=Zai 10" +Zsi 10'=z +[b]=[z0 ]+[b]
i=0 i=0
Teniendo en cuenta las expresiones [1] y [11] y que [zo ] =[zo =2, resulta

[zo +b] si | zg +b [z +b] [<0.5

[z, +b] = =
° { [2o +b]+1 si|zg+b—[z +b] [>05

{ [20]+[b]  si|zo+b—[z]-[b] |<0.5 { [2o]+[b]  si|zo+b-zo —[b] |<05 i
[20]+[b]+1 si|zg+b—[zo]-[b] [>05 | [zo]+[b]+1 si|zo+b-zo—[b]|>05
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:ZO +|[b]] u

:{[zo]+[b] si\b—[b]\so.s_z +{[b] si[b-[b] |<05

[2o]+[b]+1 si|b-[b]|>05 [b]+1 si|b-[o] |>05

Proposicion 7.8

Sean a,b eRtales que a<0 A b>1.Entonces en el intervalo [a,b)hay al menos

[b] nGimeros enteros.

Demostracion

Como a<[a], los nimeros enteros existentes en el intervalo [a,b)son de la forma
[a]+k ,con k eZ, , tal que [a]+k <b . Observemos que
a—[a]+1>0 [
Pues, cOmo ‘ a—[a] ‘<1 entonces ~1 <a-[a]<1=-1<a-[a]=a-[a]+1>0
De la desigualdad [I] resulta que
[a]+[b]-1<a+b [11]
Ya que
[a]+[b]-1<a+b < a-[a]+1+b—[b] >0
>0 >0
Por [1]
De la expresion [11] concluimos que los nimeros enteros de la forma
[a]+k,con k =0,1,...,[b]-1

Estan en el intervalo [a,b). En consecuencia, hay al menos [b]nimeros enteros en
dicho intervalo. m

Proposicion 7.9
Sean ky,Yg €Z, m,peN con p<2™,y el conjunto
Ko :{ (ab)eZxZ I kg =a-b.y, (mod(p-1)) A 0<a,b <2m}

Sea T, la cantidad de elementos del conjunto K, . Entonces
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Demostracion
1) Como ko, =a—b.y, (mod (p —1))entonces
a=kg +b.yy +k(p-1) [1]
Paraalgin k €7Z.
Por otro lado, como 0 <a < 2™ entonces, aplicando la ecuacion [1] obtenemos
0 <kg +b.yy +k(p-1) <2™
Despejando k de estas desigualdades resulta

~ (ko +b.yo ) <k < (ko +b.yg )+ 2m [

(p-1) (p-1)  (p-1)

De las expresiones [I] y [II] podemos reescribir el conjunto K del siguiente modo:

m
Ko:{(ko +b.yo +k (p-1),b)/ 0<b<2™A - (ko+tbyo ) _, _ (kotbyo), 2 }

(p-1) (p-1) (p-1)

m

(p-1)

2™ valores de b entonces, por el Principio de la Multiplicacion resulta que el conjunto

Teniendo en cuenta que, por la Proposicion 7.8, hay al menos { }valores dek,y

m

m
K, tiene al menos 2”{ 2 }elementos. Es decir, T, 22”’[ 2 }

(p-1) (p-1)

3) Aplicando el inciso 2) y la Desigualdad de Cauchy-Schwarz (Teorema 1.6) resulta

" 2m 2< p-2 2_ p-2 2< p-2 ) p-2 2|
[y A(Em ) (g 5 (2]

Luego
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Proposicion 7.10

Sean 0; R, tales que \ej ‘sf con 0 < j <N .Entonces

2

1 2
Ze' 0 | N7
2

j=

o

Demostracion

Como ‘ 0 ‘345 entonces —45391- 343. Luego %SCOS(Gi )<1. Por lo tanto
N 2 Ina 2 Ina N 1
e | = Z(cos(ej)+icos(ej)) - Zcos(ej)ﬂ Zsen(Gj)
i=0 i=0 j=0 j=0
N ? na 2 Ina > Ina 1 i 1
= cos (0O + sen (0O > cos (6 > — | =| =
Shaniu) | + | Sento) +| Semio) o 55 &
1 P N?2
| N =
En consecuencia
Eeiej ZZE [ ]
=0 2

Como mencionamos anteriormente, estos resultados los aplicaremos en las proximas
secciones para justificar matematicamente el algoritmo cuantico que calcula un

logaritmo discreto.
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7. 2 Parte cuantica del algoritmo que calcula un logaritmo discreto

Primeramente se toma el menor nimero m e N tal que p<2™.
Luego se disefia un circuito cuantico que contenga 3m entradas:

01 =0y =... =0 =041 =-... =03y =|0)

Los primeros m qubits forman el primer registro, los qubits ¢4 ,...do>y constituyen el

segundo registro, y los Gltimos m qubits integran el tercer registro del sistema. Al
primero, segundo y tercer registro los llamaremos, respectivamente, R;,R, y R3.

La representacion grafica de dicho circuito es la siguiente:

Paso 0 Pase 1 Paso 2 Paso 3 Pasa 4
o m
0 ) - QFT QFT -f?ﬂ\ —
m
f?’") 7 QFT Ur QFT =
m
0"} — =

Figura 7.1: Circuito cuantico para el calculo del logaritmo discreto.

Veamos cémo evoluciona el sistema al atravesar cada compuerta:

Paso 0
El estado inicial del sistema es

G =0, ®z ®... @y 1 - Oz =[0)®[0)®...0[0)...®[0) =0 )@ ™ &[0 )
Al expresar cada registro en base 10, el estado inicial se escribe
=[0)®0)®|0)

Paso 1

Se aplica la Transformada Cuéntica de Fourier al primer y segundo registro,
evolucionando el sistema al siguiente estado:

' =(QFT ®QFT ®1 )q =(QFT ®QFT ®1)(/0)®|0)®[0))=QFT [0)®QFT |0)®|0)=
2m_1 2 TEi a0 2m_l
2m

=X = S b)e 2" |op)-

27wibo

2m—1 2M_1 2M_1 2M 4

o7 Z el or T je-gr X S aeken)

Es decir,
2M_1 oM 4

q ZO Z [a)[b)lo)
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Paso 2

Al atravesar la compuerta f, el sistema evoluciona del siguiente modo:

2M_1 2M 4 ] 2M_1 2M 4

q“Uf-OI'Uf[ Z Zlalblo % ZUf( )b)[0)) =

2M_1 oM 4 2M_1 2M 4

% Z||b\0@fab> % ¥|a|b‘fab>

m_y 2Mm

Z Z| b) ‘g xP modp)>
a=0 =0 J

~
Tercer registro.

Por lo tanto

zo Zlalb\ x™ (mod p))

Notemos que hemos obtenido en forma simultanea, en el tercer registro, todos los
valores de f (a,b),Va,b € sz . Es aqui donde se evidencia el paralelismo cuéntico.

Paso 3

Aplicamos nuevamente la Transformada Cuantica de Fourier al primer y segundo
registro, evolucionando el sistema al siguiente estado:

1 2M_ 1 oM 4

q" =(QFT ®QFT ®1)g" =(QFT ®QFT ®1)| — 3 Z a)lb)| 9x™® (mod p)) |=
a=0

1 Zmz_l zni—lQl__l_ ®QFT ®I ( a) |b) ‘ gdx® (mod p)> ):

m
2 a=0

1 2M_1 oM 4

D> Z QFT [a) ®QFT [b)®| g®x ~® (mod p)) =

a=0

oM _4 oM oM _4 2nir:.c . om 4 2nir:d .

a;) Z \F C% c)e 2" ® = d% d)e 2 ®‘g X (modp)>:
27 (a.c+b.d)

oM g oM_g oM 4 oM 4

w2 X X X 2 [jeld)e]etxtmap)

Teniendo en cuenta que
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g¥ =x (mod p)
Entonces, aplicando la Proposicion 1.16, incisos 6) y 7) resulta
)
g% x b _ ga.(g y ) _ ga.g—b.y _ ga—b.y (mod p)

Es decir,
g% x® =g?PY (mod p)

Sustituyendo esta congruencia en la expresion de g™ obtenemos

27 (a.c+b.d
2M_q oM_q oM 4 oM 4 ( )

..._22m E) g E) Z_: e 2" le)eld)®| g* Y (mod p))

En consecuencia

27 (a.c+b.d
2M_1 2M_ g oM_9 oM 4 27 (a.c4b.d)

Ceaw L X X e 7 [ade® (novo)

a=0 b=0 c=0

Observemos que el valor del logaritmo discreto que buscamos, es decir, el valor de

y =loggq (X ) esta “escondido” en el exponente del tercer registro.

Paso 4

Se efectla la medicion de los 3 registros, obteniendo un estado

| co.do 1 20)
Donde

co» do e{o,l,...,zm —1}

k

20 eZ";) ={1,2,..,p—1} con zg =g "% (mod p) paraalgin kg €{0,1,....p—2}.

En este caso, la probabilidad de obtener el estado |cy,dp,.zg) se calcula

considerando todos los coeficientes que multiplican a |cg,dg ,Zp). Mas

especificamente,

2mi (a. Co +b. do) 2

2m

P(Rl =Cp /\R2 =d0 /\R3 =Zo)= Z Z
a b

Donde la suma se efectla sobre todos los pares (a,b) para los cuales

2o =g (mod p)
Es decir, tal que
gko =gaby (mod p)
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Obviamente, esta formula de Probabilidad es meramente teorica, ya que involucra el
valor del logaritmo discreto “y”, que es nuestra incognita. Sin embargo podremos

obtener una cota inferior de dicha probabilidad, para ciertos pares (co,do)que

llamaremos “buenos pares”. Pero previamente veremos el siguiente Ejemplo que
ayudara a comprender lo desarrollado hasta ahora.

Ejemplo 7.11

Seap =5, g=2ungenerador de Zg ={1,2,3,4}y x=3
a) Hallar el valor de m que indica el algoritmo cuantico descripto anteriormente.

b) Indicar el estado final del sistema al atravesar todas las compuertas del circuito
cuéntico.
c) Si se efectia la medicion de los qubits del sistema, ¢cudl es la probabilidad de

obtener el estado | ¢y, dg , 2o )=[1,4,2)?
d) ¢En qué estado se encuentra cada qubit que compone el sistema, si al efectuar la
medicion se obtuvo el 3m-qubit [1,4,2)?

Solucion
a) Como m es el menor nimero natural que verifica:
p<2M=5<2M=m=3

b) Teniendo en cuenta que y =log, (3)=3 (mod 5 )entonces, de acuerdo a lo

obtenido en el Paso 3 del Algoritmo Cuantico recientemente descripto, el estado final
del sistema es

27 (a.c+b.d
My oMy pm_y pm_y 2m (actb.d)

sz DI 2™ Jed, "V (mod p)) =

b=0 c=0 =0
2ni (a.c+b.d)
1L ba
=2 2 2 2 € 2 ‘c,d,za_' (mod5)> =
2" 220 b=0 ¢=0 d=0
7 7 7 7 mi (a.c+b.d)
ZLZ PN 4 ‘c,d,Za_b'3(mod5)>
64a:O b=0 c¢=0 d=0
Por lo tanto
i (a.c+b.d)

L Ly, meemd) b3
:_42 XX D e 4 ‘c,d,z (mod5)>

a=0 b=0 c=0 d=0

(op)

c) La probabilidad de obtener el estado | ¢, dg , Zg)=[1,4,2) es
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27 (a.co+b. dg) |

1
P(| CO,dO ,Zo>=|l,4,2>)= ZZ 2me 2m =
a b 2
1 27 (a.14b.4) [? ) ni (asb. 4) P
T Zh

Donde la suma se efectda sobre todos los pares (a,b) para los cuales
2o =g (mod p)
Es decir
2=23"03(mod 5)
Los pares (a,b) que verifican esta condicién figuran en la siguiente tabla, los cuales

fueron obtenidos ejecutando un programa disefiado en Wolfram Mathematica 10.0
(similar al del Ejemplo 6.7):

~N o ©
Njo|lR o o

Por lo tanto

P(|co.do . 20)=|1,4,2))=

m (1+(0).4) ni (4+(1)4) ni (5+(0).4) ni (7+(2).4) 2

1
=—_le 4 +e 4 +e 4 +e 4 =

212

NES 5n 1570 |2
= le4 +e2™ e 4 4o 4 | =

212

1 ) . T . 5rn) . 5n 15n 15n
= cos (j-H sen (j+cos(2n)+| sen (2m)+cos (j-ﬁ-l sen (}rcos( j+| sen( j
4096 4 4 4 4 4 4
LNz N2 N2 ££_ vzl I P C £
4096 | 2 2 2 2 4096 2

2 2
4096 2 2 4096

En consecuencia
P(|co.do »20)=| 1,4,2))=0.0008
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d) Si al efectuarse la medicion, se observa que el 3m-qubit estd en estado |1,4,2>,
significa que el primer registro se encuentra en estado |1), el sequndo en estado |4)y el

tercero en estado |2> Cada registro se compone de m =3 qubits entonces, expresando

los estados de cada registro en sistema binario resulta:

1 )=Joon)
4)=100)
2)=Joo0)

Entonces, al efectuar la medicion, los qubits se encuentran en los siguientes estados:

Primer registro Segundo registro Tercer registro
qubit estado qubit estado qubit estado
primero 0 cuarto 1 séptimo 0
segundo 0 quinto 0 octavo 1
tercero 1 sexto 0 noveno 0

7.3. Nocion de un buen par(c,d )

En esta seccion introduciremos el concepto de “un buen par (C,d )” que se puede

obtener luego de ejecutar el Circuito Cuantico y observar los 3 registros que componen
el sistema.. Mostraremos que a partir de dicho “buen par” es posible hallar el valor del
logaritmo discreto “y”. Veamos su definicion:

Definicion 7.12: Un buen par (c,d )
Sea p un niimero primo, “m” €l menor nimero natural tal que p<2™.Sea x Z"l‘o e
y =logg (x).

Se dice que un par (c,d ) con 0 <c,d <2™M —1 es “un buen par” si verifica las
siguientes condiciones:

1)‘ (p-1 Zm‘<2m_4

fe(p-1)},m ~—~~f; <27

? (p-1)

Paraalgin f; eZ tal que d =f; —y.c (mod Zm)

Por supuesto que, una vez ejecutado el Circuito Cuantico, es imposible chequear si el
par (c,d )es un “buen par” ya que, en el inciso 2) de la Definicion 7.12, figura el valor

9% 99

del logaritmo discreto “y” ”, que es nuestra incognita.
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Puede que la definicion de “buen par” resulte algo engorrosa, pero el siguiente Ejemplo
ayudara a comprender el significado de las condiciones involucradas.

Ejemplo 7.13

Considere el Ejemplo 7.11
a) ¢Es el par (c,d )=(1,4)un “buen par”?
b) ¢Es el par (c,d ) =(4,4 )un “buen par’?

Solucién

De acuerdo al Ejemplo 7.11, tenemos que
p=59=2,m=3,x=3 ey =logy (x)=log;, (3)=3.

a) Veamossi (c,d )=(1,4) verifica las dos condiciones para que sea un “buen par”:
1)

m—4 3-4 -1 -1
e(p-1)},m |2 o L(4)},3]<2%* | {4)y|<2 < [4]<2 <4 <05
Por lo tanto, como la ultima desigualdad es incorrecta, la condicion 1) no se verifica y
en consecuencia (1,4 )no es un “buen par”.

Céalculo auxiliar

{4}8 =4-k.8

Donde k € Zes tal que

—%<4—k.8 S% =>-4<4-k8<4 =-8<-kB8<0=0<k <1=k =0.

Luego
{4}8 =4-k.8=4 —0.(8)=4.

b) Veamos ahora si (c,d )=(4,4) es un “buen par”:

1)
| {e(p-1)lym|<2™* o] {4(4)},3]<2%* o] 6 )|<2 = |0|<2t <0 <05

Como la tltima desigualdad es correcta, la condicion 1) se verifica.

Calculo auxiliar

{16 }8 =16 —k .8
Donde k € Zes tal que
8 8 12 20

_E<16 -k.8 SE =-4<16 -k.8<4 =-20<-k.8 <-12 :?Sk <?:>

=15<k <25 =k =2
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Luego

{16}, =16 —k.8 =16 —2.(8) =0.
2)

{c(p—l)}zm p— —f;

32_3<:>

J J

<273 @‘ {16}, .%—f-

32—3@‘0.34-
4

) \%

Paraalgin f; eZ talqued =f; —y.c (mod Zm)

Es decir, tal que

4=f;-3.(4) (mod8)=4=f; -3.(4) (mod8) = f; =16 (mod8)
Luego,

fj:16 +8kconk €Z.

Por lo tanto, tomando k = -2 se verifica que ‘ f j ‘ < % pues

\fj \:\16 +8(-2) |=0 s;—

Luego , la condicion 2) se satisface y en consecuencia (4 4 ) es un “buen par”.

Se puede comprobar facilmente que (O, O)es “un buen par”. Pero cabe preguntarnos
cuantos buenos pares existen. La respuesta la da el siguiente Teorema:

Teorema 7.14
Sea p un niimero primo, “m” el menor ndmero natural tal que p <2™. Entonces hay al

menos 2™ +1 “buenos pares”.

Demostracion

Véase Referencia [5], pag. 10. =

La siguiente Proposicion afirma que el tnico “buen par” cuya primera coordenada es
nula es el par (0,0) .

Proposicion 7.15

{(c,d)esz xZ,m | (c.d) es buen par A c:O}:{(0,0)}

Demostracion

Sea (c,d ) un “buen par” tal que ¢ = 0. Veamos que d = 0.
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Como ¢ = 0 entonces
{e(p-1)f,m ={0},m =0

Por otro lado, de acuerdo al inciso 2) de la Definicion 7.12, tenemos que

y
-1 —f
{C(p )}zm (p—l) J
De aqui resulta que, como f; €Z, entonces f ; =0. Ademas, como
d=f;-y.c (mod Zm):>d =0-y. (0) (mod Zm):>d =0 (mod Zm)

Luego d =0 +k.2™ =k.2™ paraalgin k €Z.

Comod €Z , =0 <d <2"=0<k.2M<2™ =0<k <1=k =0.

En consecuencia d =k.2™ =(0).2™ =0. =

A continuacién analizaremos cual es la probabilidad de que, con una sola ejecucion del
Circuito Cuantico, podamos obtener un determinado “buen par”. Como dijimos, la
importancia de conseguir “un buen par” se debe a que a partir de él podremos hallar el
valor del logaritmo discreto.

<273 :>‘0—fj \32‘3 :>‘fj \32‘3 =-273<f;<27°

Teorema 7.16

1 om T°
Circuito Cuantico es al menos . (p-1).
22m+1 (p _1)

Donde
p es un nimero primo.

m es el menor ndmero natural tal que p <2™M.

m

(p-1)

2 m
es la parte entera de

(p-1)

La probabilidad de obtener “un buen par” especifico a partir de una sola ejecucién del

Demostracion
Al ejecutar el Circuito Cuantico (pag. 124), vimos que si 0 <cy,dg <2™M -1 y

Z0 zgko (mod p) con kg €{0,1,..,p—2}, entonces la probabilidad de obtener el
estado | cg, dg ,Zg)es

27 (a.co+b. dg) |
1

P(Rl =Cp /\R2 =d0 /\R3 =Zo)= ZZ 22me 2m
a b

O equivalentemente
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27 (a.co+b. dg) |

2m

P(Rl—Co/\RQ—do/\Rg—go modp) >
a b

Donde la suma se efectla sobre todos los pares(a,b), con 0 <a,b<2™ -1, para los

cuales
2o =93PV (mod p)
Es decir, tal que
gko Ega—b.y (mod p)
Entonces, por la Proposicion 7.3 resulta
ko =a—b.y (mod (p-1))
Luego
a=kg +b.y (mod (p-1))

Aplicando la Proposicion 7.6 a esta Gltima expresion, obtenemos

Para algun k; €Z. Por lo tanto

ko +by

a. Cg +b.d0 :(ko +by —{ }(p_l)*—kl(p_l)JCO +b.d0 =

kO +by
p-1

:ko.Co +b.y.C0 —|: :|(p—1).CO +k1(p—1).C0 +b.d0

Luego
kO +by
-1

a. Cy +b. dO :ko. Co +by Co —|: :|(p —l) Co +k1 (p —l) Co +b. do

Reemplazando [I1] en [I] resulta

27i (a.co+b.dg) [° 27 (a.co+b. dg) |

1

om © 2" ~ o4m € 2" -
22 2. 2
a b 2 2 a b

i 2
2mi kg +b
1 27::1 (kO'CO +b.y.C0— H}(p 1) co +kl(p_1)- Co +b.d0
24m Z e - =
b
2 7 2 i ko +by
1 (ko co+ki(p-1).c) Z,n[b-(y-cwdo){ o1 }(p—l)-co] )
4m Z - €
2 b

[

[h]
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. 2 .
2 2mi kg +b.y
1 2Lﬂ:(ko.cowl(p—l). co ) T [b.(y.co+d0)—[op }(p—l).coj )

_ 2m -1
b
_ 4
=1 por la Férmula de Euler
2 kg +b 2
e (b 2M-1,om 1) (y.co+dg) - LORLDA (p-1). ¢
_ 1 3 e 2" p-1 _
_24m' N
b

1 om A -1
- 2 2 P
= am %: e e
2 i kg +b.y 2
n ,m-1 _| ko 1
_ .eni.(y.c0+d0)‘2. Z eZm ((b )(y co +d ) p-1 (p )CO _
24m -
=1 por la Férmula de Euler
27 ko +b 2
1 T:n [(b—zm_l). (y.C0+d0)—|:01'y:| (p—l).Coj
_ 3 e? p-
Luego, la probabilidad de obtener el estado | ¢q , dg , Zg ) €s
2
27 = ko +b.
1 ﬂ((b—zm Y) (y-00+do)—{ o y}(p—l)-Coj
= [> e? p-1 [111]
Por otro lado, como
{(p-1). c }Zm =(p-1).¢y —ky. 2™
m m
2 m_ 2
Con ky €Z y tal que — 7<(p—1).co ~ko. 2 ST
Entonces
(p-1).co ={(p-1). co fym +kp. 2" [IV]

Sustituyendo [IV] en [111] tenemos que

1 3 e?:‘:[(b_gm—l). (y.co+d0)_{l<o;_kl.y}(p_l).c0] 2:
24m .
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27 | kg +b.y 2 i _om-1 | ko by
__1 ~om { p-1 }k 2" {(b ’ )'(y'cde) { 1 }{(p H CO}ZmJ
Sarm % e e
ko +b 2mi ko +b 2
1 — 2 { 0+ 'y}kz 1:] L(b—Zm_l). (y.c0+do)—{0+1'y} {(p-1). co}zmj
=2 e P17 2 P= -
2°M 14570 J
Y

=1 por la Férmula de Euler

Por lo tanto, la probabilidad queda expresada del siguiente modo:
P(Rl =Cp /\R2 =d0 A R3 ngo (mOd p)):

2

o Z 6227;: ((b—zm—l). (y.co+dg) - P(o;_bly} {(p-1).co }ij
_24m .

[VI]

Ahora bien, como (cg , dg ) es un “buen par” entonces, de acuerdo a la Definicién 7.11

tenemos que
fj=y.co+ dg (mod Zm)

Luego, la probabilidad [V] se reduce a la siguiente expresion:

. 2
: 2 ezzrﬁ':[(b—zm_l )_fj _ {koptbl-y} {(p-1).co }Zm] i
y 2 2 b 2m_1 ;o ko +b.y 1 2
_ 1 Tl {(p_l) CO}Zm (p—l) Z 5 2m [( ) - |:p—l:| {(p— ) CO} m} _

=1 por la Férmula de Euler

! 2
2mi [(b—zm_l)_fj _ {ko +b.y} {(p-1)-co },m 2L (pa) colym (py_l)]

1 om p-1
=am |2
b

Es decir, la probabilidad de obtener el estado | ¢y, dg ,zg) con (cg,dg) “un buen
par’ es

P(Rl =Cy ARy =dg A Rg =g k0 (mod p) A (co,dg) buen par):
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p-1

] 2 [VI]

27ri[(b—zm_l),fj _ {ko +b.y} {(p-1). o }zm +2m_1.{(p—1). . }Zm (py_l)

A continuacion hallaremos una cota superior para el exponente de la expresion [VI].
Primeramente, como 0 <k <(p—1) entonces

b.y _1£[k0+b.y}< b.y 1

p-1 p-1 | p-1
Por lo tanto
{k0+b.y}_ b.y <1 Vil
p-1 p-1

Por otro lado, si (cg , dg ) es “un buen par”, por la Definicién 7.11 resulta:

y

{(p-1).c0},m o) <273 [VIII]

‘{(P—l)-Co}zm ‘Szm—4 N

Ademas, como

0<b<2M=2MLcp oM om _pmd_ omdop oM omdo 1)

— oML cpy_pom-1 _om-
En consecuencia
‘b—zm—l‘szm—l [1X]

Aplicando las acotaciones [VII], [VIII], [IX] y utilizando la Desigualdad Triangular
obtenemos

{'Q)F:r_bl)’} {(p—l). Co}zm —(b—Zm_l)-fj - zm—l_{(p—l). Co}zm (py—l)

{ko +b.y} {(pfl). CO}Zm 7(b72m_1).fj - 2m—1_{(p71). co}zm (pyil)Jr{(pfl). co}zm (gfl)*{(pfl). co}zm (E—yl)

{(p-1).co f,m [ [koptbl.y} B (s_yl) J

- oh

<2M 4 (1)+2M 23 =2M pM p (24 ) =2

IA

+

IA

+|b-2m H {(p-1).co},m 2,

{(p—l). o }2m ‘

Entonces
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<2™3  [X]

‘ [kopﬁ-)’} {(p—l). CO}Zm —(b—2m_1).fj - 2m_1.{(p—1). Co}zm ﬁ

Luego, si definimos

0 :;cw((b—Zm_l Ji - {kor:r—bly} (1) cofym +2"{(p1) cofpm (Py—l)]

Entonces, por [X] tenemos que

2 -3
oy < 2% 2" -

En consecuencia, utilizando la expresion [VI] y aplicando la Proposicion 7.10, la
probabilidad de obtener el estado | ¢, dg ,Zg) con (cg,dg) “buen par”, queda
acotada inferiormente por:

| 2

1 m
24m ZeZ
b

—_

2
1 T

1
T p4m

> .
24m 2

Zei 6p

b

Donde Ty €s el valor definido en la Proposicion 7.9. Luego

2
TkO
s4m " o

P(Rl =Cy A Ry =dg A R3 =g K0 (mod p) A (cp,dg ) buen par)z

En consecuencia, haciendo uso de la Proposicién 7.9, inciso 3), la probabilidad de
obtener el buen par (cq , dg ) queda acotada inferiormente del siguiente modo:

p-2
P (obtener el buen par (co , dg ))= > P(Rl —co ARy =dg A Rg =g*0 (mod p)(co , dg ) buen par)z
ko =0

2 1 T 1 R 1 2™ 1 2
> —0 _ T2 > = _p2m p-1)= . p-1
kOZ:O 24m 2 24m+1 kozzo ko 24m+1 (p—l) ( ) 22m+1 (p—l) ( )

Es decir

2
1 2™
P(obtenerelbuenpar(co,do))222m+1.[( - )} (p-1) =

Veamos un Ejemplo de aplicacion de este Teorema.

Ejemplo 7.17

Considerando el Ejemplo 7.13 , se prob6 que el par (c,d )=(4,4) es un “buen par”.
4

4 L
¢Cual es la probabilidad de obtener el “buen par” (c,d)=(4,4) ejecutando una sola

vez el Circuito Cuantico?
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Solucion

En este caso, p =5y m =3. Por el Teorema 7.16, tenemos que

P(obtenerel buen par(4,4))222i1+1 l:(pz—ml)} (p—l):%.[i—g:l (4):%,[2]2 (4)=

= 16 =0.125
128

Por lo tanto, la probabilidad de obtener el buen par (4 4 ) es al menos 0.125.

Cabe preguntarnos ahora cual es la probabilidad de obtener cualquier “buen par” con
una sola ejecucion del Circuito Cuéntico. El siguiente Teorema nos muestra una cota
inferior de dicha probabilidad.

Teorema 7.18
La probabilidad de obtener “un buen par” con primera coordenada no nula, a partir de

2m

1 2
2m+9 'Lp_l)} (p—l).

una sola ejecucién del Circuito Cuantico, es al menos

Donde
p €s un namero primo.

m es el menor nimero natural tal que p <2™.

m

(p-1)

2 m
es la parte entera de

(p-1)

Demostracion
Consideremos el conjunto
A:{(C,d)EZZm XZm | (c,d)esbuenpar A ¢ # O}
Entonces, por la Proposicion 7.15 resulta
A ={(c,d)eZZm Xsz / (c,d) esbuen par}—{(c,d)eZ2m Xsz / (c,d) eshbuenpar A ¢ =0}=
:{(c,d)eZZm xLym | (c,d) es buen par }—{(O 0 )}
Luego, por el Teorema 7.14 tenemos que
card (A)=card ({(c,d )eZZm Xsz / (c,d) es buen par }—{(0 .0 )}):

=card ({(c,d )eZ,m xZ,,m | (c,d) esbuen par})—l >2M8 41 1=2M3,

Es decir
card (A)>2M8
Si numeramos a los elementos del conjunto A de la forma

(c1.d1).(c2.d, )""’(Ccard (A)Yeard (A))
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Entonces, aplicando el Teorema 7. 16 y teniendo en cuenta que la probabilidad de la
unién de eventos disjuntos es la suma de las probabilidades de dichos eventos, resulta

P (obtener un buen par (c,d) conc = 0)=P(obtener (cy,d1)v(cy ,dy )V---V(Ccard () deard (A)))z

=P (obtener (cp,dg ))+...+P (obtener (ccaml (A),dcaml (A))) =

card (A) card (A)

Y
kZ::l P(obtener(ck,dk))z Z::l 22r:t1+1'|:(p2 1)} (p-1)=

_ 1 2m
22m+1 (p—l) ]

T om P m T2
v o) e 09

En consecuencia

2
m
P (obtener un buen par (c,d) conc = O)ZZmLJrg_{ 2 :l (p-1)

O equivalentemente

2
m
P (obtener un buen par no nulo ) > 2"‘%{([)2—1):] (p-1) m

Ejemplo 7.19

Considere el nimero primo p =10061.
a) Hallar el menor nimero natural m tal que p <2™.

b) Aplicar el Teorema 7.18 para hallar la probabilidad de que, al ejecutar una vez el
Algoritmo Cuantico, se obtenga un “buen par” no nulo.

Solucion
a) Como
p<2™ =10061 <2" = In(10061) <In (2™ ) = In (10061) <m In (2) = m Z_'”I(i(()gil)
=m Z%Dm >13.29 .
0.693

Por lo tanto, m= 14.

b) Aplicando el Teorema 7.18 obtenemos

1 om T 1 14 T
P (obtener unbuenparnonulo)22m+9. (p—1) (p—l):223. (10061 1) (10061 -1)=

=0.0012
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Luego, la probabilidad de obtener “un buen par” no nulo es de al menos 0.0012.
Finalizamos esta seccidn con la siguiente pregunta, de gran importancia porque pondra
de manifiesto la eficiencia del Algoritmo Cuantico frente a otros Algoritmos Clasicos
que calculan logaritmos discretos: ¢Cuantas veces habra que ejecutar el Circuito
Cuantico hasta lograr obtener un “buen par” no nulo? El siguiente Teorema nos da una
respuesta.

Teorema 7.19
Se espera tener que ejecutar a lo sumo

veces el Circuito Cuantico hasta lograr obtener “un buen par” no nulo.

Donde
p €s un namero primo.

m es el menor nimero natural tal que p <2™.

m

(p-1)

2 m
es la parte entera de

(p-1)

Demostracion

Definamos la variable aleatoria X como el nimero de veces que debemos repetir, de
manera independiente, la ejecucion del Circuito Cuéntico hasta obtener por primera vez
“un buen par” no nulo. Entonces

X ={1,2,3,.}
Bajo estas condiciones, la variable X sigue una Distribucién Geométrica o de Pascal, de
pardmetro
r =P (obtener un buen par no nulo)

Por el Teorema 7.18 tenemos que

m 12
rZ2rr:1l-+9 {(pz_l)} (p—l) [1]

Por otro lado, segun la Proposicion 1.63, la Esperanza de esta variable aleatoria es

EX]-

Aplicando la desigualdad [1] obtenemos

m+9
E[x]-1< . S

| LI om |
oMm+9 'Lp_l)} (p—l) {(p—l)} (p—l)

Luego, se espera tener que hacer a lo sumo
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Ejecuciones del Circuito Cuéntico hasta obtener “un buen par” nonulo. =

Ejemplo 7.20

Considere el Ejemplo 7.19, donde p =10061 y m= 14. Entonces

{ Hm T(pl){ 514 T (10050) [L.62]" (10060

(p-1) 10060
8388610
= oo _833.85
(1)(20060)

Por lo tanto, se espera tener que ejecutar el Circuito Cuantico a lo sumo 833 veces hasta
lograr obtener “un buen par” no nulo.

Finalmente, podemos aspirar a responder a la siguiente pregunta: ¢Cuantas veces
deberemos ejecutar el Circuito Cuantico hasta obtener un “buen par” no nulo,
independientemente del ndmero primo p? La respuesta es de sumo interes,
especialmente si el nimero p es muy grande, ya que los Algoritmos Criptograficos cuya
seguridad se basa en la dificultad para calcular logaritmos discretos, consideran
numeros primos muy grandes. En el siguiente Corolario presentamos una respuesta.

Corolario 7.21

Si el nimero primo p es grande, se espera tener que ejecutar a lo sumo 1024 veces el
Circuito Cuéntico hasta lograr obtener “un buen par” no nulo.

Demostracion

Por el Teorema 7.19, se espera tener que ejecutar a lo sumo
2 m+9

2M ?
Lp_l)} (p-1)

Veces el Circuito Cuantico, hasta obtener un “buen par” no nulo. Como

2
m . om om om
p<L2 =>p-1<27 = 1>1:> 1 >1= 1 >1
p- p- p-

Luego
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1

Por otro lado, como m es el menor numero natural tal que p <2™entonces

<1 [

2M=1 < p<2™ Por lo tanto
1 1 1

2M1cp<o2M—ooMl 1cp_1<2M-1 < <=
2M_1 p-1 2M=_1
1 1 2m 2M 2m 2m
< = < f— <
p-1 2mt_1 p-1 2™t1  p-1 m(,a1 1
2m
En consecuencia
2M 1
p 1 ST 1 .
2 om

Aplicando las desigualdades [I] , [1I] y teniendo en cuenta que si p es grande, también
m lo es, resulta

Por lo tanto, se espera tener que ejecutar a lo sumo 1024 veces el Circuito Cuantico
hasta lograr obtener “un buen par”nonulo. m

Observacién 7.22

La ejecucion de un Circuito Cuéntico puede llevarse a cabo tantas veces como se desea
y sin dificultad, gracias a la propiedad de Reversibilidad que tienen las compuertas
cuénticas.
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7. 3 Parte clasica del algoritmo que calcula un logaritmo discreto

La parte clasica del algoritmo consiste en utilizar un ordenador clasico para hallar el
valor de y =log (x ) a partir del 3m-qubit | ¢y, dy , zg) que se obtuvo al ejecutar el

Circuito Cuéntico, en caso de que el par (¢, dg ) sea “un buen par”y cq 0.

El valor de y = log 4 (x) se calcula resolviendo una ecuacion lineal modular, como lo
prueba el siguiente Teorema:

Teorema 7.23

Sea p un niimero primo, “m” el menor nimero natural tal que p<2™. Sea x EZT) e
y =logg (x) (mod p).

Si (cp, dg ) es “un buen par”, con cq =0 entonces "y " es solucion de la ecuacion lineal

de congruencia

dg.(p-1
y.t E[[%]] (mod (p-1))
Donde
t €Z estal que — M—id < SiP=2) (p—1)+£
2™ 2 om 2
H%]} es el nimero entero que se encuentra mas proximo a —do '(er)n_l)_

Demostracion

Como (cg , dg ) es un “buen par” tenemos que, por el inciso 2) de la Definicion 7.12:

{eo (p—1)},m .t |<27° [1

(p-1)

Para algin f j Z tal que

do=fj-y.c (mod 2"‘)

Es decir,
Para algin k; € Z.
Por lo tanto, si definimos
8={co (P—1)},m =< —T, [

Entonces por [I] resulta
|5]<27® [1IV]
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Sustituyendo [I1] en [I11] tenemos

y m
o= -1 ————dyg—-Yy.Ccy —k;.2
{Co (p )}Zm (p-1) 0¥ Co =Ky
Multiplicando miembro a miembro esta Gltima igualdad por (p —1)obtenemos
5.(p-1)={c (p—l)}zm y—=do.(pP-1)-y.Co.(p—-1)-ky. 2™ (p-1)

Dividiendo miembro a miembro por 2™ resulta

5.(p-1) y 4 (p-1) (p-1)
Z—m:{co(p_l)}zm'zm —do. om ~Y-Co- om _kl'(p_l)
Agrupando los términos, queda
Co(pP—-1)f,m—Co(p-1 - S.(p-
y. {0( )}2 0( ) -d ,M—kl.(p—l)=M [\/]

om 0 om

om
Teniendo en cuenta la Definicidn 7.4 de residuo congruente, resulta

{eo (P—1)},m =Co (p-1)—k. 2™ con k Z
Por lo tanto

{eo (P=1)},m —Co (P-1)
2m

=k eZ

Luego, si definimos

{co (P-1)},m =G (P-1)
2 m

Entonces, reemplazando [V1] en [V] tenemos

-1
y.t— do.(lo2m )—kl. (p-1)

t:—k:

[vi]

3 (p-1)
2m

En consecuencia

-1 5.(p-1

m 2m

Aplicando la Proposicién 7.7 en el miembro izquierdo, obtenemos

p-1 o.(p-1
Teniendo en cuenta que [-a]=— [a] YaeR entonces

p-1 o.(p-1
y.t—kl-(p—l)—ﬂdo-(zm -y (2m ) [vi]
Por otro lado, como
p-1
2m

p<2M=p-1<2M"= <1

Luego, haciendo uso de la expresion [IV] resulta
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‘—8 '(me_l) =| 3 |.‘ —(pz;l) <|8]1<273
En consecuencia
PR ) PPN S U DY
2m 8 2m 8
De aqui obtenemos que
8.(p-1)
Sustituyendo [VI11] en [VII] resulta
p-1
Luego
(p-1)
y.t=k1. (p—1)+|[d0- om 1
Es decir
dg.(p-1
y.t E[%ﬂ (mod (p-1))
Ademas, de la expresion [VI1] y de la Definicion 7.4 se deduce que
_G(Pl) 1 oGPl 1
2m 2 2m 2

Observacion 7.24

La ecuacion lineal de congruencia que indica el Teorema 7.23 se resuelve aplicando el
Teorema 1.35.

Ejemplo 7.25

Sea p =5, g = 2 un generador de Zg ={1,2,3,4} yx = 3. En el Ejemplo 7.13 se
probd que (cq.dg)=(4.,4) es un “buen par”. Aplique el Teorema 7.23 para hallar
y =log, (3) (mod5).

Solucion

En este caso, m=3. Como (c,,dy )=(4,4) es “un buen par” y cy =0 entonces, por el
Teorema 7.23,”’y " es solucion de la ecuacion lineal de congruencia

do.(p-1)

om ) (mod (p-1)) [1

y.t=I
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Céalculo de t

t €Z estal que

- M—ld <- M+£ = - ﬂ—ld <- M+£:—2.5 <t<-15
2™ 2 2M 2 8 2 8 2
Por lo tanto
t=-2

Por otro lado,

dy.(p -1 4.(4
Jo-(P=1)) 4 )11=[[%1=l[211=2

2M 8
Sustituyendo estos valores calculados en [I] resulta que la ecuacion a resolver es
-2y =2 (mod4)

Por la Proposicion 1.16 inciso 9) se verificaque -2 =—-2 +4 =2 (mod 4). Entonces la

ecuacion anterior es equivalente a la ecuacion:
2y =2 (mod4) [

Para resolver esta ecuacion, aplicamos el Teorema 1.35. En este caso,a=hb=2yn =4.
Como mcd (a,n)=2 =1 A mcd (a,n )‘b entonces existen mcd (a,n) soluciones en
Zy 'y son de la forma

X1 +k ,conk =0,1,...,(med (a,n)-1)

mcd (a,n)
Es decir
X1 +k2 ,conk=0,1 [

Donde X1 es la nica solucion en Z de la ecuacion de congruencia

n/ mcd(a,n)
2 . X s—b (mod " J
mcd (a,n) mcd (a,n) mcd (a,n)
O seaq,
x =1 (mod 2)
Por lo tanto
xq =1 [IV]

Reemplazando [1V] en [I11] obtenemos que las soluciones de la ecuacion [11] son

1+k2 ,conk=0,1
Luego, los candidatos a ser log, (3) (mod 5 )son: 1y 3.

Como 23 =8 =3 (mod 5 ), concluimos que log, (3)=3 (mod5).

De todo lo expuesto en este Capitulo, podemos resumir el algoritmo para hallar un
logaritmo discreto del siguiente modo:
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Algoritmo para el calculo de logy (x) (mod p)

Parte Cuantica
1) Ejecutar los Pasos 1 al 4 del Circuito Cuéntico, para obtener un par (co , do ) .

Parte Clasica
2) Si ¢y =0 entonces

Volver al inciso 1)
Sino
Resolver, aplicando el Teorema 1.35, la ecuacion lineal de congruencia

y.t :[[%ﬁ;_l)]] (mod (p-1))

Donde
m es el menor nimero natural tal que p<2™

t €eZ estal que — M—id <- M+£
2™ 2 2m 2

w]} es el entero que se encuentra mas proximo a M.
2™ 2™
3) Si la ecuacion no tiene solucion entonces
Volver al inciso 1)
Sino
Chequear cual de las soluciones resulta ser logg (x ) (mod p),
comprobando que

[

g¥ =x (mod p)
Si ninguna solucidn verifica esta expresion, volver al inciso 1).

Mostraremos un Ejemplo méas que ayudara a comprender el funcionamiento de la Parte
Clasica del Algoritmo Cuantico.

Ejemplo 7.26

Sea el nimero primo p = 10099.
a) Hallar el menor nimero natural m tal que p <2™.
b) Al ejecutar el Circuito Cuantico, se obtuvo el par (cy, dg )=(4, 16345 ). Aplique la

Parte Clésica del Algoritmo Cuéntico para hallar logsq (5512) (mod p).

Solucion

a) Como
In (10099 )

In(2)

p<2™ =10099 <2 =In (10099 ) <In(2™ )= In (10099 ) <m.In (2)=m >
—m >13.30 =m =14
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b) Para hallar logsg (5512) (mod p), resolvemos la ecuacion lineal de congruencia

dg.(p-1

y.t sﬂ%] (mod (p-1)) [1]
Célculo de t
t €Z estal que
B co(p—l)_£<tg_ co(p—1)+£ _ 4(10098)_£< < 4(10098)+£:>

2m 2 2m 2 214 214
=-2.96 <t <-1.96
Por lo tanto
t =-2

Por otro lado,

do .(p —1) B 16345.(10098 )
om 16384
Sustituyendo estos valores calculados en [I] resulta que la ecuacion a resolver es

-2y =10074 (mod 10098)
Como -2 =-2 +10098 =10096 (mod10098) entonces la ecuacion anterior es

equivalente a la ecuacion:

[ [1=[10073.96 ] =10074

10096 y =10074 (mod 10098 ) [

Nuevamente, para resolver esta ecuacion, aplicamos el Teorema 1.35. En este caso,
a=10096, b = 10074 yn =10098.

Como mcd (a,n)=2 #1 A mcd (a,n)‘b entonces existen mcd (a,n) soluciones en

Zy Yy son de la forma

xq +K ,conk:O,l,...,(mcd (a,n)—l)

mcd (a,n)
Es decir
X1 +5049k ,conk =0,1 [11]

Donde X1 es la nica solucion en Z de la ecuacion de congruencia

n/ med(a,n)

a
X =

O sea,

5048 x =5037 (mod 5049 )
Al resolver esta ecuacion tenemos que

x =(5048) " 5037 (mod 5049)

Al aplicar la Proposicién 1.30, resulta que (5048 )_1 =5048 en Zggyg - Por lo tanto
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x =(5048).5037 (mod 5049)

Luego
X =25426776 (mod 5049)

Por la Proposicién 1.15 inciso 8), resulta que 25426776 =12 (mod 5049 ) .Entonces

x =12 (mod 5049 )

En consecuencia,
Xl =12 [lV]

Reemplazando [IV] en [I11] obtenemos que las soluciones de la ecuacion [I1] son

12 +5049k , conk =0,1
Luego, los candidatos a ser logsg (5512) (mod 10099 ) son: 12y 5061.
Aplicando el Algoritmo para el Célculo de la Potencia Modular (pag. 19), tenemos que
502 =5512 (mod 10099 )

50°%! =4587 (mod 10099 )
Por lo tanto, concluimos que logsg (5512 )=12 (mod 10099 ).

Finalizamos este capitulo mostrando la implementacién de la Parte Clasica del
Algoritmo de Shor mediante el software Wolfram Mathematica.

7.3.1 Implementacion de la Parte Clasica del Algoritmo Cuantico mediante
Wolfram Mathematica 10.0

El siguiente programa, disefiado mediante el software Wolfram Mathematica 10.0,
implementa la Parte Cléasica del Algoritmo de Shor para el célculo de logaritmos
discretos. Para ejecutar el programa se ingresan los datos en un cuadro de didlogo
similar al de la figura:

CALCULO DE logg(x) (mod p) - PARTE CLASICA DEL ALGORITMO DE SHOR

Ingrese el par (cp,dy) obtenido del circuito cuantico
Cp= 4
do= 16345

Ingrese el nimero primo p
p= 10099
Ingrese el nimero natural m tal que p < 2™
m= 14
Ingrese la base g del logaritmo
g= 50
Ingrese el niimero x

a= 5512

Segun los datos ingresados, el programa calcula, segun el Ejemplo 7.26,
logsg (5512) (mod 10099 )
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Al ejecutarlo, obtenemos por resultado 12. El codigo fuente del programa lo mostramos
a continuacion.

Caodigo fuente de la parte clasica del Algoritmo de Shor que calcula
logy (x) (mod p)

Inter‘pr‘etation[{c@ =4, d@ = 16345, p = 10099, m = 14, g = 50, x = 5512},
Panel[Grid[{{Style["CALCULO DE log, (x) (mod p) - PARTE CLASICA DEL ALGORITMO DE SHOR", Bold]},
{Style["Ingrese el par (cs,ds) obtenido del circuito cudntico”, Bold], SpanFromLeft},
{"ce=", InputField[Dynamic[c@]]},
{"ds="5 InputField[Dynamic[d@]]},
{Style["Ingrese el nimero primo p", Bold], SpanFromLeft},
{"p="4 InputField [Dynamic[p]]1},
[Sty]e["Ingrese el nimero natural m tal que p < 2", Bold], SpanFr‘omLeFt},
{"m=", InputField[Dynamic[m]]},
{Style["Ingrese la base g del logaritmo”, Bold], SpanfFromLeft},
{"g=", InputField [Dynamic[g]]1},
{Style["Ingrese el nimero x", Bold], SpanFromLeft},
{"x=", InputField [Dynamic[x]]}

HIB

de -1 de -1 de -1 de -1
IF[Abs[Integer‘Par’t[ (-1 ] - (p-1) ] z 8.5, Residuo = Integer‘Par’t[—{p ) ] +1, Residuo = Integer‘Par’t[—{p ! ]]J
om om m om
@ (p-1) 1
t = Mod| IntegerPart|- —— — _ _ _1];
o[neger‘a [ = 2]_,p H
. t . Residuo p-1
IF[Mod[Renduo, GCD[ty, p-1]] =@y tt = —————; RResiduo = ipp= H
GED[t, p-1] GID[t, p-1] GID[t, p-1]

Encontrado = @;

kess
13

1+ +(k-1)
ttinv = e rix-) 3
it

®1 = Mod [ttinv = RResiduo, ppl;
Encontrado = 8;
i=0;
While[i < GCD[t, p-1] - 1 && Encontrado = 0,

gl=gj

cc = 1;

k=x1+ppsi;

While [k > 1,

b= Hod[gll, p]j

If[Mod[k, 2] 2@, cc= glscc];

gl =b;

k = IntegerPart[k/2];

E

If[Mod[gl = cc, p] == %, Encontrado = 1] ;

iss;
|E
Print["El valor del logaritmo discreto es:™]j;
Print["Log"s g5 "("sxy ") (mod "y ps ")="sxl+pps(i-1)]
k]
Print["Lo siento, intente con otro par (ca,da)™]
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CAPITULO 8

Conclusiones

Una de las principales dificultades con la que nos hemos encontrado al desarrollar esta
tesis, es que los papers (con algunas excepciones) que presentan este tipo de temas, no
detallan ni demuestran los procedimientos matematicos que se precisan para justificar
los algoritmos empleados. Esto dificulta enormemente el seguimiento para el lector
principiante. Por esta razon, en la tesis se ha hecho hincapié en este aspecto. En este
sentido, brindamos un enfoque matematico, con demostraciones detalladas, de las
propiedades cuanticas que se aplican para justificar, paso a paso, el procedimiento
utilizado para el célculo de un logaritmo discreto. El rigor matematico empleado
contribuird al entendimiento y servird de complemento para otros temas de
Computacién Cuéntica.

En cuanto al Algoritmo Cuantico propuesto por Shor y desarrollado en este trabajo,
podemos concluir que su eficiencia supera a cualquier otro algoritmo clasico. La Parte
Cuantica del Algoritmo requiere, para valores grandes del niamero primo p, a lo sumo
1024 ejecuciones del Circuito Cuantico para obtener “un buen par”. La Parte Clasica
tampoco precisa demasiado tiempo de ejecucion, ya que consiste en resolver una
ecuacion lineal de congruencia. El calculo de un logaritmo discreto que en un ordenador
clasico podria tardar afios en resolverlo, con el Algoritmo de Shor demandaria s6lo unos
minutos

A su vez, durante el proceso de investigacion para esta tesis surgieron varias preguntas,
como por ejemplo, si es posible fisicamente desarrollar un computador cuantico capaz
de ejecutar el Algoritmo de Shor, o si este desarrollo destruye toda la criptografia actual.
Las respuestas no son alentadoras. En la actualidad, a pesar de los avances, el desarrollo
de una computadora cuéntica que supere a los superordenadores sigue siendo una
promesa y ya existen equipos de trabajos dedicados especificamente al desarrollo de
criptografia post — cuantica, como el proyecto PQCrypto de la UE.

¢Entonces, por qué dedicar la tesis a un tema cuya probabilidad de aplicacion es una
incdgnita o no genere el cambio esperado? Porque lo importante de llegar a una meta,
no es el arribo, sino lo que se aprende en el camino. Si bien la Computacién Cuantica se
encuentra en sus inicios, esta nueva rama de la Ciencia brinda un terreno sumamente
fértil para investigar. Creemos que nuestro humilde aporte servira de incentivo a otros
estudiantes para incursionar en esta materia.
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