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Resumen

El presente trabajo analiza la publicacion presentada por Julio Pozo y Jonathan Makuc,
citada en la Referencia [1]. Alli se estudia el caso del péndulo doble, como ejemplo
sencillo de un sistema fisico que puede exhibir un comportamiento cadtico. Para
modelar matematicamente este sistema, aplicaremos la Mecanica Lagrangiana. De este
modo obtendremos un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales cuyas soluciones
nos permitiran determinar los angulos de desplazamiento de cada una de las masas que
componen el péndulo doble. Asi lograremos analizar y describir directamente el
funcionamiento del sistema en términos de dos parametros relevantes: las masas y las
longitudes de los alambres del péndulo.

En base al modelo matematico disefiado, mostraremos la simulacion del movimiento del
péndulo mediante el software Wolfram Mathematica 11.0.

Posteriormente, utilizando una placa especialmente fabricada para este objetivo, se
capturaran, en tiempo real, los angulos de desplazamiento de dichas masas y se las
comparard con los obtenidos mediante la simulacion. Los resultados seran
sorprendentes, ya que el modelo matematico reproduce de manera fiel la situacion real.
Esta tesis pone de manifiesto como diversas ramas de la Ciencia, en este caso, la Fisica
y la Informética, interactian con la Matematica para crear modelos matematicos que
simulen una situacion de la vida real.

Palabras claves:

Péndulo doble, Simulaciones en Wolfram Mathematica, Ecuaciones Diferenciales,
Mecanica Lagrangiana.
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Introduccion

¢Qué es la Teoria del Caos?

Cuando se habla en la vida cotidiana de “caos”, es comun relacionar esta palabra con la
nocion de “desorden”, “ausencia de reglas” o de “comportamiento imprevisible”. Pero
en el mundo de la Ciencia este concepto tiene un significado completamente diferente,
ya que al afirmar que cierto fenébmeno tiene un comportamiento cadtico, se hace
referencia al caos deterministico, es decir, a ciertos sistemas dinamicos que pueden
determinarse, en cada instante, como evolucionan, pero que son muy sensibles a las
condiciones iniciales. Pero ;qué significa “sensibilidad a las condiciones iniciales”?
Significa que un pequefio cambio en las condiciones iniciales provocara que el sistema
evolucione de manera diferente, aunque dicho cambio sea muy pequefio.

Son numerosos los fendmenos de la naturaleza que tienen estas caracteristicas y, para
estudiarlos exhaustivamente, surgi6 La Teoria del Caos.

Mas especificamente, La Teoria del Caos es la rama de la Matematica y de otras
Ciencias (Fisica, Biologia, Meteorologia, entre otras) que estudia sistemas dinamicos,
modelados mateméaticamente mediante un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
y que son muy sensibles a las variaciones en las condiciones iniciales.

El Sistema Solar, las placas tectdnicas y los fluidos en régimen turbulento son ejemplos
de tales sistemas. El cuerpo humano tampoco escapa a fendmenos de tipo cadtico. Por
ejemplo, la actividad eléctrica del cerebro puede registrarse mediante un
electroencefalograma (EEG). Segun la publicacion presentada por Rivera Duran y
Campos Canton (véase en la Referencia [2]), se ha observado que los EEG provenientes
de pacientes sanos manifiestan actividad cadtica en el sistema nervioso. Es decir, que el
comportamiento cadtico en la actividad eléctrica cerebral, lejos de ser un signo de
enfermedad, representa un estado saludable.

¢Cuando surgié La Teoria del Caos?

La Teoria del Caos surgi6 en la década de 1950 al aparecer los primeros ordenadores,
gracias a los cuales se pudieron graficar las soluciones numéricas de sistemas de
ecuaciones diferenciales no lineales. Como sabemos, la mayoria de estos sistemas no
tienen solucién analitica.

Podemos afirmar que esta teoria comenzé formalmente en 1963, cuando el matematico
y meteordlogo estadounidense Edward Lorenz (1917-2008), en su intento por predecir
el clima con ayuda de una computadora, descubrié casualmente que pequefias
diferencias en los datos de entrada producian un gran impacto en las predicciones
resultantes.


https://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_Solar
https://es.wikipedia.org/wiki/Placa_tect%C3%B3nica
https://es.wikipedia.org/wiki/Fluido
https://es.wikipedia.org/wiki/Flujo_turbulento

Figura 1: Edward Lorenz, considerado el Padre de la Teoria del Caos.
Fuente: https://www.elmundo.es/elmundo/2008/04/17/obituarios/1208392642.html

Las ecuaciones diferenciales con las que trabajé para predecir el tiempo en la atmésfera
son las siguientes, conocidas mundialmente como Ecuaciones de Lorenz:

x'(t)=o(y (t)-x (1))

y'(t)=px(t)-y(t)-x(t)z(t)

2 (t)=x(t)y(t)-pz(t)

Donde

o =10

p=28

p=8/3

Cuando Lorenz tomo las siguientes condiciones iniciales:
x(0)=-8,y(0)=8,z(0)=27

Y representd graficamente, en una computadora, la proyeccion de los puntos

(x (t),y(t).z (t )) sobre uno de los planos coordenados, se encontré con una imagen

que hoy se conoce como atractor de Lorenz, el cual se muestra continuacion.

Figura 2: El atractor de Lorenz
Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_del_caos

Tras hacer pruebas con diferentes parametros (tanto valores iniciales como las
constantes del sistema), Lorenz lleg6 a la conclusion de que las simulaciones eran muy


https://www.elmundo.es/elmundo/2008/04/17/obituarios/1208392642.html
https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_del_caos

diferentes para condiciones iniciales muy proximas. Asi, los sucesos de tipo caotico son
extremadamente sensibles a las condiciones iniciales, a punto tal que alteraciones muy
pequefias en las causas pueden provocar grandes efectos. De aqui que Lorenz haya
acufiado el concepto de “efecto mariposa” para explicar metaféricamente este
fendmeno, como si un pequeiio aleteo de una mariposa fuera capaz de producir un
tornado. En el Capitulo 1 nos ocuparemos con mas detalle de las Ecuaciones de Lorenz.

El péndulo doble: un ejemplo de sistema caotico

El péndulo doble es uno de los sistemas cadticos mas simples que existen. Consiste en
un péndulo unido a otro péndulo, seglin se muestra en la Figura 3.

VDTN

Figura 3: Péndulo doble

Se supone que el sistema oscila en un plano vertical bajo la influencia de la gravedad,
que las masas m, y m, estan atadas a dos alambres rigidos de masas insignificantes, de
longitudes 1, y I, respectivamente. Su trayectoria es irregular y puede determinarse
resolviendo un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales. Ademas, dando al péndulo
una posicion inicial ligeramente diferente se obtiene, pasado un tiempo, una trayectoria
completamente diferente. Estas caracteristicas son las que definen el comportamiento
caotico del péndulo doble. De todo esto nos ocuparemos en este trabajo de tesis.


https://es.wikipedia.org/wiki/Doble_p%C3%A9ndulo

Capitulo 1
Nociones matematicas previas

En este capitulo expondremos los conceptos matematicos que necesitaremos para
desarrollar este trabajo.

1.1 Sistemas dinamicos y su modelado

El estudio de sistemas dinamicos es una rama de la Matematica que adquiere gran
interés debido a sus aplicaciones en otras ciencias, ya que permite comprender y
predecir su comportamiento. Su definicion es la siguiente:

Definicion 1.1 : Sistemas y Sistemas dinamicos

Un Sistema es un conjunto formado por elementos que interacttan entre si.
Un Sistema dindmico es un sistema que cambia o evoluciona con el paso del tiempo.

Ejemplo 1.2

El Sistema Solar, un conjunto de peces que se reproducen con el tiempo o dos cuerpos
que se dejan caer a una determinada altura, son ejemplos de sistemas dinamicos.

Para estudiar y predecir el comportamiento de un sistema dindmico es preciso crear un
modelo matematico. Veamos qué significa este concepto.

Definicion 1.3: Modelo

Un modelo es una representacion simplificada de la realidad, una aproximacion a
la misma, con el objeto de poder analizar y describir esta realidad.

Definicion 1.4; Modelo Matematico

Un modelo matematico es la descripcion matematica de un fenémeno de la vida
real. Dicha descripcion puede llevarse a cabo mediante una funcion, una ecuacion
algebraica o una ecuacién diferencial.

Como mencionamos anteriormente, los modelos matematicos nos permiten estudiar el
fendémeno, comprenderlo y predecir su comportamiento.

Numerosas ramas de la ciencia requieren describir matematicamente cierto fenémeno,
ya que esto ayuda a tomar decisiones correctas.

Por ejemplo, un bidlogo podria estar interesado en determinar, en cada instante, la
cantidad de bacterias existentes en un cultivo a fin de controlar su reproduccion.

O un médico desearia saber qué le ocurriria a su paciente, en caso de duplicarle la dosis
del medicamento que debe ingerir.
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La mayoria de los modelos matematicos se plantean en términos de una ecuacion
diferencial o de un sistema de ecuaciones diferenciales. De esto nos ocuparemos a
continuacion.

1.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

La teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias comenz6 a desarrollarse a fines del
siglo XVII en estrecha relacion con el naciente Calculo Diferencial e Integral. Las
ecuaciones diferenciales surgieron a raiz de la investigacion de distintos problemas de la
Fisica, como la Ley de Gravitacion Universal o el movimiento de un péndulo, entre
otros. Pero a medida que la ciencia avanzaba, se planteaban nuevos problemas que
necesitaban ser formulados en términos de una ecuacién diferencial. Es asi como su uso
se extendid no sélo a la Fisica, sino también, por ejemplo, a la Biologia, la Medicina la
Economia y la Quimica. Veremos primeramente su definicion.

Definicion 1.5; Ecuacion Diferencial Ordinaria

Una ecuacion diferencial ordinaria (simbolizada mediante la sigla EDO) es una
ecuacién que contiene las derivadas de una funcion real de variable real, llamada
y(t). En este caso, la incognita de la ecuacién es la funcion y(t).

Ejemplo 1.6

Las siguientes expresiones son ecuaciones diferenciales ordinarias:
1)y (t):t‘2 sen (t)
2)10y™(t)-2y'(t)=y ()

Observacion

Siempre supondremos que el argumento de la funcion incégnita es la variable
independiente t. Por esta razon en algunos casos omitiremos dicho argumento

escribiendo, por ejemplo, y* en lugar de y* (t).

Definicion 1.7: Orden de una ecuacion diferencial ordinaria

El orden de una ecuacion diferencial ordinaria es la derivada de mayor orden que
figura en la ecuacion.

Ejemplo 1.8

Indicar el orden de las ecuaciones diferenciales del Ejemplo 1.6
Solucion

1) Orden 1 o de primer orden.
2) Orden 3.



Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales ordinarias

Las ecuaciones diferenciales ordinarias se clasifican del siguiente modo:

/

A coeficientes constantes

Homogenea
A coeficientes no constantes

Lineal

Ecuacion diferencial \ /A coeficientes constantes
Ordinaria \ No Homogenea

S A coeficientes no constantes
No Lineal fr

Ecuacién Diferencial Lineal

Una ecuacion diferencial de orden n es lineal si es de la forma

an () y ™M () raq 4 (1) y "V () +ray )y ()80 ()y (t)=a ) 1]
Donde
y(k)(t) es la derivada k-ésimade y (t), vk =1,2,..,,n.

a (t) son funciones continuas para i =1,2,...,n.

Ecuacion Diferencial No Lineal
Cuando no es de la forma que indica la expresion [I].
Ecuacion Diferencial Lineal homogénea

Cuando, en la expresion [I], g (t)=0 Vit.

Ecuacion Diferencial Lineal no homogénea

Cuando, en la expresién [I], g (t)=0 .
Ecuacion Diferencial Lineal a coeficientes constantes

Una ecuacion diferencial de orden n es lineal y a coeficientes constantes si es de la
forma

an y(n)(t)+an_1 y(n_l)(t)+....+a1 y'(t)+ag y (t)=g(t)
Donde
a; son constantes reales para i =0,1,2,...,n.

Ejemplo 1.9

Clasificar la ecuacion diferencial 3t y(4)(t)+8 y (t)+ 2y (t)=sen(t)
Solucion
La ecuacion es de orden 4, lineal, no homogénea y a coeficientes no constantes.
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1.3 Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales, a coeficientes
constantes y homogéneas.

En esta seccién veremos un método para resolver este tipo de ecuaciones, llamado el
Método de la Ecuacion Caracteristica. Por razones didacticas, el siguiente Teorema
mostrard como es la solucion cuando la ecuacion es de segundo orden ya que, si el
orden es superior a 2, el procedimiento es similar.

Teorema 1.10: Método de la Ecuacion Caracteristica

Sea la ecuacion diferencial

ay"(t)+b.y'(t)+c.y (t)=0
Con a, b, c constantes reales.
Sean 4 , 4, las raices de la Ecuacion Caracteristica:

a. 12 +b. A+¢ =0
Entonces
1) Si 4,4, sonrealesy 4 # 4, , lasolucion es

y(t)=c, el +c, e®2 !

Donde c; ,c, son constantes.

2) Si 4 =4, =1 lasolucion es:

y(t)=c, e*' +c, te!

Donde c; ,c, son constantes.
3) Si 4 , 4, son complejos conjugados, es decir, 4 =a+i.6 , L, =a—i.f3
entonces la solucion es

y (t)=e*"(c; cos(Bt)+c, sen(pt) )

Donde ¢, ,c, son constantes.

Demostracion: Véase Referencia [5] =

Ejemplo 1.11

Resolver la ecuacion

y"(t)-10y"'(t)+25y (t)=0
Solucién
Hallamos las raices de la Ecuacién Caracteristica:

22 10 1+25 =0

10 +,/100 —4 (25) 1o

Entonces A = > =

Luego, los autovalores son 4 =4, =5.Por lo tanto, la solucion es

y(t)=c, e’ +c, te>!
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1.4 Sistemas de ecuaciones diferenciales

En algunos casos, no basta expresar un modelo matematico mediante una sola ecuacion
diferencial, sino que se necesita mas de una ecuacion. Por esta razon surge el concepto
de sistema de ecuaciones diferenciales.

Definicion 1.12: Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en las
incognitasyy (t),yo (t),...yn (t) es unaexpresion de la forma

y1(t)=F1 (t.Y1.Y2 .0 ¥n)
yo (t)=fo(t,y1.¥2.,m¥n)

Yn(t)=Ffn(t.y1.y2.:2¥n)
Donde fq,f5,...,f,; son funciones en las variables t,y;,¥2,.... ¥ -

Los sistemas de ecuaciones diferenciales surgen de forma natural en muchos problemas
cientificos. En nuestro caso veremos cOmo aparecen en el estudio de un péndulo doble.

Por otro lado, cabe destacar que una ecuacion diferencial de orden n puede llevarse a un
sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden. Més especificamente, dada la

ecuacion diferencial de orden n en la incégnita y (t) :

' -1
y " ()=t (t,y,y ey )) [1]
Entonces, si definimos
Y1 =Y
yo,=Y'
y, =y

La ecuacién [1] es equivalente al sistema

Y:1=h
Yo =Y3

Yo = (t.¥1,Y2.¥n)

Esta reduccion de una ecuacion de orden n a un sistema de m ecuaciones de primer
orden tiene algunas ventajas. Entre ellas, estd la simplificacion de la expresion de la
solucién mediante la notacion matricial y vectorial, como veremos mas adelante.

Ejemplo 1.13

Dada la ecuacion diferencial de orden 4:
3y ) (t)+5t2y" (t)+2sen(t)y" (t)=10
Expresarla como un sistema de 4 ecuaciones diferenciales de primer orden.

14



Solucion

Primeramente despejamos y (4) (t ) de la ecuacién diferencial:

@ )=20 22y 1) - Zsen(t)y* (¢
yrt) =5ty (t)—gsen(t)y' (t)

Luego definimos

Y1 =Y

Yo=Y’

y3=Yy"

Ya=Yy"
Entonces, la ecuacion diferencial es equivalente al sistema

y|1 =Y2

Y2=Y3

Y3 =Y4

- 10 5, 2
=———t ——sen (t
Ya="g -3t ys—gsen(t)y,

También es posible transformar un sistema de ecuaciones diferenciales de orden
superior a 1 en un sistema de primer orden, como lo ilustramos en el siguiente Ejemplo.

Ejemplo 1.14

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales:
{x“ (t)=2x"(t)+4 t2y (t)
y"(t)=5x(t)y (t)+ely'(t)
Expresarlo como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Solucién

Definimos
Y1 =X
Yo=Y
y3 =X’
Ygs=Y'

Entonces, la ecuacion diferencial es equivalente al sistema

yl1 =Ys

Y2=Ya4

ys =x"=2x"(t)+4 t2y (t)=2yz+4 t?y,

ya=y"=5x(t)y(t)+e'y' (t)=5y; y, +e'y,
Es decir

y'1 =Ys3

Y; =Y4

y3=2yz+4t%y,

Ya=3Y1Y> +etY4

15



1.5 Resolucidén de sistemas de ecuaciones diferenciales

En esta seccion centraremos primeramente la atencion en la solucion de sistemas de dos
ecuaciones diferenciales de primer orden, lineales, a coeficientes constantes y
homogéneas, para luego mostrar como resolver sistemas del mismo tipo, pero de orden
superior. Previamente introduciremos las siguientes definiciones.

Definicion 1.15: Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden y lineales

Un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y lineal, en las
incognitas x4 (t),X5 (t),...Xxy, (t) , es una expresion de la forma

xa (t) =aqs (t)X (1) +ag2 (£)X2 (1) +-+a0n ()Xn (1) +F2 (1)
Xo (t)=apy (t)xq (t)+agy (t)Xo (t)+...+an (t)Xp (t)+F2 (1) [1]

Donde &;j (t), f; (t)son funciones continuas para i, j =1,2,...,n .

El sistema [ | ] es homogéneo si f; (t)=0 Vi=1,2,...,n
En caso contrario, se dice no homogéneo.

Forma matricial de un sistema de primer orden y lineal

Si definimos las siguientes matrices

Entonces el sistema [I] puede representarse matricialmente del siguiente modo:

X'=A. X +F

Ejemplo 1.16

Escribir el siguiente sistema lineal en forma matricial:
x'(t)=3t x (t)+4 y(t)+e'z (t)+t -2
y'(t)=5x(t)+9z (t)+sen(2t)
z'(t)=y (t)+6z(t)+10

Solucion

En este caso

16



X (t) 3t 4 e t—2
X=ly(t)|,A=|5 0 9|, F=|sen(2t)
z(t) 0 1 6 10
Por lo tanto, el sistema se representa matricialmente por
X'"=A. X +F
Cabe preguntarnos si existe una unica solucién del sistema que pase por un punto
X1 (to)
X2 (to)
XO =
Xn (tO )

La respuesta esta dada en el siguiente Teorema.

Teorema 1.17: Existencia de Unica solucion para un sistema lineal de primer orden

Dado el sistema lineal
X'=A. X +F

Con condicioén inicial X (tg)=Xg
Si todos los elementos de las matrices A 'y F son funciones continuas en un intervalo |
que contiene a t; , entonces existe una solucion unica en dicho intervalo.

Demostracion: Véase Referencia [5] =

En este apartado s6lo nos detendremos a describir la solucion de ciertos sistemas
lineales de primer orden: aquéllos cuya matriz A tiene coeficientes constantes.

Definicion 1.18: Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden , lineales y a
coeficientes constantes

Un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, lineal y a
coeficientes constantes, en las incognitas xq (t),X, (t),...Xp (t),es una expresion

de la forma

x:l(t):all X1 (t)+ap Xo (t)+.t+ay, Xp (t)+F (1)
Xo (t)=ap Xq (t)+ag Xy (t)+...+a, X, (t)+F5 (1) [

X (t)=anyxq (t)+ansX, () +.c+anx, () +f, (1)

Donde ajj son constantes realesparai,j=1,2,..,n.

La representacion matricial de estos sistemas es muy Util porque, como veremos, las
soluciones quedan expresadas en terminos de autovalores y autovectores.

Mostraremos como resolver este tipo de sistemas homogéneos y para el caso n = 2, ya
que cuando n > 2 el procedimiento es similar.
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1.5.1 Resolucién de sistemas de dos ecuaciones diferenciales de primer
orden, lineales, homogéneas Yy a coeficientes constantes.

Estos sistemas son de la forma

{x'(t)za11 X (t)+ap y(t)

En este caso, su representacion matricial es

X'=A.X

X (t & & X" (t
X:[ ()j,Az[n 12j,x.=[ -()j
y(t) 81 a8 y'(t)
La técnica que nos permitira hallar las soluciones de estas ecuaciones requiere de los
siguientes conceptos de Algebra Lineal.

Donde

Definicion 1.19: Autovalores y Autovectores

Dada una matriz cuadrada A de orden n, un nimero A es autovalor de A si existe un

= T
vectornonulov =(vq Vo ,..vp ) tal que

AvVv=AyV
En este caso, el vector no nulo v recibe el nombre de autovector asociado al
autovalor A .

Como calcular autovalores
Para hallar los autovalores de una matriz cuadrada A, se resuelve la ecuacion
det(A—/i N )=O

Donde
| es la matriz Identidad

det (A—2.1 ) es el determinante de la matriz A -1 .1

Esta ecuacion recibe el nombre de Ecuacion caracteristica de A y el polinomio
p(A)=det(A-2.1)

Se lo llama el Polinomio caracteristico de A.

La siguiente Proposicion permitira hallar los autovalores de una manera mas sencilla,
cuando la matriz A es de orden 2.
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Proposicion 1.20

. & &
Si A :( i 12] entonces
a1 axp

1) El polinomio caracteristico de Aes p(4)= A% 2. Tr (A)+det (A)
Donde Tr(A)=aq; +ay

2) Si 4,4, son los autovalores de A entonces

M+ :Tr(A)
Ay . Jp =det(A)
Demostracion
a1 -4 ap

1) p(}t):det(A—/i.I)zdetK By 2y A

J:(all —A).(agp —A)-agp .y =

=(ay1- a0 )~ 4 a1 — 4 ay +2% —agp 8y =A% ~A(aqq +agy )+ (a1 ap —ag281)

Es decir, p(2)=2% 2. Tr(A)+det (A)

[

2) Como 4 ,4,s0n las raices de p(ﬂ) entonces, por el Teorema Fundamental del

Algebra, resulta p(A)=(A-4).(A-4,).Al aplicar la Propiedad Distributiva

obtenemos P(A)=22 =2 (A +2p )+ (A1)

Igualando las ecuaciones [1] y [I1] tenemos que
2% 2. Tr(A)+det (A)=22 = 2. (A + 25 )+(HA)

Por igualdad de polinomios resulta finalmente que

{11 +2, =Tr(A)
Ay . Ay =det(A)

El siguiente Teorema muestra como son las soluciones de este tipo de sistemas.

[h]

Teorema 1.21

Sea el sistema

Donde

Sean 4,4, los autovalores de A. Entonces
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1) Si 4,4, sonrealesy 4 # 4, , lasolucion es

X (t — —
[ ( )chl v, e4t4c, v, 2!

y(t)
Donde c; ,c, son constantes.

V4, V, son los autovectores asociados a los autovalores /4 , 4, respectivamente.

2)Si 4 =4, =4, se pueden presentar dos casos:

2.1) Si existen dos autovectores v, , v, linealmente independientes asociados al
autovalor A, la solucion es

X (t) — i — At
=c, v, et +c, v, e
[y (t)j H 22

Donde ¢, ,c, son constantes.

2.2) Si existe un solo autovector v, linealmente independiente asociado al autovalor
A, la solucion es

y(t)

Donde ¢; ,c, son constantes.

X (t _ _ _
( ( )jzcl v, e*t e, (v1 te’t +v, e“)

\C es el autovector generalizado, que se obtiene resolviendo el sistema
(A—;L N ).V2 =V

3) Si 4, 4, son complejos conjugados, la solucion es

X (t — —
(t) = Re(v1 e’llt)+c2 Im(v1 ellt)
y(t)

Donde ¢, ,c, son constantes.

v, esel autovector asociado a 4,

Re(\ﬁ et t) ,Im (\E et t) son, respectivamente, la parte real e imaginaria del

vector v, e

Demostracion: Véase Referencia [5] =

Ejemplo 1.22

Resolver el sistema

{x' (t)=x(t)+2y(t)
y'(t)=4x(t)+3y(t)
Solucién

En este caso, la matriz asociada al sistema es
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Célculo de los autovalores de A

La Ecuacion Caracteristica es
p(2)=0 = A% 2. Tr(A)+det(A)=0 =1%-2.4-5=0
Al resolver esta ecuacién cuadratica, obtenemos los autovalores:

A =50, =-1

Calculo del autovector asociadoa 4 =5

Resolvemos el sistema

A= = [ 2] () (0)

Al aplicar el Método de Eliminacion de Gauss, resulta el sistema:

= Vyp =2V

Luego, los autovectores son de la forma:
1
V11 2 convqq € R

Si elegimos v,; =1, obtenemos el siguiente vector propio:

Calculo del autovector asociado a 4, =-1

Resolvemos el sistema

(A=2p.0 vp =0 = [j AZJ ng:@j

Al aplicar el Método de Eliminacion de Gauss, resulta el sistema:

=V =—V

Luego, los autovectores son de la forma:
1
Vai| Zq | convyy eR
Si elegimos v,; =1, obtenemos el siguiente vector propio:

w4

Entonces, aplicando el Teorema 1.21, inciso 1) resulta

x (t) — 't — Iyt (1j5t (1)4 c,e°t coe !
=c, vV, e1  +¢c, v, et =¢ e’ +c e =™ +| 2 =
{y(t)} P 2l 2 21 c;2e°t | (et



(et +c et
¢ 2t —ce!
En consecuencia, la solucion del sistema es

x(t)=c, e +c, 67"
y(t)=2c, ' —¢c, e

Ejemplo 1.23

Resolver el sistema

Solucién

En este caso, la matriz asociada al sistema es

3 -1
A=
9 -3
La Ecuacion Caracteristica es
p(2)=0 = 2% 2. Tr(A)+det(A)=0 = 2% =0
Luego, los autovalores son repetidos:
A =2 =A=0

Célculo de los autovalores de A

Céalculo de los autovectores asociados a 4 =0
Resolvemos el sistema

r-ryr=0 = (3 7] [ )-(5)

Al aplicar el Método de Eliminacion de Gauss, resulta el sistema:

= V12 :3 Vll

Luego, los autovectores son de la forma:

V11 @j convqy e R

De aqui resulta que existe sélo un autovector linealmente independiente asociado al
autovalor 4 =0 . Si elegimos v;; =1, obtenemos el siguiente vector propio:

()

Para hallar un autovector generalizado, resolvemos el sistema

R I IV RS
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Nuevamente, aplicando el Método de Eliminacién de Gauss, resulta el sistema:

0.vp —0.vp =0 — V22 =3 Var—l

Luego, los autovectores generalizados son de la forma

Va1
(3\/21 _1j convy, e R

Si elegimos v,; =1, obtenemos el siguiente vector propio generalizado:

iy

Entonces, aplicando el Teorema 1.21, inciso 2.2) resulta

X(t))_ . — at — oAt oty (1) ot 1), .0t
[y(t)j—clvle +C, (vlte +V, € )—cl(sje +02((3jte +(

—c 1 te 1 t 4 1)\_(c +C, t+Cy
“3 )28 2 )) (3¢, +3c, t +2¢,

Por lo tanto, la solucidn del sistema es

X (t)=cy +Cy t+Cy
y (t)=3c; +3c, t+2c,

Ejemplo 1.24

1
2

jeo.tJ:

Resolver el sistema

Solucién

La matriz asociada al sistema es

Célculo de los autovalores de A

La Ecuacién Caracteristica es
p(2)=0 = 2% 2. Tr(A)+det(A)=0 = A% -1.10 +29 =0
Aplicando la férmula cuadratica obtenemos que
M =5+2i ,4, =5-2i

Calculo del autovector asociado a 4 =5 +2i

Resolvemos el sistema

(A-2l ;=0 = (1—52i —1_—12ij(zi;j=(8j
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Es decir

Puesto que, de la primera ecuacion, tenemos que Vi, =(1—2i)v11, si elegimos

v, =1 obtenemos el siguiente vector propio:

Vo 1
17{1-2i
Teniendo en cuenta, por la formula de Euler que

et :e(5+2i)t :e5t+2ti _ 5t (cos (2t)+i sen (Zt))

Entonces, aplicando el Teorema 1.21, inciso 3) resulta
{X (t)chl Re(\ﬁ e”“lt)+c2 Im(\ﬁ ellt)z
y(t)

=, Re[G_ZJe“(cos(Zt)H sen(2t))j+c2 Im (G_Zi)ef’t(cos (2t)+i sen (2t))j=
_¢, Re&eSt(cos(Zt)H sen (2t )) J]Jrcz - {[e“ (cos (2t)+i sen(2t)) D:
(L-2i)e° (cos (2t)+i sen(2t)) (1-2i)e° (cos (2t)+i sen(2t))
. {eStcos(Zt) }+c (eStsen (2t) J:
' €% (cos(2t)+2 sen(2t))] 2 (€%t (-2cos (2t)+sen (2t))

(e % cos (2t)+c, e°'sen(2t)
oy €% (cos (2t)+2 sen(2t))+c, €' (-2 cos (2t)+sen (2t))

_ [cy e°tcos(2t)+c, e°'sen(2t)
(c; -2 ¢, )e' cos (2t )+(2c, +c, ) e>'sen(2t)

Por lo tanto, la solucion es

x (t)=c, e cos (2t)+c, e'sen(2t)
y (t)=(c, =2 ¢, )e> cos (2t)+(2c, +¢c, ) e°'sen (2t)
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1.5.2 Resolucion de sistemas de dos ecuaciones diferenciales de orden
superior, lineales, a coeficientes constantes y homogéneas

El método que aplicaremos para resolver este tipo de sistemas es El Método de
Eliminacion, el cual también se aplica cuando el sistema no es homogéneo.

Método de Eliminacion

Este Método consiste en “disfrazar” el sistema de ecuaciones diferenciales en un
sistema algebraico, para luego aplicar el Método de Eliminacién, utilizado para resolver
ecuaciones algebraicas. Previamente necesitaremos el siguiente concepto.

Definicion 1.25: El Operador Diferencial

Dada una funcion y (t ) derivable, el operador diferencial dey es

Dy =y’
En general , el operador diferencial de n-ésimo orden de y es
D"y =y (™

El Operador Diferencial, por tratarse de una derivada, goza de la Propiedad de
Linealidad. Es decir, si y (t) y x (t) son funciones derivables entonces

D"(ax+BYy)=aD"x+pD"y Va,feR

Ejemplo 1.26

La siguiente ecuacion diferencial lineal y a coeficientes constantes

-1 .
an y ™M (t)+any y " ()4 ray () +agy (t)=g (t)
Donde g ,i1=0,1,...,n son constantes, puede expresarse en términos del operador
diferencial como

(an D"+a, ; D" 4. +aD +ao)y =g (t)

Descripcion del Método de Eliminacion

Como dijimos, este método se aplica cuando el sistema es lineal y a coeficientes
constantes. So6lo lo describiremos para sistemas de dos ecuaciones diferenciales y
homogéneos, pues es lo que necesitaremos en este trabajo. Explicaremos el método a
través del siguiente Ejemplo.

Ejemplo 1.27

Resolver el siguiente sistema aplicando el Método de Eliminacion:

{x'(t)—4x(t)+y“(t):0

X'(t)+ x(t) +y'(t)=0
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Solucién
Primer Paso
Expresamos el sistema en la notacion de operador diferencial:

(D-4)x +D?%y =0 0
(D+1)x +Dy =0

De este modo, hemos disfrazado el sistema de ecuaciones diferenciales de un sistema
algebraico. Asi por ejemplo, la expresion (D +1)x puede pensarse como si fuera el

nimero (D +1) multiplicado por x .

Segundo Paso
Eliminamos “x”. Para ello multiplicamos la primera ecuacion de [I] por (D +l)y la
segunda ecuacién por (D —4).
{(D +1)((D-4)x +D2y )=(D +1)0
(D-4)((D+1)x +D y)=(D-4)0
Al aplicar la propiedad distributiva y teniendo en cuenta que
(D+1)0 =D0 +(1)0 =0
(D -4)0 =D0 +(4)0 =0
Resulta
{(D +1)(D -4)x +(D +1)D2y =0
(D —4)(D +1)X +(D —4)D y =0
Restando miembro a miembro obtenemos
(D+1)D%y —-(D-4)D y =0

Es decir
D3y +4D y =0
Para resolver esta ecuacion, la expresamos en su notacion de derivada:
y"+4y'=0

Luego aplicamos el Método indicado en el Teorema 1.22. Para ello resolvemos la
Ecuacion Caracteristica:

244 2=0 = A2 +4) =0 =4 =0, I, =2i, Jy =-2i
Por lo tanto, la solucion es
y (t)=c, e®"+e%"(c, cos(2t)+cs sen(2t) )
En consecuencia
y (t)=c; +c, cos (2t )+c3 sen(2t) [11]
Tercer Paso

Eliminamos “y”. Para ello multiplicamos la segunda ecuacion de [1] por D.
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(D-4)x +D?y =0
D((D+1)x+Dy)=D.0

De aqui resulta, al aplicar la propiedad distributiva y restar miembro a miembro, la
siguiente expresion:
(D-4)x -D(D+1)x =0
Es decir
D%x +4x =0

Nuevamente, para resolver esta ecuacion, la expresamos en su notacion de derivada:
X"+4x =0

Luego aplicamos el Método indicado en el Teorema 1.22. Para ello resolvemos la

Ecuacion Caracteristica:

A2 +4=0 = A =2i, &, =-2i
Por lo tanto, la solucion es
x (t)=e>"(cy cos(2t)+cs sen(2t) )
O sea
X (t)=c4 cos(2t)+c5 sen(2t) [11]
Tercer Paso

Vinculamos las constantes que figuran en las expresiones de x(t)e vy (t).

Primeramente, para determinar cudntas constantes deben figurar en la solucion del
sistema, procedemos del siguiente modo:
Derivada de mayor orden, en la incognita x (t ) que figura en el sistema: 1

Derivada de mayor orden, en la incognitay (t ) , que figura en el sistema: 2

Por lo tanto, en la expresion de las soluciones deben aparecer 1+2 = 3 constantes.
Luego, expresaremos C,y Cs en terminos de ¢;, C, y C3. Para ello sustituimos las

soluciones x (t)e y (t)obtenidas en [H] y [11] en una de las ecuaciones del sistema.
Por ejemplo, las sustituiremos en la segunda ecuacién:

X'(t)+ x(t) +y'(t)=0 =

= —2¢, sen (2t )+2c5 cos (2t )+c, cos (2t )+Cg sen(2t )—2c, sen(2t)+2c3 cos(2t)=0

= (—2c4 +C5 —2C, ) sen (2t )+(2c5 +c4 +2¢5) cos (2t )=0

Como las funciones sen (2t ) y cos (2t ) son linealmente independientes, resulta

—2C4 +C5 —2C2 :0
2C5 +C4 +2C3 =0

De estas ecuaciones se obtenemos que
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C4 :—£(4C2 +2C3)
N [1V]
Cs = g(ZC2 —4c3)

Por ultimo, de [I1], [I1] y [IV] resulta que la solucidn del sistema es

X (t)=—é(4cz +2C3) cos (2t )+%(2c2 —4cy) sen(2t)
y (t)=cy +Cy cos(2t)+cy sen(2t)

1.6 Estudio cualitativo de sistemas de ecuaciones diferenciales

Hasta ahora, en el estudio de ecuaciones diferenciales, nos hemos centrado en el
problema de obtener explicitamente las soluciones, exponiendo algunos métodos de
resolucién. Pero en esta seccion daremos otro enfoque al estudio, planteAndonos coémo
obtener informacion cualitativa sobre el comportamiento de las soluciones. Este nuevo
punto de vista es de sumo interés debido a que numerosas ecuaciones diferenciales no
las podemos resolver. Incluso, aunque se pudieran hallar sus soluciones, a veces no es
necesario obtenerlas explicitamente, pues s6lo se pretende conocer el comportamiento
de las mismas. El siguiente Ejemplo aclarar estas ideas.

Ejemplo 1.28

Supongamos que x (t)e y (t)representan las poblaciones, en cualquier instante t, de

dos especies que compiten entre si por alimento y espacio para vivir. Supongamos,
ademas, que las tasas de crecimiento de las poblaciones, x'(t)e y'(t), estan

gobernadas por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

X'(t):fl(t’x(t)’y(t)) [1]
y (t)=f2 (tx(t).y (t))

En la mayoria de los casos, este sistema esta disefiado de modo tal que no podremos

calcular sus soluciones. Sin embargo, hay algunas propiedades cualitativas que son

interesantes y a las que con frecuencia pueden darse respuestas satisfactorias sin

necesidad de determinar explicitamente las soluciones. Por ejemplo, consideremos los

siguientes interrogantes:

1) ¢Existen valores para los cuales ambas especies coexisten en un régimen
permanente? Es decir, ¢existen constantes «, 3 tales que X (t):a ey (t):,B son

soluciones del sistema [I]? Si tales valores existen, se los llama puntos criticos o puntos
de equilibrio.

2) Supongamos que las dos especies coexisten en estado de equilibrio e introducimos,
en un determinado momento t, algunos miembros de una de las especies.
¢Permaneceran las poblaciones cerca de los valores de equilibrio para todo tiempo

futuro? Es decir, si x (t)=a e y (t)=/ son soluciones del sistema [I] y x;(t)e

28



y1 (t)son otras soluciones tales que Xq(tg)e yj(to)estdn proximos a o« y B

0
respectivamente, ¢se verificara que lim (xy (t).y; (t))=(a.8)?
t—o0

3) Si conocemos el numero de individuos de cada especie en un tiempo t, ¢(Cual sera la

evolucion de las especies cuando transcurre el tiempo? Si no tienden a valores de
equilibrio, ¢triunfara una de las especies?

Veremos que para responder a estas cuestiones no necesitamos resolver el sistema [I].
Nos limitaremos a estudiar cualitativamente los sistemas autonomos. Para ello,
comenzaremos definiendo los siguientes conceptos.

Definicion 1.29: Sistemas auténomos
Se dice que un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden es autbnomo
cuando se lo puede escribir de la forma

X1 (t)=f1 (Xl X2 ,...,Xn)

Xo (t)=Ff2 (X1,X2 0 Xp)

Observemos que la variable independiente t no aparece explicitamente en el miembro
derecho de cada ecuacion diferencial.

Ejemplo 1.30

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineal de primer orden

X1 (t)=xq +10x, + t3

X5 (t)=x1.Xp +sen(xy)
No es autébnomo debido a la presencia de t en el miembro derecho de la primera
ecuacion.

Un sistema auténomo de primer orden puede escribirse en forma compacta como

X' =f (X)
Donde
x:l f1 (X0, X0, Xp)
X5 fo(Xg, X0, Xp)
X'=| . |, f(X)=
X fr(X1,X2,.Xp)

Cabe preguntarnos si, dada una condicion inicial, existe una unica solucién del sistema
auténomo. La respuesta esta dada en el siguiente Teorema, conocido como el Teorema
de Poincare.
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Teorema 1.31: Teorema de Existencia y Unicidad de Sistemas Autonomos
Dado el sistema autobnomo de primer orden con condiciones iniciales
{x '=f (X) "
X (to)=Xo
Entonces
1) Si todas las derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de X,

entonces existe una solucion del sistema en un intervalo abierto que contenga al
punto tg .

2) Suponga, ademas, que existe una region U — R" tal que f es continua en dicha
region y satisface la condicion de Lipschitz

[f(X)—f (Y )[<k. X Y|
VX , Y €U y para alguna constante k.
Si X (t) eY (t) son dos soluciones del sistema [I] definidas en un intervalo I que
contiene a t; de modo que X (t),Y (t)eU Vt el entonces
X (t)=Y (t) Vtel

Demostracion
Véase Referencia [6].

La condicion de Lipschitz no es, en muchos casos, una propiedad facil de verificar. Por
esta razon la siguiente Proposicién es de gran utilidad:

Proposicion 1.32: Condicidn suficiente para verificar la condicién de Lipschitz

Si f (xg.X0,Xp)=(F1 (X0 X2 0Xn ), F 2 (X0 X2 10Xy ) s Ty (X1.X2 000X )
es tal que

1) f es continua en una region U < R" .
: fi .. ,
2) Existen Z—' Vi, j=1,2,...,n y estan acotadas en U.
X .
J
Entonces f verifica la condicion de Lipschitz.

Demostracion
Véase Referencia [6].

El siguiente Ejemplo ilustrard como probar la existencia y unicidad de este tipo de
sistemas con condicion inicial.
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Ejemplo 1.33

Dado el sistema auténomo con condicion inicial

{x:l (t)=sen(xy)+10cos( x5 )
Xp (t)=e71

{Xl (0)=1

X, (0)=3
Probar que existe Gnica solucion que pasa por el punto (1 '3 )
Solucion
En este caso,
f1 (X1, Xp)=sen(xq)+10cos (x5 ), fo (x1,x,)=e"*1
Luego
f (xl,xz)z(sen(x1)+10cos(x2),e_xl)

Para probar la existencia de una unica solucion, aplicaremos el Teorema 1.31.:

1) Todas las derivadas parciales de f existen y son continuas en R?, pues las funciones
seno, coseno y exponencial son funciones continuas.

2) Para verificar la condicion de Lipschitz, aplicaremos la Proposicion 1.32. Para ello,

consideramos U :{(x Y ) e R? tal que x 20}. Entonces
a) fescontinuaen U.

b) Existen Zi Vi, j=1,2 y estan acotadas en U pues
X

f, of, | 3
Z 1 —|= <1
o, cos(xy) = . | cos (xq) |
of, of,
—==_10 —|=1 =10 <10
o, sen (x5 ) :>8x2 | —10sen(x,) |
&: _e X1 = &:‘ _e_xl ‘:e_xl Seo =1
6X1 8X1
0ty _y _|2f2|_,
8X2 8x2

Por lo tanto, por el Teorema 1.31, existe una solucion del sistema. Ademas, si

X (t)= X (t) ey (t)= y(t) son dos soluciones definidas en un intervalo | que
X (1) ya (t)

contiene a tg =0 de modo tal que X (t),Y (t)eU Vt el entonces
X (t)=Y (t) vtel.
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Definicion 1.32: Curva solucidn del sistema

Dado el sistema autonomo de primer orden
X1 (t)=f1 (Xl’XZ ,...,Xn)
X2 (t)=f2 (Xl y X9 ,...,Xn)

Si X1 (t),x(t),..xn(t) es una solucién del sistema, con dominio en un

subconjunto D < R, entonces el subconjunto de R" definido por

C :{(xl (t), X2 (t),.Xp (t)) cont eD |
Recibe el nombre de Curva Solucién, Trayectoria u Orbita del Sistema.

Obviamente, las curvas solucion del sistema sélo se pueden dibujar cuando éstas estan
en el plano o en el espacio. Es decir, cuandon=20n = 3.

Ejemplo 1.33

Dado el sistema autonomo

{x'(t):—x (t)+y(t)
y'(t)=-9x(t)-y(t)

Al aplicar el Teorema 1.21, se puede comprobar que la solucién del sistema es
X (t)=c, e~ 'cos (3t)+%c2 e~ 'sen(3t)
y (t)=c, e cos(3t)-3¢c, e 'sen(3t)

Hallar una curva solucion del sistema y representarla graficamente.
Solucion

Si consideramos, por ejemplo, ¢; =c, =1, obtenemos la siguiente curva solucion:
C ={(e‘t oS (3t)+% e lsen (3t), e tcos (3t)-3 e~ lsen (3t)j cont e R }

Para representarla graficamente, ejecutamos el siguiente comando del software Wolfram
Mathematica:
ParametricPlot He_tCos [3t]+% e_tSin[Bt], e~ ' Cos [3t]-3 e_tSin[3t]},{t,O,10}}

Al ejecutarlo, aparecera el siguiente grafico de la curva C.

32



L
-05

Figura 1.1: Representacion gréfica de la curva C.

Definicion 1.34: Vector tangente a la curva solucién en un punto
Si
C ={(x¢ (t). Xz (t),..xn (t)) conteD |

Es una Curva Solucion del sistema autonomo de primer orden y

X (to)=(x1(to ). X2 (to )+ Xn (to )

Es un punto de la curva, entonces

X" (1) (X1 () X2 10 )X ()

Es el vector tangente a la curva C en el punto X (tg ).

El sentido del vector tangente indicaré el sentido de movimiento de la curva solucion.
Observemos que si n = 2 0 3, entonces la solucion X (t)=(xy (t),...x, (t))se puede
interpretar como la posicidn, en el instante t, de una particula que se mueve en el plano

el ' '
o en el espacio. En este caso, el vector X ' (t)=(x1 (t),...xp (t))representa el vector

velocidad de la particula en dicho instante.

Ejemplo 1.35

Dado el sistema autonomo del Ejemplo anterior, y considerando la curva solucién
C ={(e‘tcos (3t)+% e~ 'sen(3t), e”'cos(3t)-3 e 'sen (3t)j cont e R }

1) Calcular el vector tangente a la curva C, en el punto X (O )
2) Representar graficamente dicho vector tangente e indicar la orientacion de la curva C.
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Solucion
1) El vector tangente a la curva C en el punto X (0)es T(O ).

Como X (t):(e_tcos (3t)+% e tsen (3t), e Ycos (3t)-3 e~ Lsen (3t)j
Entonces

, 10 4 L
X (t):(—? e 'sen(3t), —10e cos(3t)j

Por lo tanto
T(O):(O, —10 ). Su origen esta en el punto X (0)=(1, 1)

2) La representacion grafica del vector tangente se muestra a continuacion. El sentido de
orientacion de la curva C es el inducido por dicho vector.

A ¥

Figura 1.2: Representacion grafica del vector tangente a Cen X (0)= (1,1).

El conjunto formado por todos los vectores tangentes generan un campo vectorial,
Ilamado Campo de Direcciones del Sistema. Su definicion es la siguiente:

Definicion 1.36: Campo de Direcciones

Dado el sistema auténomo de primer orden
X1 (t)=f1 (Xl,X2 ,...,Xn)
Xo (t)=Ff2 (X1,X2 0 Xp)

Entonces el campo vectorial en R" definido por
V (X1:X2 e Xp ) =(F1 (X0 X2 0o Xy ) F 2 (XX 2 e X )seens i (X10X 2 000X )

Recibe el nombre de Campo de Direcciones del sistema.
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Los Campos de Direcciones permiten tener una vision global del aspecto de las curvas
solucién del sistema. Asi, si una curva solucion pasa por el punto (X;,X5,...X ), lo

debe hacer de forma tangente al vector V (X1 ,X 2 ., X ).

Ejemplo 1.37

Dado el sistema autdnomo
X'(t)=y(t)
y'(t)=-x(t)
En este caso, el Campo de DireccionesesV (x,y )=(y,—x).
Al aplicar el Teorema 1.21, se puede comprobar que la solucién del sistema es
X (t)=cy cos(t)+c, sen(t)
y (t)=c, cos(t)—c, sen(t)
Consideremos dos curvas solucion:
La curva C,, que resulta de considerar ¢; =0, ¢, =0.5 .
Lacurva C, , que resulta de tomar ¢; =c, =1 .

Utilizaremos los siguientes comandos del software Wolfram Mathematica para graficar
algunos vectores del campo vectorial, junto con las curvas C; y C, :

C1 = ParametricPlot [ { 0.5 Sin[t], 05 Cos|t] }.{t.0,27};
C 2 = ParametricPlot [{ Cos[t]+Sin[t], Cos[t]-Sin[t] },{t.0 ,Zz}];

Campo =VectorPlot[{y, —x },{x,-3,3},{y,-3.3}];
Show [C1,C 2,Campo]

Al ejecutarlos obtenemos el siguiente grafico:

Figura 1.3: Gréfica de las curvas Cy, C, y del campo de direcciones.
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Diagrama de fase de un sistema autdnomo

Para analizar el comportamiento cualitativo de las soluciones de un sistema auténomo,
es importante tener un bosquejo de las curvas solucién. Muchas veces es posible
obtener las trayectorias descritas por las soluciones, sin necesidad de hallar
explicitamente dichas soluciones. Esto se logra introduciendo el siguiente concepto:

Definicion 1.38: Diagrama o Retrato de fase

Dado el sistema autonomo de primer orden
X1 (t)="Fy (X1.,X2 X))
X2 (t)=f2 (Xl 1 X9 ,...,Xn)

Xn (£)=Ffn (X1, X0, Xpy)
El Diagrama o Retrato de Fase del sistema es el conjunto formado por las gréficas
de todas las curvas solucion del sistema, con sus correspondientes orientaciones.

Obviamente, el Diagrama de Fase s6lo se puede dibujar cuando n = 2 o 3. Se lo disefia
en base al grafico del Campo de Direcciones. De este modo, una curva solucion sera
dibujada de forma paralela o tangente a algun vector del Campo de Direcciones que se
encuentre cercano a ella. En este trabajo no nos detendremos a desarrollar técnicas para
dibujar manualmente un Diagrama de Fase. Simplemente haremos uso del software
Wolfram Mathematica. El siguiente Ejemplo muestra coémo hacerlo.

Ejemplo 1.39

Dado el sistema auténomo

X' =y?

y' =x2
Representar graficamente el Diagrama de Fase en las cercanias del punto (O ,0 )
Solucién

Escribimos el comando: StreamPlot [{ y2, x? },{x,—2,2},{y,—2,2}}

Al ejecutarlo, obtenemos el siguiente Diagrama de Fase

2t
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Puntos criticos de un sistema autdbnomo

En un sistema autonomo existen puntos notables que brindan informacion referente al
comportamiento de las soluciones. Dichos puntos se llaman puntos criticos,
estacionarios o de equilibrio. Su definicién es la siguiente.

Definicion 1.40: Punto critico, estacionario de equilibrio
Dado el sistema auténomo de primer orden
X1 (t)=f1 (Xl X2 ,...,Xn)
Xo (t)=Ff2 (X1,X2 . Xp)

Xn (1) =Fn (X1, X2 0 Xpy)
Un punto critico, también llamado estacionario o de equilibrio, es una solucion del
sistema de ecuaciones algebraicas

Si (x;‘ ,x; x;'fl )es un punto critico del sistema, entonces las funciones constantes

xp(t)=x] , Xo (t)=Xx5, s Xp(t)=x"
Satisfacen las ecuaciones del sistema autonomo. Una solucion de tal valor constante se
Ilama una solucion de equilibrio del sistema. Por ejemplo, si una particula se coloca en
un punto critico, permanecera alli indefinidamente. En algunas situaciones practicas este
tipo de soluciones son las que tienen mayor interés, como veremos mas adelante en
algunos Ejemplos.

Ejemplo 1.41

Encontrar los puntos criticos de los siguientes sistemas autdnomos

X'=x2+y?-6 x' =0.01x (100 -x - )
A, )y =
y'=x2-y y'=0.05y (60 —y —0.2x )

Solucion
a) Resolvemos el sistema algebraico
{x2+y2—6 =0 [1]
x2 -y =0 [11]
De la ecuacion [I1] resulta
y=x* [ll]
Sustituyendo [I11] en [I] obtenemos, aplicando la formula de una ecuacion bicuadréatica:

144/
2 2 1+425 oy 2

x2+x%-6 =0 = x?% = > -3 vx%=2
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Luego, las unicas soluciones reales son las que verifican que x 2 =2 . Es decir,
x =42 [IV ]

De [1H1] y [1V] resulta que los puntos criticos son (\/2_2) y (—\/5,2 )

b) Resolvemos el sistema
0.01x (100 —x —y )=0 [1]
0.05y (60 —y —0.2x ) =0 [11]

De la ecuacion [1] tenemos que

x =0 v (100 -x -y )=0 =x =0 v y =100 —x

m Si x =0 entonces, sustituyendo en la ecuacion [I1] obtenemos que

0.05y (60 -y)=0=y(60-y)=0=y =0 vy=60

Por lo tanto, los pares (0,0) y (0,60 ) son puntos criticos.

m Si y =100 —x entonces, reemplazando nuevamente en la ecuacion [l1] resulta
0.05 (100 —x )(60 —(100 —x )—0.2x ) =0 =0.05 (100 —x )(—40 +0.8x ) =0 =
= (100 -x )=0 v (—40+0.8x )=0 =x =100 v x =50

En consecuencia, los pares (100,0) y (50,50 ) son puntos criticos.

Clasificacion de los puntos criticos

Consideremos un sistema autonomo de primer orden
X1 (t)=f1 (Xl X9 ,...,Xn)
Xo (t)=f5 (X1,X2 0 Xp)

Six*= (x;‘ ,x; x’; )es un punto critico del sistema, entonces puede ser:

m Estable
m Asintéticamente estable
m Inestable

Sus definiciones las damos a continuacion.

Definicion 1.42: Punto critico estable

Un punto critico x * :(x;‘ ,x’; x: )es estable si

Ve>0 36 >0tal quesi ‘X (t )—x*‘<5entonces ‘X (t)—x*‘<th>t0

0
Donde X (t)=(xy (t),...Xp (t))es una solucion del sistema autonomo de primer

orden.
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Esto significa que si una curva solucion esta cerca del punto critico en algin momento
t =tg , se mantendra cerca a lo largo del tiempo.

Definicion 1.43: Punto critico asintoticamente estable

Un punto critico x* =(xik Koy X )es asintoticamente estable si es estable y
ademas verifica que

lim X (t)=x"

[ e

Es decir, las trayectorias cercanas no solo se mantienen cerca, sino que se aproximan al
punto critico a lo largo del tiempo.

Definicion 1.44: Punto critico inestable

%

Un punto critico x * = (x;‘ Xy x;: )es inestable si no es estable.

En este caso, existen trayectorias que en algin momento t =t; se encuentran cerca del
punto critico pero se alejan de este punto a lo largo del tiempo.

Ejemplo 1.45

Dados los siguientes sistemas autbnomos
X'=2Xx+8y X'==X+Yy X'==X+Yy
a){", b) {", .
) y'=-x-2y ) y =-y ) y'=4x -y
Se puede comprobar que (0,0 )es el tnico punto critico. La representacion gréafica de

los Diagramas de Fase de cada sistema, en un entorno de (0,0 ) es:

—_—— WI.I:___ —_ —_ ™~ N o \ 0 T
e it ~_ O\ \ \l \\\ \\ \\\\ N/
T SN e NN \\ / \ \\ \\ﬂ\a\? [
e R T~ '

e NN R

e NG
wﬁ;\ é@ \\\\ 3\§ U ! Pl 5‘*‘—45-%___4‘1‘,' -m}\ \\ -ul\;, \\ ‘\\ ‘\ \ 1
SUSISEE O AN RPN
e SN~ Ve N
ST \\\\“\-\_ ~ —

e N NN | IR Y 7o AN\

Figura 1.4: Izquierda: Diagrama de Fase del sistema a). Centro: Diagrama de Fase del sistema b).
Derecha: Diagrama de Fase del sistema c).

Observando estos Diagramas, podemos verificar que:
Para el sistema a): (O ,0 )es un punto critico estable, pero no asintéticamente estable.

Para el sistema b): (0 ,0 )es un punto critico asintéticamente estable.
Para el sistema c): (O ,0 )es un punto critico inestable.
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Comenzaremos analizando los puntos criticos para sistemas autonomos Yy lineales de
dos ecuaciones, para luego generalizar a sistemas de n ecuaciones.
Descripcidn de los puntos criticos para sistemas autdénomos lineales planos

Estos sistemas son de la forma
X'"=A. X +B

) Al ) ol

Cobran importancia porque aparecen con frecuencia al modelar fendmenos de la vida
real. Supondremos que la matriz A es invertible, en cuyo caso sus autovalores son no

Donde

nulos y ademas —A~2.B es el Ginico punto critico.
Segun la forma que tengan las trayectorias alrededor del punto critico, éste se denomina
nodo, punto silla, foco o centro.

Un nodo es un punto critico donde las trayectorias o todas se acercan (nodo
asintéticamente estable) o todas se alejan del punto (nodo inestable).

Un punto silla es un punto critico donde se tienen un par de trayectorias opuestas que
entran, otro par de trayectorias que salen del punto y resto son ramas de hipérbolas con
asintotas en las trayectorias anteriores. Un punto de silla es un punto critico inestable.

Un foco o punto espiral es un punto critico donde todas las trayectorias vecinas son
espirales que convergen hacia el punto critico (punto espiral asintéticamente estable) o
divergen desde él (punto espiral inestable).

Un centro es un punto critico tal que en una vecindad todas las trayectorias son
cerradas. En este caso, es un punto critico estable, pero no asintéticamente estable.
Se puede probar (Veanse Referencias [5], [6] y [7]) que los autovalores 4,4, de A

determinan qué tipo de punto critico es. La siguiente tabla muestra la clasificacion de un
punto critico segun las caracteristicas de los autovalores.

Tipo de autovalor Clasificacion Tipo de Estabilidad Aspecto del
punto critico Diagrama de Fase
M.l eR Nodo Asintoticamente \
htig n 2ig <0 estable | X E\ .
M. A eR Nodo Inestable \
M#EH AN Y, A >0 .
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Tipo de autovalor Clasificacion Tipo de Aspecto del Diagrama de
punto critico Estabilidad Fase
'
N
M. A eR Punto silla Inestable 1\\\\_’////
M #H A Y. A <0 T R
A
.
M A eR Nodo Asintéticamente
Jy =2y A 4y <0 estable

v
MM R Nodo Inestable
M=%k A 4 >0

v
M, A eC Centro Estable
Re (4 )=Re(4,)=0
X
y
M, A eC Foco o Espiral Inestable
Re (4 )=Re(4,)>0 N
4 ¥

Ml eC Foco o Espiral Estable

Re () =Re (%) <0

Tabla 1.5: Clasificacion de los puntos criticos para sistemas auténomos lineales planos.
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Descripcion de los puntos criticos para sistemas autdbnomos: Caso General

Consideremos el sistema autbnomo de primer orden

X1 (t)=f1 (X1, ¥z Xn)
X2 (t)=f2 (X1, X2, Xp)

Donde f; A i son continuas en un conjunto abierto U < R", Vi, j =1,2,...,n.
X -
J
* *

Para analizar la estabilidad de un punto critico x * :(x1 X x’; ) hay que estudiar

el comportamiento de las soluciones en las proximidades de x *.Para ello haremos un
proceso de linealizacion del sistema, a fin de elaborar conclusiones similares a las
obtenidas para un sistema auténomo lineal plano. Previamente haremos uso de los
siguientes resultados.

Teorema 1.46: Formula de Taylor de primer orden
Sea f :U < R" — R unafuncioén tal que f A gi I =1,2,...,n son continuas en
Xi

X=X X5 e X ] SEX =(Xq,X 0,0 Xy ) ENONCES

Donde

Demostracion

Véase Referencia [8].

La funcion R de la Férmula de Taylor de primer orden toma valores muy pequefios en

un entorno de x *, y tiende a cero mas rapido que ‘ X —X *‘ ,cuando x —>x*.

El siguiente Teorema daré lugar al proceso de linealizacion de un sistema autonomo de
primer orden.
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Teorema 1.47:

Sea el sistema autonomo de primer orden
X1 (t)=Ff1 (X1, X2, Xp)
Xo (t)=Ff5 (X1,X2 . Xp)

Donde f; A gf—ison continuas en un conjunto abierto U < R", Vi, j =1,2,...,n.

Xj
Sea x* = (XI ,x; x’; ) un punto critico. Entonces el sistema puede expresarse de
la forma
X" :A.(X ~X *)+R (x ,x*)
Donde

. NG T
X':(xl,xz,...,xn) ,X:(xl,xz,...,xn)T ,X*:(XI,X;,...,X:)

A = Df (x*)ziﬁ(x*)J es la matriz Jacobiana de f valuadaen x *.
an

T ‘ 2 (X’X*) ‘
R =(Ry,Ry,..,Ry) verificaque [im =0

k
x—>x>l< ‘X_X

Demostracion

Al aplicar el Teorema 1.46 a las funciones f4,f, ,...,f,; resulta

f1(X1,X2 ,...,xn):fl(x*)+ éﬂ(x*) .(xi —x;")+R1 (x,x*)

OX
.................................................................................. 1]
fr(Xg,X X )=f (x*)+ i%(x*) (x —X )+R (x x*)
n\A1:A22n n = X i n\”

Donde
R; (x,x*) _
lim —*:0 vi=1,2,..,n

x—x ‘X_X ‘

Como x " = (xl X x’; )es un punto critico, se verifica que

fl(X*)zfz (x*):...:fn(x*):o

En consecuencia, el sistema [I] puede expresarse en forma matricial del siguiente modo:

43



fr(X1,X2,..Xp) 5fn( *) 6fn( *) %( *) Xn—Xn Rn(x,x*
X L %1 X 5 X, X X" |

A =Df (x *)zMatriz Jacobiana de f valuadaen x
Por lo tanto, el sistema autbnomo se escribe como
X =A.(x Y *)+R (x ,x*)

Por otro lado, teniendo en cuenta que la funcion raiz cuadrada es continua, y aplicando
las propiedades del limite de la suma y del producto de funciones, resulta

R | Rl R s o)

lim = lim " =
X —>x ‘X_X X —>x ‘X_X
2 2 2
Rl(x,x ) Rz(x,x*) Rn(x,x*)
= lim " + " +..+ " =
X sy * ‘x —X ‘x —X ‘x —X
2 2 2
Rl(x,x*) R (x,x*) R (x,x*)
=, lim " +lim | ——F| +-+Ilm|7——F| =0 =
x—>x* ‘X -X x—>x* ‘X —X ‘ X —x " ‘X —X

El teorema anterior da lugar a definir la linealizacion de un sistema auténomo, del
siguiente modo:

Definicion 1.48: Linealizacion de un sistema autbnomo de primer orden

* *

Sea x " = (x1 Xy x’; )un punto critico del sistema autonomo de primer orden

X' =f (X )
Entonces el sistema lineal autébnomo
X' =Df (x*).(x _X *)

Recibe el nombre de linealizacion o aproximacién lineal del sistema.

44




La hipotesis que planteamos es que las propiedades de estabilidad de
X" :(x;‘ ,x; x’; ) como punto critico del sistema X ' =f (X )sean las mismas que

las de la linealizacidén del sistema. Desafortunadamente la respuesta no siempre es
positiva. Sin embargo el siguiente Teorema, conocido como el Método de
Linealizacion, nos dice en qué casos esta conjetura es cierta.

Teorema 1.49: Método de Linealizacion
Sea x* :(x;‘ ’X; x: )un punto critico del sistema auténomo

x:l (t)=Ff1 (X1, X2, Xp)
Xo (t)=Ff5 (X1,X2 0 Xp)

Donde fj A a—'son continuas en un conjunto abierto U < R", Vi, j =1,2,...,n.
X .
J
Sea Df (x *) la matriz Jacobiana de f valuada en x *. Entonces
1) Si todos los autovalores de Df (x *) tienen parte real negativa, el punto critico es

asintéticamente estable.
2) Si Df (x *)tiene un autovalor con parte real positiva, el punto critico es inestable.

3) Si todos los autovalores de Df (x *) tienen parte real <0 y alguno de ellos tiene

parte real nula, no se puede concluir nada mediante el Método de Linealizacién.

Demostracion

Véase Referencia [7].

Observacién 1.50
1) Para el caso de sistemas autonomos no lineales planos, sigue siendo valida la

clasificacion indicada en la Tabla 1.5 aplicada a los autovalores de Df (x*) pero

exceptuando el caso en que Re (4 )=Re(4,)=0 ya que, segin el Teorema 1.49, el
Método de Linealizacidn nada puede concluir.

2) Cabe preguntarnos cdmo clasificar un punto critico en caso de fallar el Método de
Linealizacion. Si el sistema autdbnomo es plano, una alternativa consiste en dibujar el
Diagrama de Fases en un entorno del punto critico y observar el comportamiento de las
trayectorias en las cercanias de dicho punto. Otra opcion es aplicar el Método de
Liapunov, que lo explicaremos detalladamente en el Capitulo 3.
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Ejemplo 1.51

Clasificar los puntos criticos del siguiente sistema autonomo no lineal:
X'=-2X+Yy +2XYy
y'=4x -y

Solucién

Célculo de los Puntos Criticos

Resolvemos el sistema algebraico

—2x+y+2xy =0 [I]

4x —y =0 [ ]
De la ecuacion [I1] resulta

y =4x [lI]

Sustituyendo [I11] en [I] obtenemos:
22X +4X +2X 4x =0 =8x2 +2x =0 =>x =0 v X =— %
m Si x =0 entonces, de la ecuacidn [111] obtenemos que y = 0.
Por lo tanto, el par (0,0) es un punto critico.

mSi X =- le entonces, de la ecuacion [l1] resultaque y =— 1.
1 -
Luego, (_Z ,—1] es un punto critico.

En consecuencia, los pares (O ,O) y (—% ,—1] son puntos criticos.

Clasificacion de los Puntos Criticos

Aplicamos el Teorema 1.49. Primeramente calculamos la matriz Jacobiana Df (x Y )

En este caso,

{fl(x,y):—Zx +Y 42Xy
fo(x,y)=4x-y

Luego
oy oy
0 —2+2y 1+2
Df(x,y)= X 8y= +2y 1+2x
oy oMy 4 -1
ox oy

Para el punto critico (0,0):

Calculamos los autovalores de

Df (o,o):(;2 _11j

Por la Proposicién 1.20, considerando A = Df (0,0), la ecuacion caracteristica es
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3+17
2

2% 2. Tr(A)+det (A)=0 = 2% +31-2=0 = 1 =—

Por lo tanto, los autovalores son

3417 3-\17
2 2

M A =

Por el inciso 2) del Teorema 1.49, deducimos que (0,0)es inestable. Ademas, de la

Tabla 1.5, como 4 >0 A A, <0, resulta que ademas es un punto silla.

Para el punto critico (—% ,—1):

Calculamos los autovalores de

Nuevamente, por la Proposicion 1.20, considerando A = Df (—%,—1), la ecuacion

caracteristica es

A% —2.Tr(A)+det (A)=0 =A% +52+2 =0 = A =—

5+17
2

Por lo tanto, los autovalores son

-5 +417 P -5 —J17
2 72 2
Por el inciso 1) del Teorema 1.49, como los autovalores son negativos, concluimos que

A

(_417 ,—1) es asintoticamente estable.

1.7 Aplicaciones del estudio cualitativo de sistemas de ecuaciones
diferenciales

Aplicaciones ecoldgicas: depredadores y presas

Una de las aplicaciones importantes de la Teoria Cualitativa de Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales es la referente a las interacciones entre dos 0 mas poblaciones bioldgicas
que ocupan el mismo habitat. Por ejemplo, consideremos un sistema depredador —presa
en que intervienen dos especies. Una especie, los depredadores, se alimenta de la otra
especie, la presa, que a su vez se nutre de un tercer alimento ampliamente disponible en
ese ambiente. Un ejemplo de este tipo de sistema es una poblacién de zorros y conejos
en un bosque. Los zorros (depredadores) devoran a los conejos (presa), en tanto que los
conejos comen cierta vegetacion del bosque. EI modelo matematico clasico para un
sistema depredador-presa fue ideado en los afios 20 por el matemaético italiano Vito
Volterra (1860-1940). Para describir tal modelo, denotemos el numero de presas en el

tiempo t como x (t), y el nimero de depredadores como y (t). El siguiente Ejemplo

muestra como podemos prever el comportamiento del modelo sin hallar explicitamente
su solucion.
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Ejemplo 1.52

Un modelo de sistema depredador-presa queda descripto mediante el siguiente sistema
autébnomo no lineal:

{x' =x2-2x —X y
y'=y%-4y+xy
Donde

x (t): Cantidad de presas en el instante t.

y (t): Cantidad de depredadores en el instante t.

1) Hallar y clasificar los puntos criticos del sistema.

2) Dibuje el Diagrama de Fase para analizar cualitativamente como evoluciona cada
especie a lo largo del tiempo.

Solucion

1) Célculo de los Puntos Criticos

Resolvemos el sistema algebraico

{xz—Zx—xy:O [1]

y2—4y +x y =0 [11]

De la ecuacion [1] resulta
X2 -2x-xy=0 =x (x-2-y)=0 =>x=0v(x-2-y=0) =>x=0vy=x-2
m Si x =0 entonces, sustituyendo en la ecuacion [I1] obtenemos
y2 4y =0 =y(y-4)=0=>y=0 vy=4
Por lo tanto, los pares (0,0) y (0,4 ) son puntos criticos.

m Si y =X —2 entonces, reemplazando esta expresion en la ecuacién [11] resulta

10 ++/100 —96 N

4

(x=2)° =4 (x =2)+x (x-2)=0=2x2-10x +12 =0 =X =
2

+
10+ =X =3 v Xx=2

En consecuencia, los pares (3,1) y (2,0 ) son puntos criticos.

Clasificacion de los Puntos Criticos

Aplicamos el Teorema 1.49. Para ello calculamos la matriz Jacobiana Df (x ,y). En

este caso,

{fl(x,y):xz—Zx—x y
fz(x,y):y2—4y +X Y

Luego
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Df (x,y)= o

Para el punto critico (3 ,1):
Calculamos los autovalores de

Df (3,1):(:13 _13]

Por la Proposicion 1.20, considerando A = Df (0,0), la ecuacion caracteristica es

4 +/8i

2

A% —2.Tr(A)+det (A)=0 = 2% —41+6 =0 = 1=

Por lo tanto, los autovalores son

=242, 2y =2 -2i
Por el inciso 2) del Teorema 1.49, como los autovalores tienen parte real positiva,
deducimos que (3 ,1) es inestable. Ademas, de la Tabla 1.5, resulta que ademas es un
foco o espiral inestable.
Para los demas puntos criticos el analisis es similar. La clasificacion de todos ellos
figura en la siguiente tabla:

Punto critico Clasificacion
(0 ,0) Nodo asintoticamente estable
(0,4) Punto silla inestable
(2,0) Punto silla inestable
(3,1) Foco o espiral inestable.

2) Para dibujar el Diagrama de Fase, ejecutamos el siguiente comando del software
Wolfram Mathematica:

StreamPlot [{ X2 -2X =Xy, y2 -4y +xy },{x,O,8},{y,0,8},StreamPoints —>26}

El Diagrama de Fase obtenido se muestra en la siguiente figura:
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Figura 1.6: Diagrama de Fase del sistema depredador-presa.

Para estudiar cualitativamente como evoluciona cada especie, consideremos un estado
inicial del sistema, que llamaremos (xO Yo ).Analizaremos los siguientes casos:

1) Si (x0 Yo )es un punto critico, entonces la solucién del sistema autbnomo es
{x (t)=xg ot
y (t)=Yo
Esto significa que ambas especies coexisten en régimen permanente, con poblaciones
estables x, e y, respectivamente.
Sin embargo, al ser estos puntos criticos inestables, una pequefia variacion en el estado
inicial del sistema provocara que las soluciones no estén proximas a (x0 Yo )

El caso (Xq,Yq)=(0,0)indicara que ambas especies se extinguiran simultdneamente.

2) Si (Xg.,yo)yace en la Region I, la cantidad y (t)de depredadores crecera

indefinidamente, en tanto que la cantidad x (t)de presas crece inicialmente para luego

decrecer y estabilizarse en un determinado valor. Ello se debe a que las curvas solucion
en dicha region tienden a girar hacia la izquierda y, medida que transcurre el tiempo, se
tornan aproximadamente paralelas al eje de ordenadas. EI hecho que los depredadores
crezcan sin cota alguna y que las presas tiendan a estabilizarse puede justificarse bajo el
argumento de que las presas tienen una tasa de reproduccion considerablemente mayor
que la de los depredadores. De este modo, los depredadores tienen suficiente alimento
para subsistir y reproducirse.

3) Si (x0 Yo )se encuentra en la Region 11, ambas poblaciones se extinguiran. Ello se

debe a que si (x (t),x(t )) es una curva solucién que pasa por (Xq,Yq ), entonces
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lim (x (t).y (£))=(0 0)

t >0
Este hecho se justifica debido a que (0 ,0 )es un nodo asintéticamente estable.

Como podemos comprobar en este Ejemplo, el estudio cualitativo de un sistema de
ecuaciones diferenciales auténomo brinda informacion muy significativa acerca del
comportamiento de las soluciones, sin necesidad de hallarlas explicitamente.

Aplicaciones a la Meteorologia: El atractor de Lorenz

El famoso Sistema de Lorenz, ideado en 1963, esta dado por

X'(t)=o(y -x)

y'(t)=px-y-xz

z'(t)=xy-pBz
Con o, p, >0 . Como mencionamos en la Introduccion, este modelo fue disefiado por
Lorenz con el fin de pronosticar el estado del tiempo.
En este caso, x (t),y (t) y z (t) representan, respectivamente, la temperatura, presion
y humedad existente en una determinada porcién de atmosfera y en un instante t. Estos
pardmetros, como también la radiacion infrarroja, la velocidad y direccion del viento,

son factores que intervienen en el clima de la atmosfera. Si resolvemos el sistema de
ecuaciones

o(y -x)=0
pX—-y-Xxz=0
Xy-pz=0

Obtenemos los siguientes puntos criticos del sistema:

(0,0,0), (ﬂ\fp—l,ﬁ\/p—l,p—l) , (—ﬁm,—ﬂm,p—l)

Para clasificarlos, aplicaremos el Teorema 1.49. En este caso,

fa(x,y.z2)=0(y —x)
fo(x,y.z2)=px-y-xz
fa(x,y.z)=xy-fz

Luego
o, ofy ofy
ox oy oz o o 0
Df (x,y,z)= oty ofy ofy =l-z+p -1 —Xx
oXx oy oz y X —p
oy ofz 3
ox oy oz

Tomaremos, segun Lorenz, los siguientes valores de los parametros:

8

=10, p=28 , f==

3
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Clasificacion del punto critico (0,0,0):

Calculamos los autovalores de

-0 o O -10 10 O

Df (0,00)=| p -1 0 |=| 28 -1 O
0 0 4 0o o0 -2

3

Para ello resolvemos la ecuacion det(Df (O ,0,0)—/l.l):O, y obtenemos los

siguientes autovalores:

-11-+/1201 p) ~11++/1201 8
=, 2 =
2

1/1:__
2 3773

Por el inciso 2) del Teorema 1.49, como un autovalor es positivo, resulta que (O ,0,0)

A

es un punto critico inestable.
Para los demaés puntos criticos el andlisis es similar. Su clasificacion esta volcada en la
siguiente tabla:

Punto critico Autovalores de Clasificacion
(X0.Y0.20) Df (Xg.Y0.20)
(o 0 o) -11-+1201 —11+1201 8 inestable
v A= A = A3 =
2 2 3
X =0.88 +15.72i, A, =0.88 —15.72i , Ax =—15.43 inestable
(B_Jﬁ,‘iﬁ,mj : ? °
3 3
A =0.88 +15.72i, A, =0.88 —15.72i , 1, =-15.43 inestable
(_%J?,_%ﬁ,n] : ? 3

Lorenz probo hallar una solucion numérica del sistema con la ayuda de un ordenador y
considerando las condiciones iniciales:

x(0)=-8,y(0)=8,z(0)=27
En nuestro caso, hallaremos la solucion numérica utilizando el siguiente comando de
Wolfram Mathematica:

Lorenz=NDSolve [{x'[t]==-10x[t]+10y[t],y [t]==-x[t]z[t]+28 Xx[t]
—y[t] Z [t]==x[t]y[t]-8B8z[t] , x[0]==-8,y[0]==8,z[0]== 27},
{x,y,z}{t,0,50}]

Para representar graficamente la curva solucion, ejecutamos el siguiente comando:

ParametricPlot3D [ {x[t],y[t], z[t]}/ . Lorenz, {t,0,50}]
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Figura 1.7: Grafica de una curva solucién de las Ecuaciones de Lorenz.

La curva solucion se visualiza mejor si se la proyecta sobre uno de los planos
coordenados, por ejemplo, en el plano x z. Esto se logra ejecutando el comando:

ParametricPlot [{x[t], z[t]}/ . Lorenz, {t,0,50}]

(3]

Figura 1.8: Proyeccion de la curva solucidn de la Figura 1.7 sobre el plano x z.

Observamos que la curva solucién sufre alternadamente un numero de oscilaciones
aleatorias a la derecha, seguida de un numero de oscilaciones aleatorias hacia la
izquierda. Debido al origen meteorologico de las Ecuaciones de Lorenz, podemos
pensar que se produciran alternadamente un nimero aleatorio de dias despejados,
seguidos de un nimero aleatorio de dias lluviosos.

Lorenz detectdé que si se consideran dos atmoésferas con estados iniciales
extremadamente proximos (una variacion en la cuarta cifra decimal) se genera una
desviacion importante de las soluciones en un tiempo no muy grande. Lorenz comparo
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metaforicamente este fenomeno afirmando: “El aleteo de una mariposa en Brasil es
capaz de provocar un tornado en Texas”.

Lo que resulta muy interesante es que, si se parte de un gran nimero de atmosferas
virtuales y se dibujan las curvas solucion, se ve que todas ellas se acumulan sobre una
forma muy parecida a la de una mariposa. Este conjunto parece “atraer” a las soluciones
y por esta razon se lo llama “el extrafio atractor de Lorenz”. La estructura detallada de
este conjunto aun no se ha comprendido por completo.

En los Capitulos siguientes no solo analizaremos cualitativamente los modelos
matematicos que describen el movimiento de un péndulo simple y doble, sino que
mostraremos ademas cémo se construyen dichos modelos, los cuales quedaran
expresados en términos de ecuaciones diferenciales.
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Capitulo 2
Nociones de Fisica

En este capitulo expondremos los conceptos teoricos de la Fisica que precisaremos para
desarrollar este trabajo. Explicaremos las nociones basicas de la Mecénica Lagrangiana
y la aplicaremos para construir el modelo matematico que describira el movimiento de
un péndulo simple sometido a la fuerza de rozamiento del aire.

2.1 Estudio del movimiento de una particula

En ocasiones nos interesa observar el movimiento de un cuerpo de manera global, sin
tener en cuenta los detalles internos a su movimiento. Por ejemplo:

m El movimiento de un automdvil sin tener en cuenta el giro de sus ruedas.
m El vuelo de un avion sin importarnos el movimiento de sus alas.
m EI movimiento de un planeta sin contemplar su rotacion.

En estos casos consideraremos al cuerpo como si fuera una particula. Su definicion es
la siguiente:

Definicion 2.1: Particula o cuerpo puntual

Un cuerpo es considerado una particula o cuerpo puntual, lo que equivale a
visualizarlo como si ocupase un punto en el espacio, cuando nos interesa su
movimiento globalmente, sin tener en cuenta los detalles internos a su movimiento. O
cuando esta tan distante que no podemos apreciar esos detalles.

Como describir el movimiento de una particula en el plano

Una particula se mueve si la vemos cambiar de lugar, es decir, si ocupa distintas
posiciones en distintos instantes. Luego, la idea de movimiento relaciona los conceptos
de espacio y tiempo.

En este trabajo de tesis supondremos que el cuerpo puntual se desplaza en un plano.
Para describir su movimiento necesitamos en primer lugar incorporar un sistema de ejes
coordenados. De este modo, su movimiento quedara completamente descripto mediante
tres magnitudes vectoriales:

m Posicion

m Velocidad

m Aceleracion

Veamos que significan estas magnitudes.
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Definicion 2.2: Vector posicion de una particula
Sea | un intervalo de la recta real. El vector posicion de una particula es una funcién
vectorial derivable r : | = R — R?, definida por

r(t)=(x(t).y (t))
Que asigna, a cada instante “t”, la posicién donde se encuentra la particula en dicho
instante.

El vector posicion se lo representa graficamente mediante un vector con origen en el
origen de coordenadas y extremo en el punto (x (t).y(t ))

Definicion 2.3: Trayectoria de una particula

Es la curva que describe la particula al desplazarse. Es decir, si F(t )= (x (t),y(t ))

es el vector posicion de una particula entonces su trayectoria es la siguiente curva C:

C={(x(t)y()/tel}

Definicion 2.4: Velocidad de una particula

La velocidad v (t) de una particula es la derivada de su vector posicion. Es decir,
v(E)=r(t)=(x"(t).y" (1))

El vector velocidad mide las variaciones de la posicion de la particula con respecto al
tiempo. Se lo representa graficamente mediante un vector con origen en el punto

(x (t),y(t )) Es siempre un vector tangente a la trayectoria en dicho punto y su

sentido es el mismo que el del movimiento.

Definicién 2.5: Rapidez de una particula

La rapidez de una particula es el modulo de su vector velocidad. Es decir,

IV (t) [=(x ) +(v' )

Definicion 2.6: aceleracion de una particula

La velocidad 5(t) de una particula es la derivada de su vector velocidad. Es decir,

a(t)=v(t)=r"(t)=(x"(t).y" (t))

El vector aceleracion mide las variaciones de la velocidad de la particula con respecto al

tiempo. Se lo representa graficamente mediante un vector con origen en el punto
(x (t),y(t )) Puede ser nulo, tangente o apuntando hacia el centro de curvatura de la

trayectoria.
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Ejemplo 2.7

La posicion de una particula que se mueve en el plano queda determinada por la funcion
posicion r (t)=(sen(t),sen(2t)) .t [0,27].

1) Calcular la posicion y la velocidad de la particula en el instante t = %

2) Representar graficamente la trayectoria que sigue la particula, su posicion y
velocidad en el instante t = %

3) ¢Con qué rapidez se mueve la particula en ese instante?

Solucion

1)
Posicion de la particula: r (t)=(sen (t),sen (2t))
v

Velocidad de la particula: v (t)= r' (t)=(cos (t),2cos (2t))
Por lo tanto

Posicion de la particula en el instante t = %: F(%) = [g ,1}

Velocidad de la particula en el instante t = % v (fj =r (f) ) [g ,O]

2) Para representar graficamente la trayectoria de la particula, escribimos el siguiente
comando de Wolfram Mathematica:

ParametricPlot [{Sin[t],Sin[Zt] b {t.0,27 }J
Su gréfica, junto con los vectores posicion y velocidad se muestran a continuacion:

u
+
ri(m/4)

¥ (n/4)

3) La rapidez con que se mueve la particula en el instante t :g es

5 o
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2.2 Energia cinética, potencial y mecanica

En esta seccion introduciremos los conceptos de Energia Cinética y Potencial, los cuales
utilizaremos en el planteo de las Ecuaciones de Lagrange.

En Fisica, la Energia Cinética de un cuerpo es aquella energia que posee debido a su
movimiento. Su definicion es la siguiente:

Definicion 2.8: Energia cinética

La Energia cinética de un cuerpo es

1
=m v

Donde
m: masa del cuerpo

v (t): velocidad del cuerpo en el instante t.

Por otro lado, la Energia Potencial Gravitatoria es le energia que tienen los cuerpos por
el hecho de poseer masa y estar situados a una determinada altura sobre la superficie de
la Tierra. Se la define matematicamente del siguiente modo:

Definicion 2.9: Energia potencial gravitatoria
La Energia potencial gravitatoria de un cuerpo es

V. =m.g.h
Donde

m: masa del cuerpo
g : aceleracion de la gravedad, cuyo valor es 9.8 m/seg?

h: altura del cuerpo sobre la superficie terrestre.

De la suma de ambas energias surge la Energia Mecanica:

Definicion 2.10: Energia mecénica

La Energia mecénica de un cuerpo es
E=T+V

Donde

T: es la Energia cinética

V: es la Energia potencial

2.3 Fuerzas conservativas y no conservativas

En Fisica, una Fuerza es una magnitud vectorial que es capaz de modificar la velocidad
0 el estado de reposo de un cuerpo. Se dice que una Fuerza realiza un Trabajo si logra
mover un objeto a lo largo de una curva C. Matematicamente el trabajo realizado por
una fuerza F para mover un cuerpo desde un punto a otro de una curva C, viene dado
por la siguiente formula:
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W =[F(a(t)). o (t) dt

Donde a(t):(x (t),y(t )) es una parametrizacion de la curva C, para valores de t

entreayb.
C
s Fla)
a(7)
C
afa)
alb)

Figura 2.1: Representacion de una fuerza F actuando sobre un cuerpo que se mueve sobre una curva C.

En Mecanica Clasica, resulta Gtil clasificar a las fuerzas en dos tipos:

m Fuerzas conservativas
m Fuerzas no conservativas

Una fuerza es conservativa cuando el trabajo realizado por ella a lo largo de cualquier
curva cerrada es cero. Recibe este nombre porque conserva constante la Energia
Mecénica del cuerpo sobre el cual actua.

Asimismo, diremos gque una fuerza es no conservativa si existe una curva cerrada en la
que el trabajo realizado por esa fuerza a lo largo de dicha curva es distinto de cero.

Ejemplo 2.11

Una curva C esta parametrizada por a(t):(tz,t3—9t),con t €[-3,3]. Sobre el

plano actla una fuerza F (x,y )=(-y,x).

1) Probar que la curva C es cerrada.

2) Dibujar la curva C.

3) Calcular el trabajo realizado por la fuerza F para mover una particula a lo largo de
toda la curva C.

4) ¢Es F una fuerza conservativa?

Solucion

1) Como «(-3)=a(3)=(9,0)entonces el extremo y el origen de C coinciden. Luego,

concluimos que la curva C es cerrada.

2) Para dibujar la curva C, ejecutamos el comando

ParametricPlot [{ t2 139t }{ t,—3,3 }}

Obtenemos el siguiente grafico:



3) En este caso, a= -3, b =3. Luego
b 3 3
W =[F(a(t)). @ (t) d= [ F(t*,t°-0t). (2t3t7-9)= [ (-t*+9t,t?). (2t3t>-9)=
a -3 -3
2 : 1296
= j(—2t4+18t2+3t4—9t2)dt = j(9t2+t4)dt =2
-3 _ 5
Por lo tanto el trabajo realizado por la fuerza F para mover la particula a lo largo de C
es
1296
5

4) La fuerza F no es conservativa pues, por el inciso 3), el trabajo realizado por dicha
fuerza para mover la particula a lo largo de la curva cerrada C es distinto de cero.

W

2.4 Fuerzas con las que trabajaremos

En este trabajo, cuando analicemos el movimiento del péndulo, trabajaremos con las
siguientes fuerzas:

m La Fuerza Peso
m La Fuerza de Tensién
m La Fuerza de rozamiento del aire

Explicaremos brevemente cada una de ellas.

m Fuerza Peso (P): Es la fuerza con que la Tierra atrae a un cuerpo. Actla siempre

perpendicular a la superficie terrestre. Es una fuerza conservativa. Si el cuerpo se
encuentra proximo a la superficie de la Tierra, el modulo de la fuerza Peso es

‘5‘:m g
Donde

m: Masa del cuerpo
g : Aceleracion de la gravedad, cuyo valor es 9.8 m/seg®
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m Fuerza de Tension (f): Es la fuerza que es ejercida mediante la accién de un cable,

hilo, cuerda u otro objeto sélido similar. Para el caso del péndulo, la tension ejercida por
el hilo es una fuerza conservativa.

m Fuerza de rozamiento del aire (FZ) Es la fuerza que sufre un cuerpo al moverse en

el aire. Es una fuerza no conservativa y provoca que parte de la Energia Mecénica se
transforme en Energia Calorifica. Si un cuerpo se mueve a una rapidez moderada, se
prueba experimentalmente que la fuerza de rozamiento del aire es proporcional y de
sentido contrario a su vector velocidad. Es decir

Fa=—k .v(t)
Donde
v (t): velocidad del cuerpo en el instante t

k : constante de rozamiento. Tiene la siguiente formula:
_p-A.O
2

k

En este caso,

p : Densidad del aire. Aunque varia con la altura, se utilizara su valor a nivel del mar,
es decir, 1.29 kg/ m°.

A: Area del cuerpo expuesta al aire.

o : Coeficiente de arrastre, que depende de la forma del cuerpo.

El coeficiente de arrastre 6 es un nimero adimensional que mide cuénta resistencia
ofrece el cuerpo cuando éste se mueve en el aire. Cuanto menor sea 3, el objeto serd
mas aerodinamico, es decir, se movera mas rapido por el aire. En la siguiente tabla se
proporcionan los coeficientes de arrastre de algunos objetos:

Forma del objeto Valor aproximado de &
Disco circular 1.2
Esfera 0.4
Avion 0.06
Caja rectangular 0.9
Cuerpo humano 0.8

Cuando un cuerpo se mueve s6lo bajo la accién de fuerzas conservativas, es posible
hallar su velocidad segun la altura en la que se encuentra, si se conoce su velocidad y
altura en un determinado momento. El siguiente Ejemplo aplica este resultado.

Ejemplo 2.12

Desde una ventana que esta a 15 m. de altura, se lanza hacia abajo una pelota de 0.5 kg.
Con una rapidez inicial \ v(0) \: 20 m/seg. Sobre la pelota sélo actua la fuerza Peso.

Calcular:
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1) Su Energia Mecanica.
2) La rapidez con que llegard al piso.

Solucidén

1) Como la fuerza Peso es la Unica fuerza que actua sobre la
pelota y ademas es conservativa, la Energia Mecéanica se
conserva. Calculamos dicha Energia en el instante en que se

15m

lanza la pelota. Entonces

E=T+V :%m [v(©) [ +m.g.h =%0.5 120 +(05). (9.8). (15)=1735 k92 m?
seg

2) Sea v la rapidez de la pelota cuando llega al piso. En este caso, la altura h de la pelota
es igual a cero. Por lo tanto

2(173.5) =26.34i

E-Llmy? +m.g.h _Losv2i0 =1735=205v2 v =
2 2 2 seg

Luego, la pelota llega al piso con una rapidez de 26.34 %.

2.5 La Mecénica Lagrangiana

La Mecéanica Lagrangiana es una reformulacion de la Mecanica Newtoniana o
Mecénica Clésica. Fue introducida por Joseph Louis Lagrange en 1788. Es mas flexible
y a menudo mas Util para resolver problemas, ya que simplifica considerablemente el
modelado de ciertos sistemas fisicos. Por ejemplo, en la Mecéanica Clasica, si
quisiéramos hallar las ecuaciones de movimiento de una particula que se mueve en el
plano, es necesario conocer todas las fuerzas que acttan sobre dicha particula para luego
aplicar La Segunda Ley de Newton:
k
)3

i=1

F(t)=m.a(t)
Donde

FT(t): Fuerza que actiia sobre la particula, i =1, 2,..., k.
m : Masa de la particula.

a(t)=(x"(t),y" (t)): Aceleracion de la particula.

De este modo, quedaria planteado un sistema de ecuaciones diferenciales en las
incognitas x (t) ey (t), las cuales determinaran la posicién de la particula en cada

instante.

En cambio, en la Mecénica Lagrangiana, para encontrar las ecuaciones de movimiento
de una particula, sélo se precisa calcular las Energias Cinética y Potencial, junto con las
eventuales fuerzas no conservativas que actlan sobre la particula. Esto simplifica
considerablemente los célculos. Mas especificamente, si se tiene un sistema formado
por N particulas, para hallar la posicion de las mismas en cualquier instante, se
construye primeramente el Lagrangiano, el cual queda definido del siguiente modo:
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Definicion 2.13: El Lagrangiano

Dado un sistema formado por N particulas de masa m;,m, ,...,my , el Lagrangiano
del sistema es

L(ql 1q2 !---lqn 1q1 ’q2 ,...,qn 'tjo -V

Donde
ds.95,...0, son las variables independientes o coordenadas generalizadas.

q.j :g—t[qj],j=1,2,...,n

n es la cantidad de variables independientes o grados de libertad.
T es la suma de las Energias cinéticas de las particulas que componen el sistema:
1 2 1 2 1 2
2 2 2
V es la suma de las Energias potenciales de las particulas que componen el sistema.

Cabe mencionar que las coordenadas generalizadas ¢;,q5,...,d,, son funciones que

dependen del tiempo t.

Para hallar las posiciones de las N particulas, se plantea un sistema de ecuaciones
diferenciales, conocido como Las Ecuaciones de Euler-Lagrange. Su formulacion esta
dada en el siguiente Teorema.

Teorema 2.14: Ecuaciones de Euler-Lagrange para fuerzas conservativas

Sea un sistema formado por N particulas, con Lagrangiano

L(Ql q25-0n 01,9250 ,t]:T -V

Si sobre las particulas s6lo actian fuerzas conservativas, entonces se verifica el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en las incognitas q; ,0, ,...,dp,

((jjt aL’ —j—Lzo para j=1,2, ...,n
o9 9j

Demostracion

Véase Referencia [9] m

Las Ecuaciones de Euler-Lagrange también pueden plantearse si sobre un sistema
acttan fuerzas no conservativas. El siguiente Teorema indica como quedan expresadas
dichas ecuaciones.
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Teorema 2.15: Ecuaciones de Euler-Lagrange para fuerzas no conservativas

Sea un sistema formado por N particulas, con Lagrangiano

L(ql d2 40,017,902 ,..,4, ,tj: T-V

Si sobre las particulas actuan fuerzas no conservativas, entonces se verifica el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en las incognitas g, .0, ,...,dp,

dloL | o i—_
Wog; | M i3 A
Donde
F. : Suma de todas las fuerzas no conservativas que acttan sobre la i-ésima
particula.

r; : Vector posicion de la i-ésima particula.

Demostracion

Véase Referencia [9] m
2.6 Desarrollo de la ecuacion de movimiento de un péndulo simple

En esta seccion aplicaremos las Ecuaciones de Euler-Lagrange para describir el
movimiento de un péndulo simple. Estudiaremos ademéas su Diagrama de Fase y
haremos una simulacion de su movimiento mediante el software Wolfram Mathematica.

¢ Qué es un péndulo simple?

Un péndulo simple es una particula de masa m suspendida verticalmente mediante un
hilo inextensible de masa despreciable y longitud | .

Si la particula se desplaza un angulo @ (medido en radianes) y luego se la suelta, el péndulo
comienza a oscilar. Por convencion, supondremos que el signo positivo de & ocurre
cuando la masa se ubica del lado derecho de la vertical. El caso contrario se supondra
que @ es negativo.

m

Figura 2.2: Péndulo simple.

Nuestro objetivo consistird en hallar, en cada instante, la posicion de la masa m. Para
ello bastara conocer, en cada instante, cual es el &ngulo 6. Supondremos que el pendulo
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esta sometido a la accion de la fuerza de rozamiento del aire. De este modo, las fuerzas
que actuan sobre la masa m se muestran en el siguiente gréfico:

Figura 2.3: Fuerzas que actdan en un péndulo simple.

Donde

P : Fuerza Peso.

T : Tension del hilo.

F, : Fuerza de rozamiento del aire.

En la siguiente Proposicion mostraremos cual es la ecuacion diferencial que permitira
determinar el valor, en cada instante, del angulo de desplazamiento 6.

Proposicion 2.16: Ecuacion de movimiento de un péndulo simple

Sea un péndulo de masa m, suspendida de un hilo de longitud I. Supongamos que el
péndulo esta sometido a la accion de la fuerza de rozamiento del aire

Fo=—k .v(t)
Donde
k: Constante de rozamiento.
\7(t ): Velocidad de la masa m en el instante t.

Entonces el angulo de desplazamiento @ satisface la ecuacion diferencial no lineal
de segundo orden

0" (t)+?—sen (9(t))+%9' (t)=0

Demostracion

Para hallar la ecuacién diferencial que determina el angulo de desplazamiento &,
aplicaremos las Ecuaciones de Euler-Lagrange. Para ello hallaremos primero el
Lagrangiano.
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Céalculo del Lagrangiano

Como nuestra incognita es el angulo de desplazamiento @, el Lagrangiano tendra una
sola variable independiente. Ademas, el péndulo simple es un sistema compuesto por
una sola particula de masa m. De este modo, segun la Definicién 2.13, tenemos que

N =1
n=1
qp =6
Por lo tanto,
L(@,é,t]:T Y 0

Para hallar T y V, fijaremos un sistema de coordenadas segun se indica en la siguiente
figura:

Célculode T

Como el vector posicion de la masa m es

r(t)=(x(t),y(t))=(1 sen(8),~ I cos(9))

Entonces, aplicando la Definicién 2.4 y la Regla de la Cadena obtenemos

J(t)zF(t):(x'(t),y'(t))z(l cos (6) 6.1 sen (6) éj

Teniendo en cuenta las Definiciones 2.5y 2.8 resulta

(I cos (6) 6,1 sen (8) éj

_%m[@ cos (6) éjz {I sen (0) éﬂ’%m 'Z(éT

Por lo tanto
2
T:%mIZ[QJ [11]

2

1 2 1
T =5 m ‘v(t)‘ =>m =

Célculo de V

De la Definicion 2.9 tenemos que
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V =m.gh=m.g.y(t)=m.g. (-l cos(6))=-m.g.l.cos(6)
Por lo tanto
V =-m.g.l.cos (6) [111]

Reemplazando [I1] y [I11] en [I] obtenemos

L[H,H,tj:%m 12 6>+m.g.l .cos (6)

Calculo de las Ecuaciones de Euler-Lagrange

Como la fuerza de rozamiento del aire es una fuerza no conservativa, aplicaremos la
Ecuacion de Euler-Lagrange que indica el Teorema 2.15. En este caso, Yy teniendo en
cuentaque N=n=1yque g, =8, resulta

j—t!a—L.]—%—E gas V)
06
Donde

L =%m 12 6>+m.g.l .cos (6)

Fo=—k .v(t)=—k .(I cos (6) 0,1 sen () QJ

r=(1sen(#),— 1 cos(0))

Entonces

didbit_din2 glem g Isen(6)=m |2 g+m g I sen ()
dt aé 06 dt

Luego
d—{i}izm 12 9+m g Isen(6) V]
dt g 00
00
Por otro lado
F, . %:—k (I cos () 0,1 sen () 0} . (I cos(9), I sen(9))=
=—k[|2 cosz(e)é + 12 senz(e) é}z—k |2 0
En consecuencia

E.9 o kizo V1]

Sustituyendo [V] y [VI] en [IVV] tenemos
mi12 6 +m g Isen(6)=—k 12 6

Dividiendo miembro a miembro la ecuacion anterior por m | 2 resulta
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0+ 3 sen(0)=— k 2]
| m
En consecuencia

.9.+ ?—sen(9)+ k é:O ™

m
Observacion 2.17

En esta Ultima Proposicion podemos comprobar que, para hallar la ecuacion de
movimiento de un péndulo simple, es mas facil emplear la Mecanica Lagrangiana que la
Newtoniana. Efectivamente, si quisiéramos aplicar la Mecanica Newtoniana,
deberiamos realizar el Diagrama de Cuerpo Libre de la masa m a fin de analizar todas
fuerzas que actuan sobre ella, para luego aplicar la Segunda Ley de Newton. Con la
Mecanica Lagrangiana estos pasos se prescinden.

Por otro lado, en la Proposicion 2.16, la ecuacion diferencial planteada también
contempla el caso en que se desprecia la fuerza de rozamiento del aire, si se toma la
constante k = 0.

Diagrama de Fase del péndulo simple: estudio cualitativo

Para hallar el Diagrama de Fase del péndulo simple, llevaremos la ecuacion de
movimiento del péndulo obtenida en la Proposicion 2.16 :

A (t)+?—sen(9(t))+%9 (t)=0 [1

A un sistema auténomo de primer orden. Entonces, si definimos

X=0
y =6

La ecuacion [1] es equivalente al sistema autonomo no lineal

X'=y
k
y'=-— ?—sen (x)—ay
Célculo de los Puntos Criticos
Resolvemos el sistema algebraico
y =0 y =0 y =0 y =0
- ?—sen(x)—%y =0 - ?—sen(x)zo = {sen(x)zo - {x =m 7, conmeZ

Teniendo en cuenta que x =¢ y considerando que 8 e [—7:7[] resulta que los puntos
criticos son:

(0,0), (7.0) . (-7.0).

Clasificacion de los Puntos Criticos

Aplicamos el Teorema 1.49. Primeramente calculamos la matriz Jacobiana Df (x Y )
En este caso,
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Luego
of of
6—)(1 Wl 0 1
Df (x,y)= o 7|8 B
oAy Oy | | —yeos(x) —-
ox oy
Para el punto critico (0,0):
Calculamos los autovalores de
0 1
Df (0,0)= g K
T om

Por la Proposicién 1.20, tomando A =Df (0,0), la ecuacion caracteristica es

22 —A.Tr(A)+det (A)=0 — 42 +%/1+?—:0 =A1=

2
Por lo tanto, los autovalores son
K, (kf 4k (kf 49
m m I m m I
M= , Ay =
1 2 2 2
Consideremos los siguientes casos:
(k) 49 -
1) Si (Fj -1 >0 entonces se prueba facilmente que 4 <0 A A, <0.

2
2) Si [Lj —4I—g <0 entonces 4 , 4, € Cy verifican que Re (4 )<0 ARe(4, )<0
m

Luego, por el inciso 1) del Teorema 1.49, deducimos que (0,0)es asintoticamente

estable.

Para el punto critico(7,0):

Calculamos los autovalores de

Nuevamente, por la Proposicion 1.20, considerando A =Df (72',0), la ecuacién
caracteristica es

22— 2. Tr(A)+det (A)=0 :z%%z—?—:o = A= >
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Por lo tanto, los autovalores son

2 2
L (kj 49 ko (kj 49
m m I . m m I
2 ' 2
Por el inciso 2) del Teorema 1.49, como 4; >0, concluimos que (,0) es inestable.

M=

Para el punto critico(—7,0):

Como Df (z,0)=Df (-x,0), concluimos que (—,0 )es también inestable.

El siguiente grafico muestra el Diagrama de Fase del péndulo simple, para el caso en

que k =0.04,g=98m/ segz,m =0.05kg, | =1m. Debido a que el valor de la
constante k es pequefio, la fuerza de rozamiento del aire no es tan fuerte.

\
N> >~
N N AR =

N "~/ /)
RN\ a7\
SR AN\ \{\\; TN

Figura 2.4: Diagrama de Fase del péndulo simple.

En el Diagrama comprobamos que (0,0) es un foco o punto espiral, mientras que
(7,0) y (-,0)son puntos silla.
Como

X =6
y =0
Entonces

X >0 = # >0 = lamasa del péndulo esta del lado derecho de la vertical.
X <0 = 6 <0 = lamasa del péndulo esta del lado izquierdo de la vertical.

y >0 = &' >0 =el angulo 4 crece.
y <0 = 6' <0 =el angulo 6 decrece.
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El siguiente grafico ayudard a comprender, al observar el Diagrama de Fase, en qué
posicion esta ubicada la masa de péndulo y hacia donde se esta moviendo.

4y=0"

|
|
¢

Figura 2.5: Posicion y direccion de movimiento del péndulo segiin cada cuadrante del Plano de Fase.

Consideremos ahora un estado inicial del sistema, que llamaremos (Xq,yo). Si

Xoe{— ?Tn %n} y si (x (t),x(t)) es una curva soluciéon que pasa por

(Xg .Y )entonces, al observar el Diagrama de Fase, vemos que
lim (% (£).y (£))=(0.0) [
t—o0

Analiticamente este hecho se justifica debido a que (O ,O)es un nodo asintoticamente

estable.
De la ecuacion [11] resulta que

lim (6(t).6° (£))=(0.0)

Con lo cual o
lim 6(t)=0
“E?e'a):o [11]
Como o
v (t)=(1 cos(0(t)) & (t).I sen(6(t))& (t))
Entonces

V) [=ter )|

Por lo tanto, aplicando la segunda ecuacion de [111] resulta

lim |V (t) [=lim 1]o"(t) |= 1

t—>w t—>w

lim 9'@)‘=|(o):0

t oo

71



Es decir

lim |V (t) |=0 [1IV]

t—ow

Asi, de [111] y [1VV] obtenemos que
lim 6(t)=0

t >

lim |V (t)]=0

t >
De este modo, el péndulo tendera a volver a la posicion de equilibrio (6=0). La
trayectoria en forma de espiral nos indica que el péndulo oscila, pero las oscilaciones se

van amortiguando con el paso del tiempo hasta detenerse (‘\7 ‘=O). Esto era de

esperar, debido a la presencia del rozamiento del aire.

Simulacion del movimiento del péndulo simple

En la siguiente simulacion, disefiada mediante el software Wolfram Mathematica 11.0,
podemos visualizar el movimiento del péndulo simple, junto con la grafica del angulo
de desplazamiento en funcidon del tiempo, como asi también el Diagrama de Fase. Dicha
simulacion contiene los siguientes datos de entrada:

Longitud del péndulo (L), Masa del péndulo (m ), Radio de la masa del péndulo (r),

Angulo inicial de desplazamiento (é)) y la velocidad tangencial inicial (vo) . La

velocidad inicial tangencial se la define como
Vo =% |v(0)|=xL|&(0) |
Se considera que vy >0 si \7(0) apunta en sentido anti horario, mientras que vy <0

Si \7(0) apunta en el sentido de las agujas del reloj. Los datos de entrada se ingresan a

través del siguiente cuadro de dialogo:

Longitud del hilo del péndulo:
L [metros]= 2
Masa del péndulo:
m [kg.]= 0.3
Radio de la masa del péndulo:
r [metros]= 0.2
Angulo inicial de desplazamiento:
6y [radianes]= :—T
Velocidad inicial:

vg [miseg]= | -10
Figura 2.6: Cuadro de didlogo que permite ingresar los datos de entrada.

Se supone que la masa del péndulo es esférica, en cuyo caso su areaes A =4 r r’. La
constante de rozamiento k la obtuvimos aplicando la formula (confrontar pag. 60):
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2
CpA.s (L29). (4707 (04)
2 2
En la siguiente Figura se visualizan los resultados obtenidos al ejecutar la simulacion.

k

Tiempo [ ] (1] (k)

A Flano de Fase

Figura 2.7: Gréficos que aparecen al ejecutar la simulacion del movimiento del péndulo.

Si se quisiera analizar el movimiento del péndulo sin la accion de la fuerza rozamiento
del aire, basta tomar el radio r =0, pues asi la constante de rozamiento k es nula. En
este caso, si se ejecuta la simulacién con los siguientes datos de entrada:

Longitud del hilo del péndulo:

L [metros]= 2
Masa del péndulo:

m [kg.]= 03
Radio de la masa del péndulo:

r [metros]= 1]
Angulo inicial de desplazamiento:

&y [radianes]= z
2
Velocidad inicial:

vp [miseg]= |3

Entonces los graficos obtenidos son los siguientes:

Tiempo EHEHE

Flano de Fase

i \/

Figura 2.8: Graficos que aparecen en caso de no actuar el rozamiento del aire.



El codigo fuente del programa lo mostramos a continuacion.

Cadigo fuente del programa que simula el movimiento de un péndulo simple

Interpretation[{L =2, m=0.2, r = 0.2, Tita0 = Pi/4, vO = 0},
Panel[Grid[{{Style["Longitud del hilo del péndulo:", Bold],

SpanFromLeft}, {"L [metros]=", InputField[Dynamic[L]]},

{Style["Masa del péndulo:", Bold], SpanFromLeft}, {"m [kg.]=",
InputField[Dynamic[m]]}, {Style["Radio de la masa del péndulo:",

Bold], SpanFromLeft}, {"r [metros] =", InputField[Dynamic[r]]} ,

{Style["Angulo inicial de desplazamiento:", Bold],

SpanFromLeft}, {" & [radianes]=", InputField[Dynamic[Tita0]]} ,
{Style["Velocidad inicial:", Bold],

SpanFromLeft}, {"vg [m/seg.]=", InputField[Dynamic[vO]] } } 11,

Manipulate][ k =(1.29) (0.4) 2 Pi r2;

Solu = NDSolve[{Tita"[ tt] + 9.8/L Sin[ Tita [tt] ] + k/m Tita'[ tt ] = = 0, Tita[0] ==
Tita0, Tita'[0] == vO/L}, Tita, {tt, 0, 100}] ;

Grid[{{Show[ Graphics[{RGBColor[0.501961, 0.25098, 0.25098],

Rectangle[{-1.1, -0.12}, {1.1, 0.12}]}] , Graphics[{Thickness[0.007],

Line[{{0,0}, {L Sin[Extract[Tita[t]/. Solu, 1]], -L Cos[Extract[Tita[t] /. Solu,1]]}}1}].
Graphics[{RGBColor[0.807843, 0, 0],

Disk[{L Sin[Extract[Tita[t] /. Solu, 1]], -L Cos[Extract[Tita[t] /. Solu, 1]1}, r]}],
AxesStyle -> Arrowheads[0.06], AxesLabel -> {"x [metros]", "y [metros]"},
Background -> GrayLevel[0.898039], PlotRange -> {{-L-1,L+1} {-L-1,L+1}}],

Plot[Evaluate[Tita[s] /. Solu], {s, 0, t}, PlotRange -> {{0, 70}, {-Pi - 2, Pi + 2}},
AxesLabel -> {"Tiempo [seg]", " H(t ) [radianes]"}, AxesStyle -> Arrowheads[0.06],
PlotStyle -> Red, GridLines -> {{10, 20, 30, 40, 50, 60}, {-Pi, -Pi/2, 0, Pi/2, Pi}},
Ticks -> {{10, 20, 30, 40, 50, 60}, {-Pi, -Pi/2, 0, Pi/2, Pi}}],
ParametricPlot[Evaluate[{Tita[s], Tita'[s]} /. Solu], {s, O, t},

GridLines -> {{-Pi, -Pi/2, 0, Pi/2, Pi}, Automatic},

Ticks -> {{-Pi, -Pi/2, 0, Pi/2, Pi}, Automatic}, PlotLabel -> "Plano de Fase",
PlotRange -> {{-2 Pi, 2 Pi}, {-5, 5}},

AxesLabel -> H(t ) e (t ) "}, PlotStyle -> RGBColor[0.470588, 0, 0.941176],

AxesStyle -> Arrowheads[0.06] ]}}, Frame -> All],
Panel["Movimiento amortiguado de un péndulo simple"], Delimiter,
{{t,0.001, "Tiempo"},0.001, 65, ControlType -> Trigger}] ]
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Capitulo 3
Analisis del péndulo doble

En este capitulo desarrollaremos la publicacién presentada por Julio Pozo y Jonathan
Makuc, citada en la Referencia [1]. Alli se plantea un sistema de ecuaciones
diferenciales que describe el movimiento de un péndulo doble. Aplicaremos las
Ecuaciones de Euler-Lagrange para hallar tal sistema. Primeramente analizaremos la
situacion en la cual el péndulo no esta sometido a la accion de la fuerza de rozamiento
del aire. Luego plantearemos el caso en el que esta fuerza si esta presente. Estudiaremos
también su Diagrama de Fase y haremos una simulacion de su movimiento mediante el
software Wolfram Mathematica. ElI péndulo doble es un ejemplo simple de sistema
fisico que puede exhibir un comportamiento caotico. Es decir, que pequefios cambios en
las condiciones iniciales del sistema puede provocar grandes cambios en la solucion.

¢ Qué es un péndulo doble?

Un péndulo doble consiste en dos péndulos simples. Esta formado por dos particulas de
masa m;y m,, suspendidas verticalmente mediante dos varillas o alambres rectos de
masa despreciable, de longitudes 1; y I, respectivamente.

Si las masas m; y m, se desplazan un angulo 4, y 6, para luego soltarlas, el sistema

comenzara a oscilar. Supondremos que el pendulo se mueve en un plano vertical y que
el signo positivo de los &ngulos ocurre cuando las masas se ubican del lado derecho de
la vertical. El caso contrario los angulos seran negativos.

Figura 3.1: Péndulo doble.

Nuestro objetivo consistira en hallar, en cada instante, la posicion de las masas m; y
m,. Para ello bastara conocer, en cada instante, cuales son los angulos de
desplazamiento 6, y 6, . Supondremos que el péndulo no esta sometido a la accion de

la fuerza de rozamiento del aire. De este modo, las fuerzas que actdan sobre las masas
m;y m, se muestran en el siguiente grafico:
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Figura 3.2: Fuerzas que actdan en un péndulo doble, en ausencia de rozamiento del aire.
Donde
P, ,P, : Fuerzas Peso de las masas m;y m, .

T, .T, : Tensiones de las varillas I,y |, .

Todas estas fuerzas son conservativas. En el siguiente Teorema mostraremos cual es el
sistema de ecuaciones diferenciales que permitira determinar el valor, en cada instante,
de los angulos de desplazamiento &, y 6, .

Teorema 3.1: Ecuacion de movimiento de un péndulo doble sin rozamiento

Sea un péndulo doble de masas m; y m,, suspendidas de dos varillas de longitudes I,
y |, respectivamente. Supongamos que en el pendulo no actua la fuerza de rozamiento
del aire. Entonces los angulos de desplazamiento 6, y 6, verifican el sistema de
ecuaciones diferenciales no lineal de segundo orden

(m,+m,)l, 6,+m, 1, 6,cos (6,—6,)+m, |, 67 sen(6,—6,)+(m,+m,) g sen 6, =0

m, 1, 6,+m, |,  cos(6,-6,)-m, |, & sen(6,—6,)+m, g send, =0

Demostracion

Para hallar el sistema de ecuaciones diferenciales que determine los angulos de
desplazamiento 6, y 6, , aplicaremos las Ecuaciones de Euler-Lagrange. Para ello

calcularemos primero el Lagrangiano.

Céalculo del Lagrangiano

Como nuestras incognitas son los angulos de desplazamiento 6, y 6, , el Lagrangiano

tendré dos variables independientes. Ademas, el péndulo doble es un sistema compuesto
por dos particulas de masas m; y m,. De este modo, segun la Definicion 2.13,

tenemos que
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N =2

n=2
=6
a, =6,

Por lo tanto,

L(@l,ez,él,éz,t]: T-V

[

Para hallar T y V, fijaremos un sistema de coordenadas segun se indica en la siguiente

figura:
y
|
}'I(r)
AL
Célculode T
Como

X1 (t)=ly sen(q)

y1(t)=—1; cos(&)

X, (t)=1y sen(4)+1, sen(6;)

Yo (t)=—11 cos(6)- I, cos(6;)

Entonces los vectores posicion de las masas m; y m, son

1 (1) =k ).y () =1, sen (&)~ 1 cos (4))

2 (t)=(xz(t).y2 (t))=(1y sen(6)+1; sen(6,),~ 1y cos (@)~ I, cos ()

Luego, aplicando la Definicion 2.4 y la Regla de la Cadena obtenemos

=870 = )91 0) [ 1 005 (4) by sen(h)

v2(t):rz'(t):(xz'(t),yz'(t))=[ll cos (6,) G+1, cos (6) 6,1y sen(8)) G+1, sen (6, ) 92}
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Teniendo en cuenta las Definiciones 2.13 y 2.5 resulta
2

1 2 1 2 1 : :
Tegm ) f rpme fve @) F <3| eos(a) d b sn(@)d || o
1 . . . . 2
>m; (Il cos(6) G +1, cos(6,) 6,1, sen(G) 6+1, sen(6,) sz =

1 . 2 . 2
:§m1 [(Il cos (&) elj +[I1 sen(6,) Hlj }L
1 . . 2 . . 2
+Em2[ [Il cos (6 ) 6+, cos(6,) 6?2} +(|l sen(6,) & +1, sen(6;) GZJ J
Luego de aplicar propiedades algebraicas y trigonométricas, obtenemos
T =%m1 12 ¢ +%m2[lf 62421, 1, 6, 6,c08(6,-0,)+17 62 ] 1
Célculo de V
De la Definicion 2.13 tenemos que
=-m; .g. Iy cos(6) —m, .g. (1 cos (G )+, cos(6,))=
=—(my+my).g. Iy cos(6) —m, .g.1, cos(6,)
Por lo tanto
V=—(my+m,).g. l; cos(&) —m, .g.1, cos(6&) [

Reemplazando la energia cinética [I] y la potencial [II] en el Lagrangiano que viene
dado por L=T -V resulta:

L=%(m1+m2)ll2 9f+%m2 17 07 +m, 1,1, 6, 6,cos (6, —6,)+(m, +m,)g I, cos & +m, g I,cos 6,

Céalculo de las Ecuaciones de Euler-Lagrange

Como todas las fuerzas que actdan en el sistema son no conservativas, aplicaremos el
Teorema 2.14. Es decir, plantearemos las Ecuaciones de Euler-Lagrange

(;j_t i _aa—L:O Para j=1,2, ...,n

En este caso, como

n=2
o =6
a, =6,
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Entonces las ecuaciones quedan expresadas de la forma

j—t a —%=o 1]
106 '

| g |
Calculo de [I1]
oL , .
o6
d aL 2 o0 2 o . o
E E— :(ml +m2)|1 (91+m2 Il |2 02(:05(61—92)—”]2 Il |2 02 Sel‘l(ﬂl—é’z)(al—é’zj

o6,

(%‘lz—mz I, Izéléz sen (6, —6,)—(my +m,)g |, sen(&)

Por lo tanto, la ecuacién [111] queda

(m,+m,)17 6 +m, 1, 1, d,cos (6,—-6,)+m, I, 1, 62 sen(6,-6,)+(m,+m,) g l,sen 6, =0
Dividiendo miembro a miembro por |, obtenemos

(m,+m,)I, 8 +m, I, 6,cos (6,—6,)+m, 1, & sen(6,—6,)+(m,+m,) gsen g, =0 [V]

Célculo de [IV]

06,
di i_m 124 L1, 6 —0,)-m, I, 1, 6 —o.)|a-eo
o —|=my I3 6,+my 1y 1, Gcos (G —6,)-my Iy 1, 6 sen (6, -6,)| & -6,
06,
aL o o
ﬁzmz Il |2«91¢92 Sen(el—ez)—mz g |2 Sen(gz)
)

Luego, la ecuacion [IV] queda

m, 17 6,+m, I, 1, & cos(6,—6,)-m, I, 1, 6 sen(6,—6,)+m, g I,send, =0
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Dividiendo miembro a miembro por |, obtenemos
m, 1, 6,+m, |, § cos(6,—6,)—m, |, & sen(6,—6,)+m, g sen 6, =0 [VI]

De [V] y [V]] resulta finalmente el siguiente sistema:

{(ml+m2)l1 g+m, 1, d,cos (6,-6,)+m, 1, 62 sen(6,—6,)+(m,+m,) g sen g, =0

m, 1, 6,+m, 1, 6 cos(6,-6,)-m, |, 67 sen(6,-6,)+m, g send, =0 u

Observacién 3.2

1) El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido en el Teorema anterior solo puede
ser resuelto numéricamente, ya que carece de solucién analitica. Mas adelante
aplicaremos el software Wolfram Mathematica 11.0 para resolverlo numéricamente y
simular el movimiento de las masas del pendulo.

2) Supondremos que 6&,6, e(—;z, 7;] ya que las posiciones angulares

6, =—rn v 6, =—r se corresponden con las del angulo = .

Estudio cualitativo del peéndulo doble sin rozamiento

Para el estudio cualitativo del péndulo doble sin rozamiento, llevaremos el sistema de
ecuaciones diferenciales obtenido en el Teorema 3.1:

{(ml+m2)l1 g, +m, 1, d,cos (6, 6,)+m, 1, 62 sen (6,—6,)+(m,+m,) g sen g, =0 0

m, 1, 6,+m, 1, 6, cos(6,—6,)-m, |, & sen(6,—6,)+m, g send, =0
A un sistema auténomo de primer orden. Primeramente despejamos 6, y 6, de las

ecuaciones del sistema [I] para que queden expresadas en términos de &, 6,, él y éz .
De este modo tenemos:

(m, +m, )l,sen(6,)+g m,cos (6, -6, )sen (6, )—671,m,sen (6, — 6, )—621,m, cos (6, — 6, )sen (6, -6, )

5=
' I, (m, +m, —m, cos’ (6,-6,))

P (m, +m, )cos (6, -6, )sen (6,)—g (m, +m, )sen (8, )+671, (m, +m, )sen (6, —6,)+6;1,m, cos (6, — 6, )sen (6, - 6,)
: 1, (m, +m, —m, cos® (6, -6,))

Entonces, si definimos

Wy =6
W, =6,
W3 :0]_
W4 :HZ

Obtenemos el siguiente sistema no lineal de primer orden, que llamaremos [I ] el cual

es equivalente al sistema [1 |:

80



V\;l =W,
W2 =w,
vx;s =(—(ml +m, )lysen(wy)+g mjcos (wy —w, )sen(w )

~w Zl,mysen (W —w, )-wZl,m, cos Wy —w, )sen (wy —w, ))/ (I1 (m1 +m, —mycos? Wy —W, )))

V\.l4 =(g (my +m, )cos (Wy —W , )sen (wq )—g (my +m5 )sen (w2)+w§I1 (my +my)sen (wy —w, )

+w Z1,m, cos Wy —w, )sen (w —WZ))/ (I2 (m1 +m, —m, cos? (Wy —WZ)))

Obviamente no podemos dibujar el Diagrama de Fase asociado a este sistema, ya que
consta de cuatro ecuaciones diferenciales. Sin embargo calcularemos los puntos criticos,
los cuales nos brindaran informacion.

Célculo de los Puntos Criticos

Resolvemos el sistema

w1 =0
w2 =0
w3 =0
w4 =0
Entonces
W4 :0

—(my +my )Iysen (wy )+g m,cos Wy —w, )sen (W )-w Sl mpsen (Wy —w, )-w F1;m, cos (wy —w, )sen (wy —w ) 0

Iy (m1 +m, —m,cos® (wy —w, ))

g(my +m, )cos Wy —w, )sen (wy)—g (my +m, )sen (W, )+w 21y (my +m, )sen Wy —w )+ wZl,m,cos (wy —w, )sen (wy —w,)

2 =0
I, (m1 +m, —m, cos“ (W, —wz))

Por lo tanto

w4 =0 (1]
w, =0 [111]
—(my +m, )l;sen(wy)+g m,cos (wy —w, )sen (w, )=0 [IV]
g (my +m, )cos (wy —W, )sen(wy )—g (my +m, )sen(w, )=0 V]

De la ecuacion [V] resulta

cos (Wy —W, )sen(wy )=sen(w, ) v

Sustituyendo [V1] en [1V] obtenemos

—(my +mj )lisen(wy)+g m,cos (Wy —w 5 )cos (wy —w 5 )sen (wy ) =0
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Luego

sen (wl)(—(ml +my )l +g mycos? (Wy —w, )):O

De aqui resulta que

sen(wy)=0 v (—(ml +my )l +g mjcos? (W —WZ)):O
Es decir

(m1+m2)llj

-0 2 (W, —W, )=
sen(w;)=0 v (cos Wy -w,) g,
Por lo tanto,

1) Si sen (W1)=0 entonces, de la ecuacion [VI] resulta que sen(w, ):O . En
consecuencia, considerando que wq W, € (—7[, n] , tenemos que los posibles valores de
W,y W, son:

w; =0 Aw, =0

Wy =0 Aw,=x

W, =7 AW, =0

W=7 AWy =7

Luego, de estas ultimas expresiones y de las ecuaciones [Il] y [I1I] obtenemos los
puntos criticos

P, =(0,0,0,0),P,=(0,7,0,0), Py=(7,0,0,0), P, =(rr, 7,0,0)

) m; +m, )l .
2) Si cos?(w, —wz):w, no resulta sencillo hallar los valores de
g m;
W1, W e(—;z, 7z] que verifican las ecuaciones [IV] y [V]. Para solucionar esta

dificultad nos valdremos del software Wolfram Mathematica a fin de dibujar las curvas
representadas por las ecuaciones [IV] y [V]. De este modo, los puntos de interseccion de
dichas curvas seran los pares de valores w,, W, que estamos buscando. Ejecutamos

entonces el siguiente comando

Manipulate [ContourPIot [{(m1+m2)L1 Sin[x]=9.8 m2Cos[x —y] Sin[y],
Cos[x —y] Sin[x]=Sin[y] } .{x,—z,7},{y,—7, 7} ContourStyle —{Red ,Blue}],
{L1,0.1,1},{m1,0.05,10},{m2,0.05,10} ]

Hemos considerado los posibles valores para la longitud |; del péndulo y las masas m;

ym, :
l{:Entre0.1m.y1lm.
m; , m, : Entre 0.05 kg. y 10 kg.
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Al ejecutarlo, aparecera el siguiente grafico:

11 D
ml D
m2 D

Referencias

Ecuacion [IV)]
Ecuacion [V]

Figura 3.3: Representacion gréfica de las ecuaciones [IV] y [V] para el caso en que I;=0.5m, m;=0.3
kg y my=0.1kg.

Al observar el grafico, comprobamos que los puntos criticos faltantes corresponden a

W :J_rg. Al mover los botones controladores de la Figura 3.3, podemos comprobar

que estos valores hallados para w, se verifican para todos los rangos de 1;, m; y m,.
Por lo tanto

a) Siwg =z

5 , al reemplazar en la ecuacion [1V] resulta
—(my +my )l;sen(wy)+g m,cos (wy —w, )sen(w,)=0 =
—(my +m, )Ilsen[ ]+g m, €os (g—wz jsen Wwy,)=0 =

(my+my)ly

g my

—(mg+my)ly +g mysen? (W, )=0 =sen?(w,)

. ., . (my +m5 )l
Esta Gltima ecuacion es valida si (my +ma )y <1.En este caso, resulta
g my
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(mg+my)ly sen(w,) =+ (my+my)ly .
g mj g mj

(my +mjy)l

1<, y teniendo en cuenta que
g m;

sen? wy)=
En consecuencia, si

my +my )l ”
0 <arcsen( MJ<§ yque w, =6, e(-z, ], los puntos criticos son:
g m;

m; +m, )l m; +m, )l
Ps = Z,arcsenL MJ,O,OJ, Ps —[z,arcsen{ MJ,O,O}
2 g m, 2 g mp

m;, +m, )l m;, +m, )l
P, = Z,ﬁarcsen[ MJ,O,OJ, Pg—[z,arcsen[ MJmO,O]
2 gm, 2 g m,

. _ _ (Mg +my )l
b) Siw;, :—g, el procedimiento es similar al caso a) v, si Mﬁl, resultan
g m;

los puntos criticos

I |
P, _Ez,amsen[ MJ’O’OJ' P _[z,amenL MJ,O,O]
2 gm, 2 g my

m; +m, )l m; +my )l
Py =| -2, z—arcsen (my +my )l 0,0 |, P, =| —Z arcsen (my +mg )l -7,0,0
2 g m, 2 g m

- - . (m1+m2)|1 - .-
El siguiente grafico muestra que si ~——=*—=>1, los Unicos puntos criticos son
my
PP, P3y P,.

Referencias

Ecuacion [IV]
Ecuacion [V]

Figura 3.4: Representacion grafica de las ecuaciones [IV] y [V] para el caso en que I;=1m, m;=1kg y
m,= 10 kg.
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Clasificacion de los puntos criticos

Aplicaremos el Teorema 1.49. Primeramente calcularemos la matriz Jacobiana
Df (Wy W, W3 Wy ). Es decir,

Df (W Wy W3 Wy )=

Donde

fl =W3 ) f2 :W4

—(my +my )lysen (Wy )+g m,cos Wy —w, )sen (W, )-w S l,mpsen (wy —w, )-wZlm, cos (wy —w, )sen (Wy —w )

I, (ml +My —m;, cos” (Wy —wz))

g (mg +mjy)cos (wy —w, )sen(wy )—g (m; +m, )sen (W )+wZly (my +my)sen(wy -w, )+ wZl,mycos Wy —wp )sen (wy —w )

fy= 5
I, (ml +mMy —m, cos~ (W4 —Wz))

Al valuar el Jacobiano en los puntos criticos obtenemos

0 0 10
0 0 1
Df (P )=Df (0,0,0,0)= —(m+mz)  gmy
my |1m1
(M +my)g _(Mm+mo)g o o
0 0 1
0 0 1
Df (P, )=Df (0,7,0,0)= ~(my +my) g m, 0 1
my |1m1
—(m +mz)g (M +ma)g o o
lomy I,my
0 0 1
0 0 1
(my +my) g m,
) T —= 01
Df (P3)=Df (7,0,0,0) . i
(mp+my)g  —(mp+my)g 0 0
lomy I,my
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0 0 10
0 0 0 1
mq +m -
Df (P, )=Df (7,7,0,0)= (mmp) — —gmy o
my l3my
—(my+my)g (Mg +my)g 0 0
lomy lomg
No mostraremos las matrices Jacobianas Df (Pi ) I =5,...,12 ya que sus coeficientes

tienen una expresion algebraica muy extensa. Para aplicar el Teorema 1.49
especificaremos los valores de 1;,1,, m; y m,, ya que no es posible elaborar una

conclusion general. En el siguiente cuadro mostramos la clasificacion de los puntos
criticos, para el caso en que I; =1, =0.23m. y m; =m, =0.4kg.

Punto critico Autovalores de Conclusién sobre
Pi Df (Pi ) Pi
A =10.2i
P, =(0,0,0,0) 4, =—102i El Teorema
) no decide
A3 =8.12i
Jy =-8.12i
Jy =—7.08 +29i
P,=(0,7,0,0) 4, =—7.08 —2.9i Inestable
Jg =7.08 +2.9i
A, =7.08 —2.9i
Jy =—2.9 +7.08i
Jg =2.9 +7.08i
Ay =2.9 —7.08i
Ay =-10.8
P, =(7,7.,0,0) 2, =108 Inestable
Jg =5.4i
Jy =-5.4i
I A =-2.9 +3.3i
m
Ps {%,arcsen[ (M +m2) 1 ],0 : OJ A, =-2.9 -3.3i Inestable
g
? 3 =2.9 +33i
Ay =2.9 -3.3i
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Punto critico Autovalores de Conclusion
Pi Df (P;) sobre P,
&y =47
Ps {—,—arcsen( MJO , OJ Jy =47 Inestable
) Jg =4.2i
Jy =—42i
(my +my)ly &y =-3.32 +29i
P, =[—, ﬂarcsenL g, J,0,0] 4y =332 -29i Inestable
Jg =3.32 +2.9i
Jy =3.32-2.9i
k (z,arcsen( (m1g+rr:22 S ]_”’0 ! O] j; :4_471I7| Inestable
Jg =—4.2
Jy =42
Py = [Z ,arcsen{ (mlg+rf:22 ) j,o : OJ 212 =L:71.7 Inestable
Jg =4.2i
Jy =—4.2i
A =—-29+3.3i
Py =[§,arcsen( M],o , OJ Jp =29 -33i Inestable
J M2 Jg =2.9 +3.3i
Ay =2.9 -3.3i
Ay =47
Py £_§1 ﬁ—arcsen[ (my+my)ly J’O | OJ Ay =47 Inestable
I M2 Jg =4.2i
Jy =—4.2i
A =-33+209i
P, —[%,arcsen( MJM | 0} A, =-3.3-29i Inestable
g M2 2y =33 +2.9i
Ay =3.3-2.9i

Desde el punto de vista de la Fisica, era de esperar que todos los puntos criticos, salvo
P, =(0,0,0,0), sean inestables. Ello se debe a que si las masas m; y m, toman

posiciones y velocidades iniciales proximas a dichos puntos criticos, la fuerza de
gravedad los alejara de dichas posiciones, ya que tratara de atraerlas hacia abajo.



De este modo, cualquier trayectoria C ={ (wy (t)w, (t) w3 (t),w,(t)),t=0}

que se encuentre inicialmente cerca de alguno de estos puntos criticos, se alejard de
ellos a lo largo del tiempo. Con respecto al punto critico P, =(0,0,0, 0), la intuicion

fisica nos dice que es un punto de equilibrio estable. Es decir, si una curva solucion esta
inicialmente cerca del punto critico, se mantendra cerca a lo largo del tiempo.

A continuacion enunciaremos un Teorema, atribuido a Aleksandr Liapunov (1857-
1918), que permitira clasificar al origen como punto de equilibrio estable.

Teorema 3.3: Teorema de Liapunov

Sea x*=(x* X r

* A . 7
1'%X5 Ja0op X o )un punto critico del sistema auténomo

X:l (t)=f1 (X1, X2, Xn)
Xo (t)=Ff2 (X1,X2 . Xp)

Sea Uunentornode x*y V :U < R" — R una funcién continua y diferenciable
tal que

%k

1)V (x*)zo Y V (X1,X2 X ) >0 Si (Xq,Xp .00, Xpy ) #X
2) :—tv (X1:X2 000X ) <O Si (Xq,X2,..Xp ) €U

Entonces X *es un punto de equilibrio estable.

Demostracion

Véase Referencia [10].

Observacién 3.4

La funcion V del Teorema anterior recibe el nombre de “funcién de Liapunov”. Muchas
funciones de Liapunov son polinomios de segundo grado. En el siguiente Ejemplo
veremos como se aplica este Teorema.

Ejemplo 3.5

Sea el sistema autbnomo
X'=aX—-2y —-X (x2 +y2)
y'=X +ay—y(x2+y2)
Con a<0. Aplique el Teorema de Liapunov considerando V (x ,y):x 2 +2y2 para

probar que (0,0 )es un punto de equilibrio estable.
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Solucion

Probaremos que la funcion V (x Y ) =x?+2 y 2 verifica las hipotesis del Teorema 3.3:
)V (0,0)=0yV (x,y)zx2 +2y2 >0 si (x,y)=(0,0)

2) Si (x,y)#(0,0) entonces

g—tv (x,y)=2x x"+4y y'=2x (ax—Zy—x(x2+y2))+4y(x +ay—y(x2+y2)):

=2X 2a—2x4—2X2y2 +4ay2 —4x2y2 —4y4 =2X 2(oc—x2 —y2)+4y2(a—x2 —y2)=
=(2X 2 +4y2)(a—X2 —yz)SO pues o <0.

Por lo tanto, (0,0) es un punto de equilibrio estable.

El siguiente Teorema prueba que, para el caso del péndulo doble sin rozamiento, el
(0,0,0,0)es un punto de equilibrio estable.

Teorema 3.6

El punto P, =(0,0,0,0) es un punto de equilibrio estable del sistema [1'].

Demostracion

Aplicaremos el Teorema 3.3. Veamos cémo nos conviene definir la funcion de
Liapunov

V Wy Wy Wg Wy)=V (81,6?2 ,61,492)
En la demostracion del Teorema 3.1, calculamos la Energia Cinética y la Energia
potencial del sistema, obteniendo:

Energia Cinética:

T :%ml 12 67 +%m2[lf 0 +2 1,1, 6, 6,cos(6,-6,)+1; 6 |

Energia Potencial:

P=—(my+m,).g.1; cos(6)-m, .g.1, cos(6,)
Por lo tanto, la Energia Mecanica es

E(6,.6,.6,.6,)=T +P =%m1 12 49'12+%m2[lf & +21,1, 6, 0,cos (6, -6,)+1} 4922]

—(my+my) .g. I, cos(6) —m, .g.1, cos(6,)

Luego
E(0,0,0,0)=—(m,+m,).0.1,—-m, .g.1,

Esto nos sugiere definir la funcion de Liapunov V del siguiente modo:
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\'% (91,92 ,91,92):E(61,02,91,92)+(m1 +m2) .g. |1 +Mmy .g. |2
Es decir,
V(91,92791,92)=

+(my+my) g Iy (1—cos(4))+m; .g.1, (1-cos(6,))

%ml 12 67 +%m2 [If &7 +21,1, 6 6,cos(6,—0,)+1; 922]+

Probemos que esta funcién verifica las hipotesis del Teorema 3.3:
Sea U el entorno de (0,0,0 ,O)definido por

:{(91,02,91,92) tal que | (6, —65) ‘<§ A 6,6 e(_;z,;;)}

En este caso, cos (6, —6,)>0 si (6,6, ,6;,6, ) U

Entonces

1)V (0,0,0,0)=0

2) V (6,6, ,6,,6,)=0 enU pues

Probemos primero que 17 67 +2 1, 1, 6, 6,cos (6, -6, )+1; 6 20.
Para ello consideramos dos casos:

a) Si 6, 6, >0, obviamente 17 6> +2 1, 1, 6, 6,cos(6,—6,)+17 62 >0
b) Sig, 6, <0 entonces

6 6,<0=>-6 6,>0=>-21,1,6 6,>0=-21,1,6 6,2-21,1, 6 6,cos (6,-6,)
Por lo tanto, como

(1,641, 6,) 20 =12 F+21,1, 6 6,+1% 6220 =
SI120+120=>-21,1,68 0,>2-21,1, 6 6,cos(6,-6,)

Luego

17 67 +12 62>-21, 1, 6 6,cos(6,-6,)

En consecuencia

17 67 +2 1,1, 6, 6,cos(6,-6,)+17 6 >0

De aqui resulta que

v (q,ez,él,éz):%ml 12 62 +%m2 [12 2 +2 1,1, 6, d,c05 (6, —0,)+17 67 ]+
& - o
20 >0
+(my+my) 9. I} (1-cos(6))+m, .g.1, (1-cos(6,)) =0
- g NN o _
>0 =0
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3) V (6.6,,6.,6,)>0 enU —{(0,0,0,0)} pues
Si (61,6,,6,,6,)eU —{(0,0,00)} = (6,20 v 6, %0 v 6 #0 v 6, #0 )
Consideramos los siguientes casos:
a) Si 6 =0 entonces, como 6 e(—z,7)=>cos (6 )<1=1-cos (4 )>0. Luego
V (6.6,,6,,6,)=(m +my) .g. |y (1—cos(6))>0
b) Si 6, =0 entonces se verifica que 1 —cos (6, ) >0. Por lo tanto
V (61.6,,6,,6,)2m;.g.15 (1-cos(6,))>0
¢) Si 4 #0 entonces
v (el,ez,él,éz)z%ml 12 62 >0
d) Si 6, =0 entonces
dl) Si 81 #0 , se probd en el inciso ¢) que

Vv (9_|_,492,9'_|_,9-2)>0
d2) Si 4, =0 entonces

vV (91,02,9'1,9.2)2%m2 |:|12 9.12 +2 Il |2 9_[ 92 COos (91 —92)4-'22 922i|=%m2|22 022 >0

3) g—tv (6.6,.6,,6,)<0 si (6,,6,.6,6;)<U pues

Vv (91,92 ,@’_,49.2)=E(9_|_,02 ,91,92)+(m1 +My )g |1 +Mmy .0. |2

Donde E (91 0,6, ,92) es la Energia Mecanica del sistema formado por el péndulo

doble. Todas las fuerzas que actian sobre el sistema son conservativas, pues no se
considera la fuerza de rozamiento del aire. En consecuencia, la Energia Mecanica se
conserva. Es decir,

E(6.,6,,6;,6,)=C= constante

Por lo tanto
j—tV (6.6, 'él’QZ)ZCCIIT(E(‘glﬁZ 6,65 )+(my +my) g1y +m;, g |2):

:((jj_t(c +(m1 +m2) .g. |1 +Mmy .Q. |2 ):0

Luego, V (91 .6 81 ,éz)es una funcién de Liapunov, y esto implica que (0 ,0,0, O)

es un punto critico estable. M
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Experimentando el comportamiento caotico

Como mencionamos al inicio de este Capitulo, el péndulo doble es un ejemplo de
sistema fisico que puede exhibir un comportamiento caotico. Es decir, que pequefios
cambios en las condiciones iniciales del sistema puede provocar grandes cambios en la
solucion. No nos detendremos a analizar matematicamente este fendmeno, ya que
escapa al objetivo de esta tesis. Simplemente, para obtener una nocion del caos de este
modelo, aplicaremos el software Wolfram Mathematica para resolver numéricamente el
sistema de ecuaciones diferenciales resultante del Teorema 3.1, con los siguientes datos:

L, =1, =05m.y m; =m, =0.2kg.

Hallaremos dos soluciones numeéricas del sistema con las siguientes condiciones
iniciales, muy proximas entre si:

6(0)=0,(0) =7 6 (0)=0,(0) =5 7+0.05
61(0)=02(0)=0 61(0)=02(0)=0

Ejecutamos entonces los siguientes comandos:

m1=0.2; m2=0.2; L1 =0.5; L2 =0.5;
Solul = NDSolve [{(ml +m2)L1 Tital" [t]+ m2 L2 Tita2" [t] Cos [Tital[t]—[TitaZ[t]]+

m2 L2 (Tita2' [t])2 Sin[Tital[t]-[Tita2[t]]+(m1+ m2)9.8 Sin[Tital[t]]|=0,

m2 L2 Tita2"[t] + m2 L1 Tital"[t] Cos|[Tital[t]- [Tita2[t]] —

m2 L1 (Tital" [t])2 Sin[Tital[t]-[Tita2[t]]+ m2 9.8 Sin[Tital[t]]= 0,
Tital[0]==0.79, Tita2[0]= 0.79, Tital' [0]= 0Tita2' [0]=0},
{Tital,Tita2},{t,0,150} |;

Solu2 =NDSolve[ {(m1+ m2)L1 TTital" [t]+ m2 L2 TTita2" [t] Cos [TTital[t]-[TTita2[t]]+
m2 L2 (TTita2' [t])2 Sin[TTital[t]-[TTita2[t]]+(m1+m2)9.8 Sin[TTital[t ]| ==0,
m2 L2 TTita2"[t] + m2 L1 TTital" [t] Cos [TTital[t]— [TTita2[t]] -

m2 L1 (TTital" [t])2 Sin[TTital[t]-[TTita2[t]]+ m2 9.8 Sin[TTital[t]]|= 0,
TTital[0]==0.79, TTita2 [0]= 0.79, TTital' [0 ]= 0 TTita2' [0]=01},
{TTital,TTita2},{t,0,150} |;

Al representar graficamente la funcion 6, (t) para las condiciones iniciales

6, (0)=%7r y 6, (0)=%7z+0.05 , podemos comprobar que las graficas no se

mantienen cercanas entre si a lo largo del tiempo, a pesar de estarlo las condiciones
iniciales.
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G(t) [radianes]

—_— 82 (0)=3z/4

10+ — 6, (0)=37n/4 +0.05

5L
_\\‘\/2\’/‘\\'\1'/ L Tiempo [seqg]

5L
1oL
15}
_20f

Figura 3.5: Gréficas de la funcion 6, (t), para dos condiciones iniciales muy préximas entre si.

El comportamiento cadtico del sistema se ve reflejado también en la trayectoria que
describe la masa m, , como se muestra en la siguiente figura:

y
1.0

— 6,(0) =374
— 6,(0) =3 1/4+005

0.0

-10F

-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15

Figura 3.6: Trayectoria que sigue la masa m, , para dos condiciones iniciales muy proximas.

Recordemos que la trayectoria que sigue la masa m, es la curva C definida por
C :{ (1, sen (6 (t))+1, sen (6, (t)),— 1y cos (6 (t))- 1, cos (6, (t))) cont 20}

En la Figura 3.6 podemos comprobar que las trayectorias estan acotadas, no son
periddicas y presentan una dependencia sensible a las condiciones iniciales. Este tipo de
trayectorias reciben el nombre de Orbitas caoticas. Suelen estar contenidas en un
conjunto acotado llamado atractor.
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Simulacion del movimiento del péndulo doble sin rozamiento

En la siguiente simulacion, disefiada mediante el software Wolfram Mathematica 11.0,
permite visualizar el movimiento del péndulo doble. Méas precisamente, podemos
observar la trayectoria, en algunos casos caotica, que describe la masa m, del pendulo

durante los primeros 30 segundos. La simulacion contiene los siguientes datos de
entrada:

Longitudes de las varillas del péndulo (L; y L, ), Masas del péndulo (myy mj),
Angulos iniciales de desplazamiento (611 0)y & (O)) y las velocidades tangenciales

iniciales de las masas m; y m, (vig Y Vo) . Las velocidades iniciales tangenciales

se las definen como

-+

vip =+ |v1(0) |[= L[4’ (0)|

Voo =% [v2(0) [=%L |6 (0) |

Se considera que vig >0 si \E(O) apunta en sentido anti horario, mientras que

Vig <0 si \E(O) apunta en el sentido de las agujas del reloj.

El mismo criterio vale para el signo de v o . Los datos de entrada se ingresan a través
del siguiente cuadro de dialogo:

Longitud del hilo L, del péndulo:

Ly [metros]= 1
Longitud del hilo L; del péndulo:

L; [metros]= 1
Masa m; del péndulo:
my [kg.]= 0.2
Masa m; del péndulo:
m; [kg.]= 0.2

Angulo inicial de desplazamiento de la masa m;:
6, (0) [radianesl= | X
Angulo inicial de desplazamiento de la masa m;:
8,(0) [radianes]= ;—T
Velocidad inicial de la masa m;:
vig [miseq.]= a
Velocidad inicial de la masa m;:

vag [miseg.]= 0
Figura 3.7: Cuadro de dialogo que permite ingresar los datos de entrada.

Si ingresamos los siguientes datos:
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L =L, =1m.
m; =m, =0.2kg.
G_L(O)=%7rrad.

v

02 (0 ) =—rad.
4
m
Vig =Vog =0 —
10 =V20 seg
Podemos visualizar la trayectoria de la masa m, al ejecutar la simulacion, como se

ilustra en la siguiente Figura.

Movimiento de un péndulo doble durante 30 segundos Movimiento de un péndulo doble durante 30 segundos
Tiempa E]E]@ Tiempo E][E]@
y [metros] y [metros]
k 3

* [metros] x [metros]

=AY Y
i*-‘;"' )t'ﬁ"

{ {‘,"-‘I

Figura 3.8: Izquierda: Posicion inicial del péndulo. Derecha: Trayectoria descripta por la masa m,.

Las gréficas de los angulos de desplazamiento se muestran en la siguiente Figura.

oA NN AA N_NA_Nan\ AL e
[ VoVV I VTN VYRR 1
: _92(?)
_1ol
£ o0t
a0k ]
0 ] 10 15 20 25 30

s8Q

Figura 3.9: Graficas de los angulos de desplazamiento de las masas m; y m,

Si ahora ingresamos los siguientes datos:




Entonces podemos comprobar que la trayectoria de la masa m, no es caotica como en
el caso anterior, sino que se asemeja a la de un péndulo simple. Ello se debe a que el
punto (& (0), 6, (0) V19 .V o ) se encuentra proximo al (0,0,0,0) que, de acuerdo al
Teorema 3.6, es un punto de equilibrio estable.

Movimiento de un péndulo doble durante 30 segundos Movimiente de un péndulo doble durante 30 segundos

Tiempo E]E]@ Tiempo E]@@

x [metros]

Figura 3.10: lzquierda: Posicion inicial del péndulo. Derecha: Trayectoria descripta por la masa m.,.
Los angulos de desplazamiento se muestran en la siguiente Figura.

m?' ﬂ 'n ﬂ | n ] — 8

— 4,

05k

0.0

radianes

U |

0 5 10 15 20 25 30

seg

Figura 3.11: Graficas de los angulos de desplazamiento de las masas m;y m,
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El codigo fuente del programa lo mostramos a continuacion.

Cddigo fuente del programa que simula el movimiento de un péndulo doble

Interpretation[{L1=2 , L2=2 ,m1=0.2 ,m2=0.2 ,Tital0=3Pi/4,Tita20=Pi/4 ,v10=0,
v20=0},

Panel[ Grid[ {

{InputField[Dynamic[L1]]},

{InputField[Dynamic[L2]] },

{InputField[Dynamic[m1]]},

{InputField[Dynamic[m2]]},

{InputField[Dynamic[Tital0]]} ,

{InputField[Dynamic[Tita20]]} ,

{InputField[Dynamic[v10]]} ,

{InputField[Dynamic[v20]]}} 11

Manipulate [

Solud=NDSolve[{(m1+m2) L1 Tital"[tt] + m2 L2 Tita2"[tt] Cos [Tital[tt]-
Tita2[tt]]+m2 L2 ( Tita2[tt])? Sin [Tital[tt]-Tita2[tt]]+ (m1+m2) 9.8
Sin[Tital[tt]]==0,m2 L2 Tita2"[tt] +m2 L1 Tital"[tt]Cos [Tital[tt]-Tita2[tt]]-m2 L1
( Tital'[tt])? Sin [Tital[tt]-Tita2[tt]] + m2 9.8 Sin[Tita2[tt]]==0,

Tital[0] == Tital0, Tita2[0] == Tita20, Tital[0] ==v10/L1 ,Tita2'[0] == v20/L2}
{Tital,Tita2},{tt,0,60}];

Show[Graphics[{RGBColor[0.501961, 0.25098, 0.25098],Rectangle[{-1.1,-
0.12},{1.1,0.12}1}1 .

ParametricPlot[{L1 Sin[Extract[Tital[s]/.Solud,1]]+ L2
Sin[Extract[Tita2[s]/.Solud,1]],-L1 Cos[Extract[Tital[s]/.Solud,1]]-L2
Cos[Extract[Tita2[s]/.Solud,1]]},{s,0,t},PlotStyle->{RGBColor[0.462745, 0,
0.92549],Thickness[0.003]}],

Graphics[{Thickness[0.007],Line[{{0,0}{L1 Sin[Extract[Tital[t]/.Solud,1]],-L1
Cos[Extract[Tital[t]/.Solud,1]1}}1}].

Graphics[{Thickness[0.007] , Line[{{L1 Sin[Extract[Tital[t]/.Solud,1]],-L1
Cos[Extract[Tital[t]/.Solud,1]]}.{L1 Sin[Extract[Tital[t]/.Solud,1]]+ L2
Sin[Extract[Tita2[t]/.Solud,1]],-L1 Cos[Extract[Tital[t]/.Solud,1]]-L2
Cos[Extract[Tita2[t]/.Solud,1]]}}1}]1,Graphics[{RGBColor[0.807843, 0, 0],Disk[{L1
Sin[Extract[Tital[t]/.Solud,1]],-L1 Cos[Extract[Tital[t]/.Solud,1]]},0.1 L1]}],
Graphics[{RGBColor[0.807843, 0, 0],Disk[{L1 Sin[Extract[Tital[t]/.Solud,1]]+ L2
Sin[Extract[Tita2[t]/.Solud,1]],-L1 Cos[Extract[Tital[t]/.Solud,1] ] -L2
Cos[Extract[Tita2[t]/.Solud,1]]},0.1 L2]}],

Axes->True, AxesStyle->Arrowheads[0.04], AxesLabel->{"x [metros]","y
[metros]"},Background->GrayLevel[0.898039],ImageSize->{350,350},
PlotRange->{{-L1-L2-1,L1+L2+1}{-L1-L2-1,L1+L2+1}}],

Panel["Movimiento de un péndulo doble durante 30 segundos'],
Delimiter,{{t,10°°,"Tiempo"},10°,30,Control Type->Trigger } 1]
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¢ Y si los angulos de desplazamiento son pequefios?
En el Teorema 3.1 demostramos que los angulos de desplazamiento 4, y 6, de las

masas m; y m, del péndulo doble verifican el sistema de ecuaciones diferenciales no
lineal de segundo orden

{(mﬁmz)l1 6.+m, 1, d,cos (6,—6,)+m, |, 6 sen (6,—6,)+(m,+m,) g send, =0

m, I, 8,+m, 1, , cos(6,—6,)-m, |, & sen(6,—-6,)+m, g send, =0

[1]

Como sabemos, este sistema sélo tiene solucién numérica. Pero si los angulos de
desplazamiento fueran pequerfios, ¢podriamos linealizar el sistema, a fin de hallar una
solucién analitica? Para responder a esta pregunta veremos primeramente como

aproximar las funciones cos (6,—6,),sen(6,—6,), sen(6,) y sen (6,).
Para ello haremos uso de la Formula de Taylor de Primer Orden (Teorema 1.46) cuando
6, y 6, estan proximos a 0. En este caso, si
f(x,y)=cos(x-y)
Entonces, al aplicar la Formula de Taylor de Primer Orden centrada en x* =(O ,O)

obtenemos
of

f(x,y)=f (0,0)+a—x

(0,0) (x —o)+%(o,o) (v -0)+R (x.yx")
Donde

R(x,y,x*)
lim =0
(x.y)=(00) | (X,¥) ]

En particular, si (x ,y )esta préximo a (0,0 ), podemos escribir

f(x,y)=f(00)+2

200.0) (x-0)+2-0.0) (v -0)

Es decir,

cos(x—y)=1
Sustituyendo x ey por & y 6, resulta

cos (6, -6,)=1 [
De aqui obtenemos que

sen (4, —492):i\/1 —cos?(6,—-6,) =\1-(1)

2

=0
Luego

sen (6, —6,)=0 [11]
De manera similar, si consideramos

g(x)=sen(x)

Al aplicar la Formula de Taylor de Primer Orden centrada en x * =0 , tenemos que

98



g(x)=g(0)+9"(0) (x-0)+R (xx")
Donde
R(x,x*)

lim ———==0
x—0 |X|

Nuevamente, si x estd préximo a 0 entonces podemos considerar que
g(x)=g(0)+g'(0) (x-0)
Es decir
sen(x )= x
Reemplazando x por & y 6, resulta

{senwl)eel

sen(6,)=6, M

Las expresiones [II], [IH] y [IV] permiten reemplazar el sistema [I] por el siguiente

sistema linealizado

(m,+m,)l, 6+m, 1, 6,+(m,+m,) g 6,=0 y
m, 1, 6,+m, 1, 6 +m,g 6,=0 M

En el proximo Ejemplo compararemos las soluciones de los sistemas [1] y [\V] cuando
los angulos iniciales de desplazamiento son pequefios.

Ejemplo 3.7

Se tiene un péndulo doble con los siguientes datos

Ll = L2 =1lm.
m; =m, =1Kkg.
y/a

91(0)=6— rad.

492(0):8£rad.

m
Vip =V =0 g

1) Resolver el sistema linealizado
(m+my)l, +m, 1, 8,+(m,+m,) g 6 =0
m,l,8,+m, 1,6 +m, g 6,=0

Para hallar los angulos de desplazamiento &, y 6, .

2) Comparar las graficas de los angulos &, y 6, obtenidos del sistema linealizado, con
los de la solucién numeérica del sistema sin linealizar
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{(m1+m2)l1 g,+m, 1, ,cos (6,—6,)+m, |, 62 sen (6,—6,)+(m,+m,) g send, =0

m, 1, 6,+m, 1, 6 cos(6,-6,)-m, |, 67 sen(6,—6,)+m, g send, =0

Solucién

1) Para resolver el sistema linealizado, aplicamos el Método de Eliminacién descripto
en la seccién 1.5.2 del Capitulo 1, pag. 24. De este modo, la solucién obtenida es

6, (t)=0.4 cos(2.39t)+0.3 cos (5.78t)
6, (t)=0.56 cos(2.39t)—-0.3 cos (5.78t)

2) En las siguientes Figuras se muestran las graficas de los angulos de desplazamiento
que se obtuvieron al resolver el sistema linealizado y sin linealizar.

— 5"1 (t) sin linealizar

\ P 1 —_— é‘?ﬂ' (1) linealizado
_o2f N

=
i
T

=
Mo
TT

radianes
(]
(]
—

—ﬂ -1 : l'

0 5 10 15 EIU 25 30

seq
I — 4(t) sinlinealizar
05 " : 2
)1 ﬂ —— %m linealizado
& 00 _ *

—05k N A H M

seg

Figura 3.12: Gréficas de los &ngulos de desplazamiento de las masas m; y m,, obtenidas al resolver el
sistema linealizado y sin linealizar.

Observamos que las graficas son muy similares. De aqui podemos deducir que, cuando
los angulos iniciales de desplazamiento son pequefios, el sistema linealizado resulta ser
una buena aproximacién del sistema sin linealizar.
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Movimiento del péndulo doble considerando el rozamiento del aire

En esta seccion analizaremos como queda planteado el sistema de ecuaciones
diferenciales que permitira hallar los angulos de desplazamiento ¢, y 6, de las masas

m; y m,, cuando el péndulo doble esta sometido a la accion del rozamiento del aire.
En este caso, de acuerdo a lo expuesto en el Capitulo 1, sobre las masas m; y m, actia
la fuerza de rozamiento del aire, cuya expresion es la siguiente:

F=—kj.vi(t),i=l,2

Donde
vi (t): Velocidad de la masa m; en el instante t.
k; : Constante de rozamiento para la masa m; .

Estas fuerzas son no conservativas. En consecuencia, para hallar 6, y 6, aplicaremos

el Teorema 2.15, es decir, las Ecuaciones de Euler-Lagrange para fuerzas no
conservativas. En el siguiente Teorema deduciremos el sistema de ecuaciones que
permitird determinar los angulos de desplazamiento de las masas del péndulo.

Teorema 3.8: Ecuacion de movimiento de un péndulo doble con rozamiento

Sea un péndulo doble de masas m; y m,, suspendidas de dos varillas de longitudes I,
y |, respectivamente. Supongamos que sobre las masas del péndulo actia la fuerza de
rozamiento del aire, expresada mediante la formula

F=—kj.vi(t),i=l,2
Donde
vi (t): Velocidad de la masa m; en el instante t.

k; : Constante de rozamiento para la masa m; .
Entonces los angulos de desplazamiento 6, y 6, verifican el sistema de ecuaciones
diferenciales no lineal de segundo orden
(m,+m,)l, 6,+m, 1, 6,cos (6,-6,)+m, |, & sen(6,—6,)+(m,+m,) gsen &, =A
m, 1, 6,+m, |, 8 cos(6,-6,)-m, |, & sen(6,-6,)+m, gsend, =B

Con

A=—(ky +ky) Iy 6Ky 1, cos (6,6, ) 6,

B=—k, | cos(4-6) G-k, I, 6,
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Demostracion

Aplicamos el Teorema 2.15. De este modo, queda planteado el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales en las incognitas g, ,95 ,...,q;, :

N
d aL. ZFI a_ para j=1,2, ..,n (1
dt aq. aqj i=1 8
q;

Donde
L Es el Lagrangiano.

F, : Suma de todas las fuerzas no conservativas que actdan sobre la i-ésima
particula.
E : Vector posicion de la i-ésima particula.

En nuestro caso, y de acuerdo a lo demostrado en el Teorema 3.1, tenemos que

L=%(m1+m2)ll2 9f+%m2 17 0 +m, 1,1, 6, 6,cos (6, —6,)+(m, +m,)g I, cos & +m, g I,cos 6,

Ademas,
N =2
n=2
q =6
d, =6,

r (t)=(|1 sen ().~ cos(6))

F=—k.vi(t) i=1,2
k; : Constante de rozamiento para la masa m;, i =1,2.

Entonces el sistema [1] queda expresado de la forma

dloL | oL = on = or,
—| = |-==Ff.Zt+F, . =2
dt | 5 o | %4 06, 06,
] [11]
d 8L. o _E ar1+F2 ary.
dt | 5 0. 06, 06, 06,

En la demostracién del Teorema 3.1 se probé que
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((jj_t a_l'.]%(mﬁmz)lf 6,+m, I, 1, 6,cos (6,—6,)+m, I, 1, 67 sen(6,—6,)+(m,+m,) g I,sen 6,
o6, | %

dd_t ﬂ]—j—l‘ m, 17 8,+m, I, 1, 8 cos(6,-6,)-m, I, 1, & sen(6,—6,)+m, g l,sen 6,
06,

Sélo resta calcular los miembros derechos de las ecuaciones [I1].

Caleulo de 7. 1 4F, . 2

06
RS %:—kl[u cos(4) .1y sen(4) e;j-(u cos (4) 1y sen (@)

—k (Il cos(6,) 0;+I2 cos (65) 9; 1y sen(6;) H;Jrl2 sen (65) e'zj.(ll cos (6,).l; sen(6,))=

=—kq I cos? () 0;—k1 12 sen® (4)) Hl—kzllz cos? (4,) ai—k2|1|2 cos (& )cos (6, ) 0;

—Kk,12 sen2 () G-k Iy 1, sen(6)sen(6,) 6,
Aplicando la identidad Pitagdrica

sen? (6, )+cos® (6, )=1
Y teniendo en cuenta que

cos (&, —6, )=cos (& )cos (&, )+sen (& )sen (6, )

Resulta finalmente que

= on — or . .
F.2L 4 F . 22=_(k, +k,) 12 @ -k, I, |, cos (6 —6,) & 1l
1 aal 2 ael (1 2) 1 e.l. 2 112 (91 2) 2 [ ]
Célculo de F . ai+€ e

96, 96,
— o = an, . .
F.—2+F, . —2=—k,|I, cos 1, sen .0
LS S ka1 cos(4) 6 s ()

—k (Il cos (6, ) 6§1+I2 cos (6;) 9; 1 sen(6,) 49;+I2 sen (65) 9'2}(I2 cos (6, ).1, sen(6,))=

=—k, 141, cos (6 )cos (6, ) H;—kzlzz cos? (6,) 6?.2—k2 I, 1, sen (& )sen(6,) 81

Kky12 sen?(6,) By =k, Iy 1, cos (6 —6,) Gk, |12 6,

Por lo tanto
F. £+F, £=—k I, 1, cos (6, -6 )Hi—k 12 6, [IV]
%6, 2 o4, 2172 2 22
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Sustituyendo [I11] y [IV] en [11] obtenemos
(m,+m,)17 8. +m, 1, 1, 6,cos (6, 6,)+m, I, I, 67 sen(6,—6,)+(m,+m,) g I,sen g, =

= (K, +kp) 12 G—ky Iy I, cos (6, -6, ) 6, [V]

m, 17 6,+m, I, 1,  cos(6,—8,)—m, I, 1, 6 sen(6,—6,)+m, g I,sen g, =
=—ky Iy 1, cos(6,-6,) 6k, 1Z 6, [VI]

Dividiendo miembro a miembro la ecuacion [V] por I, y la ecuacion [VI] por |I,,
resulta finalmente el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

(m,+m,)l, 6,+m, I, &,cos (6,—6,)+m, |, & sen(6,—6,)+(m,+m,) g sen 6, =
=—(ky +kz) Iy bk, 1 cos (4 -6, ) 6,

m, 1, ,+m, |, & cos(6,—6,)-m, |, & sen(6,—6,)+m, g sen o, =

——k, |y cos(6,-6) G-k, 1, 6 n

Simulacion del movimiento del péndulo doble con rozamiento

En la siguiente simulacion, disefiada mediante el software Wolfram Mathematica 11.0,
podemos visualizar el movimiento del pendulo doble. Supondremos que las masas m;
y m, son esféricas, de radio r; y r, respectivamente. Su codigo fuente es similar al

del péndulo doble sin rozamiento. La simulacion contiene los siguientes datos de
entrada:

Ll =L2 =1m.
my =m, =0.2kg.
el(O)szﬂ rad.

02(0):§rad.
m

Vig =Vgo =0 seg

n=rp,=02m.

Al ejecutar la simulacion podemos comprobar, como era de esperar, que el péndulo se
detiene. En la siguiente Figura mostramos la trayectoria que describe la masa m,

(confrontar con la Figura 3.8).
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Mevimiento de un péndulo doble durante 30 segundos

Tiempo [pe] (1] [k

a
i,

3

Tiempo E“E"E

Movimiento de un péndulo doble durante 30 segundos

Figura 3.13: lzquierda: Posicién inicial del péndulo.
hasta detenerse.

Derecha: Trayectoria descripta por la masa m,
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Capitulo 4
Una prueba experimental

A fin de comprobar si el modelo matematico disefiado se corresponde con la realidad,
construimos un péndulo doble de masas esféricas m;y my, de radio r; y r, , y alambres

de longitud L; y L, con las siguientes medidas:

L; =L, =0.23m.
m; =m, =0.4kg.
rn =r, =0.035m.

Figura 4.1: Construccion de un péndulo doble.

Para capturar, en cada instante, los angulos de desplazamiento 6, (t)y 6, (t), se fabrico
una placa, la cual se muestra en la siguiente Figura:

“"'nm : o-(:]-o @0@0] ‘°‘ Ej
&Q&Q@&&&&Qﬁﬂ

I

|

00000520000000

Figura 4.2: Placa especialmente creada para capturar los angulos de
desplazamiento de las masas del péndulo doble.
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En la siguiente Figura se puede apreciar con mas detalle cada dispositivo disefiado.

Alambre de longitud I;

Sensor

Masa m;

Alambre de longitud I

Placa Sensor

Masam;

Figura 4.3: Placa y elementos del péndulo doble.

La placa consiste de un microcontrolador y dos sensores de aceleracion (también
Ilamados acelerémetros) ubicados en cada masa del péndulo. La placa se conecta a uno
de los puertos de la CPU. Los sensores se encargan de medir la variaciéon en la
aceleracion de la gravedad para transformarla en posicion angular. Estos datos son
transferidos, en tiempo real y a través de un programa, al Wolfram Mathematica 11.0
para luego representarlos graficamente. A continuacion mostramos el codigo fuente del
programa que permite representar graficamente los datos recibidos del sensor:

Clear [datos, graf, datos2, graf2) . Which(|cant == 18, puerto[Wedte"M") ). cant == 28,
puerto[Write["N™]] , cant «= 5, pusrto[Write["L"]]], puerto[Write["2"]], puerto[Write["A"]],
lec = True, tarea = True}],
Button["Detener lectura™, {tarea - False, lec - False}],
Button[" Cerrar puerto”, [puerto[Close[ ]], , estado - False}]}] ).
Frame -+ All, Background + {Black, White, White}, Spacings » 1]
Column[ {5tyle["Estados:", FontFamily -+ "Calibre", 14, White],
Row [ {
Style[" Puerto: ", FomtFamily -+ "Calibre", 14, Black],
Dynamic [Show [If[estado, Graphics [ [PointSize[.5], Green, Point {8, 8}]1],
Graphics[{Pointsizre[.5], Red, Point[{@, @}]1}]1], ImagesSize » (20, 28}]],
Style["” Lectura: ", FontFamily - "Calibre", 14, Black],
Dynamic [Show [If[lec, Graphics [ {PointSize[.5], Green, Point [(@, B}]1].
Graphics[{PointSize[.5], Red, Point[(@, @}]1}]]), ImageSize -+ {28, 2@}]]
11} 2 Frame -+ All, Background - {Black, White, White}, Spacings - 1]
data = {};
dataZ = {}1
Dynamic [mediciones]
Clear[datos, graf, datos?, grafl];
graf = (@8, 8);
grafZ = {8, @};
Grid[{ {Dynamic [
Show [ListPlot [graf, PlotRange —+ { (@, 6@}, {-108, 188} }, Joined —+ True,
PlotStyle —+ {Thickness[9.806) , PointSize[8.8088); Red}], ImageSize » {308, 280}]1,
Dynamic|
Show [ListPlot [graf2, PlotRange + {{©, 68}, {-18@, 188} ), Joined -+ False,
PlotStyle -+ {Thickness[9.296) , PointSize[9.988), Blue}), ImageSize + {380, 208} )] 1},
Frame -+ A11]
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La prueba se inici6 considerando los siguientes datos y condiciones iniciales:

Ll = L2 =0.23m.
my =m, =0.4Kkg.

6(0)==

— rad.
2
02(0):6— rad.

m
Vig =Vgo =0 g

n=r, =0.035m.

La captura de datos se realiz6 durante 30 segundos. Las graficas de los angulos de
desplazamiento se muestran en la siguiente Figura:

Lectura de dos acelerometros

Abrir puerto |li:zl.ntil:.la.l:l de datos a adquirir: 5 | Leervalores | Detener lectura

Puerto: @ Lectura: §

Figura 4.4: Captura de datos en tiempo real y representacion gréfica de los desplazamientos de las
masas del péndulo.

En la siguiente Figura mostramos las gréaficas de los angulos de desplazamiento 6, (t) y

6, (t)obtenidos tedricamente, resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales
indicado en el Teorema 3.8.
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Simulacion de los angulos de desplazamiento 6, v 6; en un péndulo doble

Tiempa - I:I
ml - D
m2 - D
[}
0.23 SN
2 [}
023 SN
81it) 6a(t)
A A
201 20
0 WWW Tiempo 0 T P Tiempo
-20 I _20k
4ol a0l

Figura 4.5: Graficas de los desplazamientos de las masas del péndulo doble obtenidas analiticamente.

Como se puede comprobar, los angulos de desplazamiento 4, (t)y 6, (t) obtenidos en
forma real son notablemente similares a los que resultan de resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales indicado en el Teorema 3.8. Este hecho prueba que el modelo

matematico del péndulo doble se ajusta a la realidad.
En la siguiente Figura se pueden apreciar los sensores incorporados a las masas del
péndulo doble y la placa conectada a la CPU.

Figura 4.6: Captura de datos en tiempo real.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo hemos mostrado cémo disefiar un modelo matematico que describa el
movimiento de un péndulo doble, empleando la Mecanica Lagrangiana y nociones de
Fisica.

Mediante el uso de simulaciones hemos comprobado que se trata de un sistema cadtico,
es decir, un sistema dindmico que es sensible a las condiciones iniciales. Su estudio
servira de metodologia para analizar el comportamiento cadtico de otros sistemas
existentes en la naturaleza. Aunque resulte sorprendente, numerosos fendmenos
naturales tienen un comportamiento cadtico.

Por ejemplo, el movimiento de los planetas del sistema solar es un sistema caético, ya
que un pequefio cambio en el movimiento de uno de los planetas podria desestabilizar
todo el sistema luego de transcurrir cierto tiempo.

La Meteorologia también responde a un comportamiento caético. Es por esta razén que
los meteordlogos no pueden decir exactamente si lloverda o no dentro de una semana.
Asi, con dos mediciones iniciales muy parecidas, puede suceder que dentro de una
semana llueva para una prediccion, y para la otra no.

Ademas, los Ejemplos incorporados y desarrollados en esta tesis ayudaran a
comprender fendbmenos caoticos mas complejos.

Finalmente, en este trabajo ponemos de manifiesto como diversas ramas de la Ciencia,
en este caso, la Fisica y la Informatica, interactian con la Matematica para crear
modelos matematicos que simulen una situacién de la vida real.
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